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UWAGI WSTEPNE

Ksigzka ta jest druga sposrod trzech skladajacych sie na opracowanie
wybranych zagadnien z logiki. Sformulowane tu uwagi sa ograniczone
do dotyczacych niniejszej ksiazki, choc¢ niektore sa zwieztym przypomnie-
niem uwag ogélnych?.

1. Zagadnienia podjete w rozwazaniach sa wybrane z logiki formalnej
iogoblnej teorii mnogos$ci. Podzial na te dwa zrédla zagadnien jest wskaza-
ny juz w tytule ksigzki i widoczny w jej strukturze, cho¢ jest uzasadnione,
wzgledami nie tylko historycznymi i praktycznymi, by co najmniej pewne
wyniki teorii mnogo$ci — na przyklad rachunek zbioréw i relacji, teorie
liczb kardynalnych — wlgczy¢ do logiki formalnej. W tak rozumianej logice
formalnej sg nie tylko zawsze w niej umieszczane rachunki logiczne —
rachunki zdan klasyczne i nieklasyczne oraz rachunki predykatow — lecz
takze zagadnienia tzw. og6lnej teorii mnogosci i uzyskane w tym zakresie
wyniki. Cho¢ w rozumianej szerzej logice formalnej mieszcza sie takze
wszystkie zagadnienia podjete w tej ksiazce, to jest w niej zastosowany
wskazany tytulem podzial, zgodny z przyjetym w publikacjach oddziela-
niem logiki formalnej (rozumianej wasko) od teorii mnogos$ci?.

1 Odsytajac do obszernych uwag dotyczacych calego opracowania, sformutowanych
w: A. Jonkisz, Zagadnienia semiotyki logicznej i ogélnej metodologii nauk, Kra-
kow 2023, warto tu powtoérzyé, ze jego rdzeniem byl podrecznik logiki napisany
z my$la o studiujacych i uprawiajacych filozofie.

2 Na oddzielanie teorii mnogoéci od logiki wskazuja czesto tytuly opracowan, np.:
J. Stupecki, L. Borkowski, Elementy logiki matematycznej i teorii mnogosct, War-
szawa 1963; J. Stupecki, K. Halkowska, K. Pir6g-Rzepecka, Logika i teoria mno-
gosci, Warszawa 1978; L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci,
Lublin 1991.
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UWAGI WSTEPNE

1.1 W zakresie logiki formalnej sa uwzglednione rachunki zdan i ra-
chunki predykatéw. Najobszerniej jest omawiany klasyczny rachunek
zdan (KRZ), w ksiagzce sg bowiem uwzglednione rézne metody budowa-
nia systeméw KRZ, a zwlaszcza stosowana w niniejszym ujeciu metoda
zalozeniowa; sposrod rachunkéw zdan nieklasycznych zostaly wybrane
rachunki logiki wielowarto$ciowej, modalnej (rozumianej wasko), deon-
tycznej oraz logika intuicjonistyczna i tzw. logiki posrednie.

Rowniez charakterystyka rachunkéw predykatéw jest skupiona na
rachunkach klasycznych — ponownie z naciskiem na system zatozeniowy.
Teoria wynikania zdan kategorycznych jest najpierw omoéwiona odrebnie,
w sposob przyjety w sylogistyce, uzupeliony o nowsze metody, po czym
teoria ta jest zinterpretowana w rachunku predykatow.

1.2 W rozdziale po$§wieconym teorii mnogosci sa omoéwione zagadnienia
zwykle umieszczane w jej czeSci zwanej ogolna: podstawowe pojecia ra-
chunku zbioréw (relacje miedzy zbiorami, dzialania na zbiorach, zbiory
wyznaczone przez funkcje zdaniowe) i zagadnienia z tym rachunkiem
zwigzane (rachunek zbiorow a teoria zdan kategorycznych); podstawowe
wyniki teorii relacji (rodzaje relacji, relacje porzadkujace zbiory, izo-
morfizm relacji); wybrane zagadnienia teorii liczb kardynalnych (pojecie
liczby kardynalnej, rodzaje zbiorow ze wzgledu na licznosé — a zwlaszcza
kategorie zbioréw nieskonczonych — arytmetyka liczb kardynalnych)?;
ponadto sa w tym rozdziale uwzglednione zagadnienia zwigzane z anty-
nomiami tzw. klasycznej teorii mnogos$ci oraz ze sposobami ich usuwania.

1.3 Tytulem usprawiedliwienia powtorze tu sformulowana juz uwage
dotyczacg kazdego szerszego opracowania wynikéw logiki, a wiec tak-
Ze mojego, ktorego czeScia jest niniejsza ksiazka. Otéz w zakresie praw
iuznanych metod logiki trudno o jakie$ nowe ujecie, zwtaszcza gdy zamia-
rem zrodlowym, przejawiajacym sie i w tej ksiazce, bylo podrecznikowe
opracowanie wybranych zagadnien z logiki adresowane do filozofow.
Oryginalno$ci mozna sie doszukiwac jedynie w doborze i ukladzie za-
gadnien, sposobie ich prezentacji i uzupetiajacych gtowne rozwazania
przykladach i uwagach. Dlatego wyniki prezentowane w niniejszej ksiazce,
poswieconej zagadnieniom logiki formalnej i ogélnej teorii mnogosci,

3 Zagadnienia te sa umieszczone w ogélnej teorii mnogo$ci m.in. w L. Borkowski,
Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt.

12



UWAGI WSTEPNE

sformulowane w niej definicje, twierdzenia i dowody sa, co nieuniknio-
ne, wzorowane na znanych opracowaniach, tj. zgodne pod wzgledem
wynikéw i zblizone w sposobie ich przedstawienia®. Nie sa jednak ich
kompilacja, poniewaz réznig sie nie tylko uktadem definicji i twierdzen,
lecz takze ich sformulowaniami zapisanymi w jednolitej notacji (symbo-
lice), komentarzami i przykladami, a czesto takze sposobem uzasadniania
twierdzen (sposobem dowodzenia). Sa takze w ksiazce merytorycznie
nowe propozycje, jak algorytmiczna metoda, uzupekliajaca znang meto-
de wyszukiwania zaleznoSci definicyjnych miedzy funktorami prawdzi-
wosciowymi; uproszczone metody sprawdzania poprawnosci logicznej
wnioskowan ze zdaniami kategorycznymi.

W opracowaniach wynikow logiki formalnej mniej jest takze miejsca
na odnoszenie sie do innych prezentacji tych wynikéw, zwlaszcza kry-
tyczne — dlatego odeslania do innych prac sa nieliczne i zwykle nie sa
komentujace.

2, Zamieszczane w tekscie odsytacze do wynikéw przedstawionych w in-
nych miejscach calego opracowania zagadnien z logiki wskazuja naj-
pierw — znakami *, ** i *** — na glowne jego czesci, a nastepnie cyframi
rzymskimi na rozdzial danej cze$ci, po czym — cyframi arabskimi — na
podrozdzialy i ich paragrafy®.

2.1 Definicje (D), twierdzenia (T) i wnioski (W) — takze aksjomaty (A),
twierdzenia pomocnicze (L), metatezy (MT) — sa numerowane odrebnie
w kazdym podrozdziale, zwykle kolejnymi liczbami (D1, D2, D3; ..., T1,
T2, ...), sa jednak takze dodatkowe wskazniki, np. D1.1, D1.2; D6.a,

4 Przyjety w niniejszej ksiazce dobér i uklad zagadnien, a takze sposéb rozwijania
rachunkow logicznych jest wzorowany na opracowaniu L. Borkowskiego, Wpro-
wadzenie do logiki 1 teorii mnogosci, dz. cyt. W wielu fragmentach korzystalem
takze z: A. Grzegorczyk, Zarys logiki matematycznej, Warszawa 1981; T. Batog,
Podstawy logiki, Poznan 2003; K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci.

Wraz ze wstepem do opisowej teorii mnogos$ci, Warszawa 1978.

Zgodnie z ta umowa symbolem * jest oznaczana pierwsza cze$¢ calego opracowania,
czyli: A. Jonkisz, Zagadnienia semiotyki logicznej i ogolnej metodologii nauk,
dz. cyt.; znak ** bedzie uzywany w odestaniach do wynikéw zawartych w niniejsze;j
ksiazce, a *** w odsylaczach informuje, Ze biezace analizy sg rozwiniete i uécislone
w czeSci trzeciej, pt. Zagadnienia syntaktyki i semantyki systeméw dedukcyjnych
(w druku). Wyniki i ustalenia wskazywane w odestaniach do innych czesci calego
opracowania nie sa niezbedne w lekturze niniejszej ksiazki.

13



UWAGI WSTEPNE

D6.b; T35.a, T35.b, T35.¢; D6.al, D6.a2; A1, A2 A3 ;T1
T2, — stosowane, gdy oznaczone w ten sposéb wyniki s3 powigzane,
jak na przyklad definicje tego samego lub zblizonych poje¢, grupa po-
krewnych twierdzen lub wnioskow, aksjomaty lub tezy jednego systemu.
CzeSciej stosowane (nie tylko w tym opracowaniu) definicje i twierdzenia
oraz reguly wnioskowania (dotaczania nowych wierszy do dowodu) beda
oprocz oznaczen wskazujacych na ich miejsce w rozwazaniach oznaczane
takze skrotami, ktore latwiej jest skojarzy¢ z treécig definicji lub twier-
dzenia, np. RO wskazuje na regute odrywania, O/ na regule opuszczania
kwantyfikatora duzego, dfc na definicje relacji zawierania sie zbiorow.

2.2 Odestania, w dowodach lub uwagach, do oznaczanych symbolicznie
wynikow (definicji, twierdzen, lematéw, wnioskow itp.) sa zorganizowane
nastepujaco:

(1) wyniki, dla ktérych wprowadzono symbol niezalezny od ich miejsca
w rozwazaniach, sa oznaczane danym symbolem (np. dfc);

(ii) pozostale wyniki:

— gdy wskazywany wynik zostal osiagniety w biezacym podrozdziale, jest
oznaczany tylko swoim symbolem, np. D3 to trzecia definicja, a T2.1 to
twierdzenie 2.1 aktualnego podrozdziaty;

— gdy wynik pochodzi z innego podrozdziatu, wtedy jego oznaczenie
symboliczne jest poprzedzone skrétem (zapisanym drukiem zwyklym)
wskazujgcym odpowiedni fragment opracowania, np. *R1.3: D1.a to de-
finicja 1.a w trzecim podrozdziale rozdziatu pierwszego cze$ci pierwszej
calego opracowania); **RIII.2: T15 to pietnaste twierdzenie drugiego
podrozdziatu trzeciego rozdzialu czesci drugiej (czyli niniejszej ksigzki)
itp. Takie same skroty wskazujace na miejsce w rozwazaniach sg rowniez
stosowane do wynikéw nienumerowanych;

(iii) znak ® wskazuje, o ile to potrzebne, na zakonczenie dowodu.

Podziekowania

Pragne podziekowaé wszystkim osobom, ktére pomogly w opubliko-
waniu tej ksigzki. Przede wszystkim Recenzentom za trafne uwagi.
Uwzgledniajac je, usunalem btedy dostrzezone w tekécie przestanym
do oceny, poprawilem wiele sformutowan, a takze uzupehlilem wezes-
niejsza wersje ksiazki o nowe wyniki lub zagadnienia (m.in. logika

14



UWAGI WSTEPNE

intuicjonistyczna, logiki posrednie, antynomie teorii mnogosci, infor-
macje historyczne).

Ksiazka ta nie moglaby sie ukazaé bez wsparcia osob, ktore zdecy-
dowaly o przyznaniu $§rodkéw na moje badania realizowane w Akade-
mii Ignatianum w Krakowie (obecnie Uniwersytet Ignatianum) oraz bez
pomocy pracownikow Wydawnictwa, dzieki ktorym wyniki tych badan
zostaly opublikowane w niniejszej postaci.

Szczegdlnie podziekowania i wyrazy wdziecznosci kieruje do dr Jo-
lanty Koszteyn za pomoc w korekcie i formatowaniu wersji tekstu prze-
kazanych do recenzji oraz do opracowania wydawniczego.






ROZDZIAL |

KLASYCZNY RACHUNEK ZDAN (KRZ)

Rozwazania tego rozdziatu dotycza jezyka oraz metod budowania KRZ. Gdy
mowa o KRZ, wtedy sa przyjmowane charakterystyki logiki zwanej kla-
syczna, tj. logiki dwuwarto$ciowej i ekstensjonalnej (zob. *RIIL.1, *RV.4).
W opisie jezyka KRZ, po ustaleniach co do stownika i skladni, nacisk jest
polozony na semantyczne wlasnoéci prawdziwos$ciowych spojnikow KRZ,
a zwlaszcza na zwiazki definicyjne miedzy sp6jnikami. W charakterystyce
metod budowania jest uwzgledniona, oparta na pojeciu tautologii, me-
toda rozstrzygania (tautologiczno$ci formul KRZ), a nastepnie metody
dedukcyjne, czyli oparte na dowodzeniu: metoda zalozeniowa — obrana
jako podstawowa nie tylko w budowaniu systemu KRZ, lecz w calym pre-
zentowanym tu ujeciu logiki formalnej — oraz metoda aksjomatyczna’.

1. Jezyk KRZ

Jak wiadomo z ogblnych ustalen dotyczacych jezyka (*RI.1), reguly stow-
nika i skladni wyznaczaja zbiér poprawnie zbudowanych wyrazen dowol-
nego jezyka — takze jezykéw takich jak KRZ, tj. symbolicznych jezykow

L W tytule niniejszego rozdzialu mowa — jak w innych prezentacjach logiki klasycz-

nej — o klasycznym rachunku zdan, cho¢ — uwzgledniwszy réznorodnos¢ metod
budowania, na ktéra naklada sie wielo§é symbolicznych jezykow, w ktérych formuly
systemu mogg by¢ zapisane — $cislej jest mé6wic nie o rachunku, lecz o klasycznych
rachunkach zdanh. Monograficzne opracowanie KRZ jest w: W.A. Pogorzelski, Kla-
syczny rachunek zdan. Zarys teorii, Warszawa 1975.

17



KLASYCZNY RACHUNEK ZDAN (KRZ)

sztucznych. Dlatego w opisie jezyka KRZ jest najpierw okreslony jego
stownik, tj. przyjety w tych analizach symboliczny zapis wyrazen ele-
mentarnych, oraz sg uSci§lone reguly poprawnego budowania wyrazen
zlozonych z wyrazen podstawowych. Te wstepne, syntaktyczne ustalenia
sq nastepnie zastosowane w charakterystyce semantycznej terminéw
specyficznych KRZ, tj. uzywanych w nim sp6jnikéw prawdziwosciowych.
Charakterystyka ta oprocz standardowych (matrycowych) definicji tych
terminow zawiera takze obszerne omdwienie zalezno$ci definicyjnych
miedzy nimi, a zwlaszcza propozycje metody ustalania tych zwigzkow.

1.1 Charakterystyka syntaktyczna

Okreslenie stownika — uzupelione umowami co do symboli uzywanych
w metajezyku — oraz regul sktadniowych KRZ sa podstawowe dla uéci-
§lenia pojecia wyrazenia KRZ, czyli poprawnie zbudowanej jego formuly.

1.1.1 Stownik KRZ

Do slownika KRZ naleza trzy rodzaje symboli:

> symbole zdan: p, g, 7, ... p,, P,, ... . Symbole te to zmienne zdaniowe
(reprezentuja zdania), a przy tym — by dalo sie budowaé¢ dowolnie
dhugie formutly — przyjmujemy, ze stownik KRZ zawiera nieskonczo-
na liczbe takich zmiennych, ktére moga by¢ uzupeliane dowolnymi
indeksami — traktowanymi jako cze$¢ zmiennej (nie jako odrebny
symbol)?;

> symbole prawdziwo$ciowych spojnikow, czyli stalych wlasciwych
(specyficznych) dla KRZ. Naleza do nich miedzy innymi znaki: negacji
(~), koniunkgcji (), alternatywy zwyklej (v), alternatywy rozlacznej
(v), implikacji (=), rownowaznosci (<), binegacji () (zob. *RV.4.2);

> symbole pomocnicze, tj. nawiasy: (), [1, {}, ... — sa uzywane, by zapi-
sywane formuly byly sktadniowo jednoznaczne.

2 Mobwigc dokladniej, budowane sa wyrazenia skonczenie dlugie, lecz zakladamy, ze

moga by¢ budowane wyrazenia o dowolnej przeliczalnej liczbie symboli (o zbiorach
przeliczalnych mowa w **RIV.3.2.2).

18



JEZYK KRZ

Jak wiadomo, metajezyk jest uzywany do opisu jezyka (*RIIL.3).

W symbolicznym stowniku metajezyka KRZ beda uzywane:

> cudzystowowe nazwy jednostkowe wyrazen KRZ, np.: ,p” oznacza
zmienng nazwowa p; ,(p = ) A p” to jednostkowa nazwa formuly
(P=>aAp;

> zmienne nazwowe: @, ¥, ... @, @,, ... — reprezentujace nazwy wyrazen
zdaniowych KRZ;

> quasi-cudzyslowowe nazwy ogélne wyrazen zlozonych: np.
'~® = P1jest ogdlna nazwg oznaczajaca kazdg formule KRZ, ktorej
spojnikiem gléwnym jest implikacja, poprzednikiem implikacji jest
negacja, a nastepnikiem jest dowolna formula zdaniowa; w zakresie
metajezykowej nazwy '@, A @, jest kazda koniunkcja KRZ itd. Uzy-
wanie metajezykowych, quasi-cudzyslowowych nazw ogblnych jest
szczegoblnie przydatne w metajezykowych dowodach twierdzen doty-
czacych dowolnych wyrazen KRZ lub wyrazen o budowie wskazanej
nazwa quasi-cudzystlowowa.

1.1.2 Skiadnia i wyrazenia/formuty KRZ

Wyrazenia KRZ, czyli jego funkcje (formuly) zdaniowe, to poprawnie
zbudowane ciggi zmiennych zdaniowych i funktoréw prawdziwosciowych,
a w notacji tu przyjetej takze nawiasow.

Zwiezle, choé nie catkiem dokladnie, mozna powiedzieé, ze ,zbudo-
wane poprawnie” to znaczy:

(i) wylacznie z symboli stownika;

(ii) zgodnie z kategoria uzytych w wyrazeniu funktoréw;

(iii) w sposob syntaktycznie jednoznaczny.

Okreslenie to dobrze wskazuje warunki dla formul poprawnie zbudo-
wanych. Dla ilustracji warto je zastosowaé do oceny poprawnoéci takich
na przyklad wyrazen (sa oddzielone $§rednikami):

P  P~0; z~; AQ; pvag=r; (p=qg)<(@=p).

Stosujac wymagania (i)—(iii), mozna stwierdzi¢, pomijajac znak cu-
dzystowu w nazwach tych napisow, ze:

— na pewno poprawna jest formula p,, poniewaz: nie ma w niej
innych symboli niz dopuszczalne przez reguly stownika, waru-
nek budowania formut zgodnie z kategorig funktoréw jest (pu-
sto) speliony, bo nie ma w tym napisie symboli funktorow,
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w konicu — napis ten (pojedyncza zmienna zdaniowa) jest syntak-
tycznie jednoznaczny;

formula p~g spelnia warunki pierwszy i trzeci, lecz tamie wyma-
ganie drugie, funktor negacji jest bowiem jednoargumentowy;
drugi warunek nie jest spelniony takze w napisie z~, bo w przyjetej
notacji negacja jest przedzdaniowa (przyzdaniowa), a nie zazda-
niowa;

warunek ten nie jest takze spelmiony w ciagu symboli Aqg, bo ko-
niunkcja jest funktorem dwuargumentowym;

formula p v q = r spelnia dwa pierwsze warunki, lecz nie spetnia
trzeciego, bo moze by¢ odczytana jako alternatywa p v (q = r) albo
jako implikacja (p v q) = r — kazdy z tych uéci$lonych napiséw jest
poprawny;

cigg symboli (p = ) < (q = p) uklada sie w napis spelniajacy wa-
runki drugi i trzeci, lecz lamie reguly stlownika, bo nie ma w stow-
niku symbolu =.

Dla ujednoznacznienia sktadniowego napiséw zlozonych mozna przy-

ja¢ umowy co do sily wigzania funktoréw, np. ze funktory ~, A, v, =, &
sq ulozone wedlug malejacej sily wigzania argumentéw — zgodnie z ta

umowg formula p v q = r jest skladniowo okreslona, czyli jest implika-
cja. W niniejszej prezentacji klasycznego rachunku zdan KRZ i kolejnych
rachunkow zakladajacych KRZ bedzie jednak stosowana notacja wsparta
na poshlugiwaniu sie nawiasami, z jednym tylko wyjatkiem, dotyczacym
negacji pojedynczej zmiennej, negacji takiej negacji itd.: zamiast ~(p),
~(~(p)) beda stosowane prostsze napisy ~p, ~~p itd. — takze gdy negacja
jest czeécia bardziej ztozonych formul, np. ~p v g?.

3
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Jednoznaczno$é sktadniowa osiaga sie takze w prosty sposob w zaproponowa-
nej przez J. LEukasiewicza notacji beznawiasowej, zwanej polska. Na przyklad al-
ternatywa p v (q = r) jest zapisywana jako ApCpr, implikacja (p v q) = r to
CApqr, a w napisach tych A oraz C to symbole funktora alternatywy i implikacji
(dla uproszczenia napisow tez sg zapisywane kursywa, choé to statle KRZ), po kt6-
rych sa zapisywane ich argumenty. Notacja beznawiasowa jest zgodna z zapisami
stosowanymi w analizie kategorialnej wyrazen (*RV.3), ma takze inne istotne prze-
wagi (zob. J. Wolenski, Filozoficzna szkola lwowsko-warszawska, Warszawa 1985,
s. 93-96), poniewaz jednak nawiasowa ulatwia uchwycenie struktury formutl zwyk-
le analizowanych w logice i jej zastosowaniach, dlatego dzi$ jest w podrecznikach
stosowana niemalze wylacznie (beznawiasowa jest np. w: T. Czezowski, Logika.
Podrecznik dla studiujqcych nauki filozoficzne, Warszawa 1968 oraz L. Gumanski,
Wprowadzenie w logike wspédlczesng, Warszawa 1990).
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UScisleniem wyzej sformutowanych warunkow (i)—(iii) jest definicja,
w ktorej sa zastosowane ustalenia co do stownika metajezyka KRZ:

D1 Wyrazeniami (formutami) KRZ sg wszystkie i tylko:

(i) pojedyncze zmienne zdaniowe;

(ii) wyrazenia otrzymane z dowolnej formuly KRZ przez poprzedze-
nie tej formuly znakiem negacji, tzn. jezeli @ jest formula KRZ,
to rowniez ~(@) jest formula KRZ;

(iii) wyrazenia otrzymane z dowolnych dwéch formul KRZ przez
ich polaczenie znakiem spodjnika prawdziwo$ciowego, tzn.
jesli sa formulami @ oraz W, to sa formulami takze wyrazenia:
(@A), (D) v (D), (D) v (P), (@) /(P), (D)= (), (D) = (¥),
(@) U () itd.

Nawiasy w zapisie warunku (iii) sa potrzebne, poniewaz bez nich mog-
lyby by¢ niejednoznaczne skltadniowo ztozone formuly uzyskane w wyniku
podstawienia za metajezykowe zmienne @ i ¥ zlozonych formul KRZ.

W charakterystyce wlasnoéci rachunkéw logicznych sa jednak nie-
zbedne definicje wyrazenia logicznego indukcyjne, daja one bowiem
podstawe dowodom twierdzen spelnionych w calym zbiorze, dla kt6-
rego wprowadza sie taka definicje, o ile jest on dobrze uporzadkowany
(*RVIL.1.3). W badaniach metalogicznych znaczy to, ze otwieraja mozli-
wos$¢ dowodzenia twierdzen dotyczacych wlasno$ci wszystkich wyrazen —
rachunku konkretnego albo dowolnego.

W definicji indukeyjnej wyrazenia (formuly) KRZ jest uzyte pojecie
rzedu wyrazenia, zakladajace dobre uporzadkowanie wyrazen danego
rachunku ze wzgledu na rzad. Zwiezle mozna stwierdzi¢, ze rzad kon-
kretnego wyrazenia KRZ jest o 1 stopien wyzszy od rzedu tego spoérod
argumentow funktora gldbwnego danego wyrazenia, ktorego rzad jest naj-
wyzszy. Na przyklad wyrazenie ,,p v ~p” jest rzedu trzeciego, bo ,,~p” jest
formulg rzedu drugiego; a formula ,,p = (~p = q)” jest czwartego rzedu,
bo nastepnik tej implikacji, tj. wyrazenie ,~p = q” jest rzedu trzeciego.

D2

(i) @ jest wyrazeniem 1. rzedu KRZ wtw @ jest zmienng zdaniows;

(ii) @ jest wyrazeniem k-tego rzedu wtw istniejg takie wyrazenia @,
i @, rzedow nizszych od k, ze @ jest identyczne z "'~@ 1 albo z jed-
nym spoéréd wyrazen:
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O ADLTD, v, T VDD =], <), D ),
'@ /P, itd.;

(iii) @ jest wyrazeniem KRZ wtw istnieje taka liczba naturalna n, ze
@ jest wyrazeniem n-tego rzedu KRZ.

Definicja indukcyjna D2 jest fundamentem dowodzenia twierdzen

dotyczacych wyrazen KRZ — dowody takie sg indukcyjne ze wzgledu na
rzad wyrazenia. W kolejnych krokach takiego uzasadniania twierdzen:

1) dowodzimy, ze twierdzenie T jest prawdziwe dla wyrazen 1. rzedu,
tj. dla zmiennych zdaniowych;

2) zakladamy, ze @ jest wyrazeniem KRZ k-tego rzedu. Zgodnie z D2
istnieja wtedy takie wyrazenia @, oraz @, rzedéw nizszych od k, ze
@ ="~® 1albo jest identyczne z jednym sposrod wyrazen: '® A @,,
"D v, TD v, D = D), D D), U, 1D /D, itd;
3) przyjawszy — jako zalozenie indukcyjne — Ze twierdzenie T jest
prawdziwe dla wyrazen @, oraz @,, okazujemy, ze z zalozenia tego
wynika prawdziwo$¢ T dla wyrazenia @, czyli dla '~@ 7, T® A @],
' v @, "D v @, itd.). Ponizsze proste przyklady ilustrujg zasto-
sowanie D2 w dowodach indukcyjnych twierdzen, w ktérych mowa
o ogoblnych wlasnoSciach wyrazen KRZ.

(*) Kazde wyrazenie KRZ jest zbudowane ze skoniczonej liczby symboli.
Dowod:
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1) Twierdzenie to jest prawdziwe dla wyrazen KRZ 1. rzedu, tj. dla
zmiennych zdaniowych, sa one bowiem zbudowane z jednego sym-
bolu — takze zmienne indeksowane;

2) Jezeli @ jest wyrazeniem KRZ k-tego rzedu, to istniejg takie wyraze-
nia @, oraz @, rzedoéw nizszych od k, ze @ = '~@ 1albo jest identyczne
z jednym sposrod wyrazen: '@, A @,', '@ v @,1, D v D,1, 1D = D,
D, <, 0 U d /D), ..

3) zal6zmy (zalozenie indukcyjne), ze (*) jest spelnione dla @, oraz @.,.
Da sie okaza¢, ze (*) jest tez wtedy spelnione przez @. Niech — zgod-
nie z zalozeniem indukcyjnym — @, jest zbudowane z k symboli, a @,
z m symboli. Wtedy:

jesli @ = "~ 7, to wyrazenie @ jest zbudowane z k + 1 symboli;
jesli @ jest identyczne z jednym spos$rod wyrazen: '@ A @,1,'®, v @,
"D v D), D =P, <), U, TD /D, ..., to D jest zbu-
dowane z k + m + 1 symboli.

Poniewaz rzad k jest dowolny (skonczony), tj. k € N, wiec dowolne
wyrazenie @ KRZ jest zbudowane ze skonczonej liczby symboli.
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(**) W kazdym wyrazeniu KRZ bez negacji liczba wystapien symboli
zmiennych jest o 1 wieksza od liczby wystapien symboli funktorow.
Dowod:
1) Twierdzenie jest prawdziwe dla wyrazen KRZ 1. rzedu, tj. dla poje-
dynczych zmiennych zdaniowych, bo w nich liczba wystapien zmien-
nych = 1, a liczba wystapien symboli funktoréw = 0;
2) Jezeli @ jest wyrazeniem KRZ k-tego rzedu, to istniejg takie wyra-
zenia @, oraz @, rzedow nizszych od k, ze @ — jako ze jest wyrazeniem
bez negacji — jest identyczne z jednym spo$réd wyrazen: '@, A @,1,
'O v, D v, TD, =D, D <0 LD D /D), ...
3) zal6zmy (zalozenie indukceyjne), ze (**) jest spelnione dla @, oraz @,;
i niech liczba wystapiefn symboli funktorow w @, =k, aw @, = m,
co znaczy, ze symboli zmiennych w @, jestk + 1,aw @, jestm + 1.
Da sie sprawdzi¢, ze (**) jest tez wtedy spelnione przez @. Poniewaz
mowa w (**) o wyrazeniach bez negacji, wiec je$li @ jest identyczne
z jednym sposrod wyrazen: '@ A @,1, '@ v D), ') v D, 'O = DT,
D, & D1, D, Y D), '® /D, ..., to w wyrazeniu @ jest k + m + 1
symboli funktoréw oraz k + 1 + m + 1 symboli zmiennych.
Skoro rzad k jest dowolny (skonczony), tj. k € N, wiec w dowolnym
wyrazeniu KRZ @ zbudowanym bez negacji jest o jeden wiecej symboli
zmiennych niz symboli funktorow.

1.2 Wiasnosci semantyczne spdéjnikow prawdziwosciowych

Podstawowe dla og6lnego ujecia sp6jnikéw specyficznych dla KRZ jest
okreslenie funktora prawdziwoSciowego, ktére warto tu przypomniec:

*RV.4.1: D1 Funktor zdaniotworezy jest prawdziwoSciowy wtedy i tylko,
gdy warto$¢ logiczna kazdego zdania, w ktorym dany funktor jest
lacznikiem gléwnym, zalezy wylacznie od wartoéci logicznej jego
argumentow w danym zdaniu.

1.2.1 Pojecie funkcji prawdziwosciowej i wartosciowania

Pojecie funktora prawdziwoSciowego wskazuje na sposob definiowania
spojnikow KRZ. Mianowicie w definicji dowolnego funktora prawdzi-
woéciowego trzeba jednoznacznie ustali¢ zalezno$¢ miedzy wartoscia
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logiczng zdan zwigzanych przez dany funktor, czyli jego argumentow,
a warto$cia logiczna otrzymanego zdania ztozonego. Jednoznaczne usta-
lenia relacji miedzy ukladem wartosci logicznych argumentow a warto$cia
logiczng zdania to zdefiniowanie relacji, ktéra poszczegbélnym ukladom
wartoéci dla argumentbéw przyporzadkowuje jedna sposréd wartoSci lo-
gicznych. Inaczej mowiac, chodzi o funkcje, czyli relacje jednoznaczna,
ktorej dziedzing sa uklady warto$ci argumentéow spojnika, a przeciw-
dziedzina, czyli zbiorem warto$ci funkcji, jest zbior wartosci logicznych.
Relacja, ktéra jednoznacznie przyporzadkowuje elementy pierwszego
z tych zbiordéw, czyli uporzadkowane w kolejnoSci argumentéw uklady ich
wartoSci logicznych, elementom zbioru warto$ci logicznych, jest zwana
funkeja prawdziwos$ciows, a ciagi warto$ci logicznych sg nazywane war-
to$ciowaniami.

D3.
a Funkcje n-argumentowe o argumentach ze zbioru warto$ci logicz-
nych A i wartosciach w tym zbiorze to funkcje prawdziwoSciowe.
b Warto$ciowania to nieskonczone ciagi wartosSci logicznych czerpa-
nych ze zbioru A.

W D3 mowa, dla ogblnosci ujecia, o dowolnym zbiorze wartosci lo-
gicznych A, mimo ze w logice klasycznej zbior ten jest dwuelementowy:
A = {1, 0}*. Z tych samych wzgledow mowa o funkcjach n-argumento-
wych, czyli o dowolnej liczbie zmiennych, oraz o nieskonczonych ciagach
wartosci logicznych, cho¢ w zastosowaniach tej definicji do formul KRZ sg
rozwazane funkcje prawdziwoSciowe jedno- i dwuargumentowe, a warto-
Sciowania sg zawezane do tych tylko wyrazow ciggu, ktore odpowiadaja
kolejnym zmiennym zdaniowym w danej formule, czyli zwykle do ciagow
kilkuelementowych.

W kontekscie tego ogdlnego ujecia spojniki prawdziwosciowe KRZ sa
identyfikowane jako okre§lone funkcje prawdziwos$ciowe: funktory jed-
noargumentowe jako funkcje przyporzadkowujgce kazdemu elementowi
z {1, 0} odpowiadajacg mu warto$¢ z {1, 0}; sp6jniki dwuargumentowe
jako funkcje wiazace kazdg pare uporzadkowang utworzong z elementéw
zbioru {1, 0} z warto$cig w zbiorze {1, 0}; funktory tréjargumentowe to
funkcje prawdziwos$ciowe, ktore przypisujg wartoéc z {1, 0} kazdej upo-
rzadkowanej trojce utworzonej z elementow zbioru {1, 0} itd.

4 Ogolniejsze rozumienie zbioru A jest potrzebne w logikach wielowarto$ciowych.
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Na przyklad negacja ~ to funkcja prawdziwos$ciowa, ktorej wartoscia
dla 1 jest 0, a dla argumentu 0 warto$¢ 1, co mozna zapisac, stosujac
znak ~ réwniez jako symbol funkcji, jako: ~(1) =01 ~(0) = 1 albo przed-
stawi¢ funkcje ~ jako zbidr, w ktorym jej argumenty sa polaczone w pary
z przyporzadkowanymi im przez te funkcje wartoSciami:

~={<1, 0>, <0, 1>}.

Koniunkcja A to funkcja prawdziwoéciowa dwuargumentowa, ktora
ma warto$¢ 1, tylko gdy oba jej argumenty sa jedynkami: A(<1, 1>) =1,
A(<1, 0>) = 0, A(<0, 1>) = 0, A(<0, 0>) = 0, czyli funkcja ta jest repre-
zentowana zbiorem:

A ={<<1, 1>, 1>, <<1, 0>, 0>, <<0, 1>, 0>, <<0, 0>, 0>}.

Analogicznie s reprezentowane inne spojniki prawdziwoéciowe KRZ,
mozna takze w tym ujeciu okresla¢ spojniki wiecej niz dwuargumentowe,
a takze uogdlni¢ analizy na zbiory wartoéci logicznych inne niz zbiér {1, 0}.

Warto$ciowania ograniczone odpowiednio do liczby zmiennych zda-
niowych w danej formule KRZ sa dla formut z jedna zmienna ciagami
jednoelementowymi o wyrazach czerpanych z {1, 0}, dla formul z dwiema
zmiennymi to ciagi dwuwyrazowe, tj. <1, 1>, <1, 0>, <0, 1> i <0, 0>, gdy
zmienne s3 trzy, warto$ciowan jest osiem, bo tyle jest ciagdw trzywyrazo-
wych, ktorych elementy sg brane wylacznie z {1, 0}, a przy tym elementy
moga sie w ciagu powtarzaé i istotna jest ich kolejnos¢ — czyli tyle jest
trzyelementowych wariacji z powtérzeniami tworzonych ze zbioru {1,
0}:<1,1,1>,<1,1,0>,<1,0,1>,<0,1, 1>, <0,0, 1>, <0, 1, 0>, <1, O,
0>, <0, 0, 0> itd. (stosujac symbole dla zbioru uporzadkowanego, mozna
w zapisach pominaé indeks wskazujacy na miejsce wyrazu w ciagu).

Korzystajac z tych pojec, mozna okresli¢ funkcje, ktora przypisuje do-
wolnej formule KRZ i konkretnemu jej warto$ciowaniu warto$c logiczna
ze zbioru {1, 0}. Funkcja ta, oznaczana zwykle symbolem V, jest okres-
lona dla par <@, w;>, w ktorych @ to formula KRZ, a w;, to i-te sposrod
wszystkich warto$ciowan danej funkcji. Dla formul KRZ V(<®, w>) = 1
albo V(<®, w>) = 0.

1.2.2 Matrycowe definicje spéjnikow prawdziwos$ciowych

Warunki definiujace dany spdjnik prawdziwoséciowy sa zwykle prezento-
wane w tabeli (matrycy), w ktérej sg w sposdb wyczerpujacy i jednoznacz-
ny okreslone zalezno$ci miedzy wartoSciami logicznymi argumentéw
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spojnika a warto$cia logiczna zdania ztozonego, w ktérym dany spo6jnik
jestlacznikiem glownym. Zamierzajac do ogoblniejszego opisu takiego uje-
cia — ktore trafnie mozna nazwaé klasycznym — warto spojrze¢ ponownie
(*RV.4.2) na definicje tabelkowe (matrycowe) tych spojnikow KRZ, ktore
majg odpowiedniki w jezyku naturalnym.

*RV.4.2: D3.a
D ~P
1 0
0 1
*RV.4.2: D3.b
) 4 A Vv, v = p= U
1 1 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1

W pierwszej czeéci tych tabel sa kolumny, w ktorych sa wartoscei lo-
giczne argumentéw definiowanego funktora: w definicji negacji, funktora
jednoargumentowego, jest jedna taka kolumna, dla spojnikoéw dwuargu-
mentowych sg dwie itd. W poszczegblnych wierszach kolumn tej czesci ta-
bel sa poszczegoblne warto$ciowania formuly (funkeji zdaniowej), w ktorej
dany spojnik jest funktorem gtownym, a w kolumnie, w ktorej nagtéwku
jest symbol spojnika, jest wskazana warto$c¢ logiczna tej formuly dla da-
nego wartoSciowania — dlatego mozna te kolumne nazwaé definiujaca
dany spojnik, o ile jest ustalona kolejno$¢ wartoSciowan.

Zgodnie z t3 tabela definiujaca mozna powiedziec, ze:

— koniunkcja jest prawdziwa tylko wtedy, gdy oba jej argumenty sa
prawdziwe (w pozostalych sytuacjach jest falszywa);

— alternatywa zwykla jest falszywa tylko wtedy, gdy oba jej sktadniki sg
falszywe (w pozostalych sytuacjach jest prawdziwa); spojnik lub jest
wiec rozumiany w sensie co najmniej jedno z dwojga ... lub ...;

— alternatywa rozlaczna jest prawdziwa tylko wtedy, gdy prawdziwy jest
dokladnie jeden z jej skladnikow: lacznik albo jest wiec rozumiany
w sensie doktadnie jedno z dwojga ... albo ...;
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implikacja jest falszywa, tylko gdy prawdziwy jest jej poprzednik
ijednoczesnie falszywy jest nastepnik;

rownowazno$¢ jest prawdziwa tylko dla argumentow o tej samej war-
tosci logicznej;

binegacja jest prawdziwa, tylko gdy oba jej zdania skladowe sa fal-
szywe.

Uogolnienie ustalen widocznych w powyzszych definicjach polega

na uwzglednieniu wszystkich mozliwych prawdziwo$ciowych funktorow:
jednoargumentowych, dwuargumentowych itd. Poniewaz w KRZ zbi6r
wartoSci logicznych A = {1, 0}, liczno$¢ IAl = 2, wiec:

>

liczba wartoSciowan = liczbie wierszy w tabelach definiujacych = 2",
gdzie n to liczba argumentdow spojnika (zmiennych zdaniowych w for-
mule). Chodzi bowiem o liczbe zestawienn n-elementowych, tworzo-
nych w logice dwuwartoSciowej z dwoch tylko elementow, tj. 11 0;
zestawien, w ktorych istotna jest kolejnosé jedynek i zer oraz symbole
te moga sie powtarza¢ dowolna liczbe razy. W kombinatoryce zesta-
wienia takie s zwane wariacjami z powtoérzeniami, a wzor okreslajacy
liczbe takich zestawien to 2";

liczba prawdziwo$ciowych funktoréw n-argumentowych = liczbie
kolumn = 2%, gdzie w to liczba wartoSciowan (liczba wierszy). Jest
to bowiem liczba sposobéw wypelnienia jedynkami i zerami wierszy
w kolejnych kolumnach — przy czym réwniez istotna jest kolejnosé
i symbole 1 i 0 moga sie powtarzac, czyli — liczba wariacji z powto-
rzeniami. Liczba wszystkich mozliwych funktoréw n-argumentowych
jest wiec rowna 2 do potegi w = 2", czyli 22",

Ustalenia zgodne z tymi ogblnymi prawidlowosSciami sa dla sp6jnikow

jednoargumentowych nastepujgce: liczba warto$ciowan w = 2! = 2, liczba
spojnikoéw prawdziwosciowych 2@ = 22 = 4. Oto ich definicje.

D4

(] ur as ~ fl
1 1 0 0
0 1 0 1 0

Opisujac ,dzialanie” zdefiniowanych w tej tabeli funkcji prawdziwo-

Sciowych mozna stwierdzié, ze zdanie poprzedzone funktorem vr (skrot
od lac. verum) jest zawsze prawdziwe, funktor as (Yac. assertio) nie zmie-

nia wartoéci logicznej swojego argumentu, negacja ~ zmienia na warto$¢
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przeciwnag, a wartoScig funkeji f1 (fac. falsum) jest 0, niezaleznie od war-
toéci logicznej jej argumentu.

Natomiast dla spdjnikow dwuargumentowych liczba wartoSciowan
w = 22 = 4, a spdjnikéw prawdziwosciowych jest 2@ = 24 = 16. Oto ich
definicje.

D5
o |\PY|1|12|13[4|5|6|7|8[9]|10[11]|12|13|14|15]|16
i1|j1(1}|j1f1j1j0f1|1{0|110|0|0O]O0O]O|1]O0
i1j]0(1})j1(1{0|1{1|10(0j]O|1T]|1T|0]O0]1|0]O0
o(1|j1(1)j0|1}j1{0jO0}1|1|0(1|0O0|1]0]O0]O
o(joj1y0}j1f1j1y0}1|11{0|1}0|1(0]0]0]O0
v =|/ =N vV A

Funktory 2,4, 7,11, 121 15 — dodatkowo oznaczone symbolami uzy-
tymi juz w *RV.4.2: D3.a i *RV.4.2: D3.b — maja swoje odpowiedniki
w spoéjnikach jezyka naturalnego. Odrebnym symbolem jest oznaczony
ponadto funktor 5, ktéry bedzie nazywany dysjunkcja, jako ze termin ten
dobrze wskazuje na zaprzeczenie koniunkeji®.

W opisie metody ustalania zwiazkéw definicyjnych miedzy funkto-
rami beda stosowane (w kolejnym paragrafie) pewne umowy terminolo-
giczne dotyczace funktoréow okre$lonych w D5. Mianowicie funktory 2—5
oraz 12-15, czyli zdefiniowane kolumnami (ciaggami) warto$ci logicznych,
w ktorych sa trzy jedynki i zero albo odwrotnie, beda nazywane funkto-
rami typu 1/3; funktory od 6 do 11 sg kategorii 2/2, a funktory pierwszy
iszesnasty — rodzaju 4/0. Funktory o symetrycznych kolumnach definiu-
jacych to rézniace sie tym tylko, ze w miejscu 1 w danej kolumnie jest 0
w drugiej, a zamiast 0 jest w drugiej 1 (symetryczne sg kolumny 1 i 16,
2112,31i13itd.).

Liczba warto$ciowan rosnie bardzo szybko (potegowo) wraz z licz-
ba argumentéw funktora. W zakresie spojnikdow trojargumentowych

Spojnik ten jest takze nazywany dysjunkcjg Sheffera, funktorem Sheffera lub kreska
Sheffera — od H. Sheffera, ktory w 1913 r. wprowadzil pojecie dysjunkcji. Spojnik
ten jest jednym z dwdch funktoréw (obok binegacji |}), ktéry wystarcza do zdefi-
niowania wszystkich pozostatych spojnikéw prawdziwosciowych (zob. T6 w niniej-
szym podrozdziale) oraz zostal uzyty jako jedyny termin pierwotny w opartym na
jednym aksjomacie systemie KRZ (zob. **RI1.4.3).
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liczba warto$ciowan w = 23 = 8, liczba spdjnikow prawdziwosciowych to
2w = 28 = 256 — itd. Utrudnia to nie tylko definiowanie spojnikow wiecej
niz dwuargumentowych, lecz takze stosowanie pelnej metody zero-jedyn-
kowej (*RIX.1.2.2) do sprawdzania wartosci logicznej formul z wieksza
liczba zmiennych. Moze by¢ w tym przydatna prosta metoda wypisywa-
nia warto$Sciowan. Otoz, by w sposob systematyczny wyczerpaé mozliwe
warto$ciowania formuly o n zmiennych zdaniowych p, 1 < i < n, nalezy
w kolumnie i pod dang zmienng wpisaé na przemian 2! razy jedynke i 21
razy zero — az do wyczerpania liczby wierszy. Na przyklad dla formuly
ztrzema zmiennymip,, p,, P, uzyskuje si¢ nastepujacy cigg wartoSciowan
poszczegdlnych zmiennych, a tym samym ciag wierszy w czeSci tabeli
wskazujacej na wartoSciowania (w ostatnim wierszu sa wzory na liczbe
powtorzen jedynek i zer):

[} P, Py
1 1 1
0 1 1
1 0 1
0 0 1
1 1 0
0 1 0
1 0 0
0 0 0
2171 =20 = 1x 2271 = 21 = 2x 2371 =22 = 4x

Te ogblna metode da sie zastosowaé takze do spojnikow jedno- i dwu-
argumentowych (zmieni si¢ — w poréwnaniu z powyzszymi tabelami —
kolejnosé wartoSciowan w wierszach), a takze do formut z dowolng liczbg
zmiennych.

1.2.3 Zwiazki definicyjne miedzy funktorami prawdziwosciowymi
Tytul paragrafu ma wskazywac, ze rozwazania sa ogdlniejsze, cho¢ ich
wyniki, a zwlaszcza zaproponowana w nich metoda ustalania zwigzkow

definicyjnych, sg wykorzystywane przede wszystkim w zakresie spojni-
kow KRZ.
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Najprostsze zwigzki definicyjne sa do znalezienia bezpo$rednio w ta-
belach D4 i D5. Chodzi o definicje uzyskane wytacznie w wyniku uzycia
negacji. Zaleznosci takie podpadaja pod schemat, w ktorym F , F,, ..., F,
to symboliczne nazwy funktoréw z tabeli D5.

*) (@FP)wtw ~(@F ¥P),
gdzie F, F" € {vr, as, ~, fl} lubF, FF € {F, F,, ..., F }.

Konkretyzacje schematu (*), ktore sa do odczytania w tych tabelach,
to (w kolejnoéci funktorow):

ur(p) < ~fl(p); as(p) < ~~(p)

pFge~pPF,q;pF,do~(pPF,d;pF,qgeo~(pF,q);

pF,de~(pF,q;pF.,qge ~(pF,;q);pF,qe ~(pFa);
pFge~pF,q;pF,qge~pPFa;pFqge~(pF,q);

pFoae~pFa;pF,ge~pPFq,..pF,qae~(pF q.

Definicje tego rodzaju beda oznaczane jako F|F’, ~. Napis ten ma wska-
zywadé, ze dany funktor F zostal (ma by¢) zdefiniowany wylacznie przez

6

funktor F’ i negacje. Warto zauwazy¢, ze definicje rodzaju 2/2(2/2,~ —
czyli takie, w ktérych funktor z grupy 2/2 jest definiowany przez inny
funktor z tej grupy i negacje — sg wprawdzie mozliwe tylko miedzy parami
funktorow o symetrycznych kolumnach definiujacych, czyli funktorami,
ktore da sie zwigzaé definicyjnie, stosujac schemat (p F q) < ~(p F’ q),
nie znaczy to jednak, ze kazda definicja rodzaju 2/2|2/2,~ podpada po
ten schemat. Na przyklad definicjg v|<>,~ jest nie tylko podpadajaca pod
schemat (*) rébwnowaznos$é¢ (p v q) < ~(p < q), lecz takze (p v q) <
< (~peq)oraz (p v q) < (p < ~q). Podobnie: pF, q < ~(p F,q) &
SpFagepF~qorazpF,qe ~pF,q < (pF,~) <
< (~p Fy~aq).

W ogblnym ujeciu zwigzkoéw definicyjnych podstawowe jest nastepu-
jace okreSlenie.

D6 n-argumentowy funktor prawdziwoSciowy F jest definiowalny za
pomocg funktoréow F , ..., F, wtw istnieje takie wyrazenie zdaniowe
@(F,, ..., F,; p,, ..., P,) zapisane wylacznie za pomoca zmiennych
zdaniowych p, ..., p, oraz funktoréw F, ..., F,, ze prawdziwa jest
rownowaznos¢: F(p,, ..., p,) & @(F, ..., F;; P, ..., P,)-

Aby wiec okaza¢ definiowalno$¢, o ktérej mowa w D6, a ktoéra be-
dzie skrotowo zapisywana jako F|F , ..., F,, wystarczy znalez¢ wyrazenie
@(F, ..., F,; Py - P, tj. definiens prawdziwej rownowaznoSci:

F(p,, . P) & O(F, ..., Fi5 Py oo P
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Ogolne prawidlowos$ci dotyczace definiowalnoéci rozumianej jak
w D6 sa sformulowane w kolejnych twierdzeniach (T1-T4); w kontek-
Scie tych twierdzen sa opisane metody osiggania zgodnych z nimi definicji
oraz podane przyklady zastosowania tych metod.

T1 Kazdy funktor prawdziwo$ciowy F jest definiowalny przez koniunk-
cje, alternatywe i negacje, czyli jest tak, ze F|A, v, ~.

Zgodnie z D6 znaczy to, ze dla dowolnego n-argumentowego funktora
prawdziwo$ciowego F istnieje taka formula zdaniowa @(», v, ~; p,, ..., p,),
ze prawdziwa jest rownowazno$¢: F(p,, ..., p,) & @A, v, ~; ;s -y P,)-

Znana jest ogdlna metoda znajdowania definiensa podpadajacego pod
schemat rownowaznosci: F(p,, ..., p,) < @(A, v, ~; p,, ..., p,), warto jednak
opisac ja dokladniej®. Wyrazenie definiujace osigga sie w dwoch krokach.
(i) Poszczegbdlnym wierszom kolumny definiujacej funktor F przypo-
rzadkowujemy koniunkcje, w ktorej jest dany argument funktora F, o ile
w danym wierszu ma on warto$¢ jeden, albo jego negacje, gdy ma warto§é
zero. Uzyskana w ten sposob kolumna (ciag) — bedzie nazywana kolumna
koniunkcji prawdziwych (w tabelach oznaczana jako A = 1) — ma, co oczy-
wiste, tyle wierszy, ile jest warto$ciowan, czyli dwa wiersze dla funktoréw
jednoargumentowych, cztery dla dwuargumentowych itd.
(ii) Tworzymy wyrazenie definiujace @(», v, ~; p,, ..., p,) W sposéb na-
stepujacy:
— jesli w kolumnie definiujacej funktor F jest co najmniej jedna jedynka, to
wyrazeniem definiujacym jest alternatywa tych koniunkcji prawdziwych,
ktore sg w wierszu, w ktorym funktor definiowany F ma warto$¢ jeden:
jesli jest tylko jeden taki wiersz, alternatywa jest jednoczlonowa, jeéli sa
dwie jedynki, jest dwuczlonowa itd.;
— jesli w kolumnie definiujacej funktor F nie ma jedynki, to wyrazeniem
definiujgcym jest negacja alternatywy wszystkich koniunkcji prawdzi-
wych, czyli (rownowaznie) koniunkcja negacji kolejnych (wszystkich)
koniunkcji tego ciggu.

Reguly skladajace sie na metode tworzenia definicji rodzaju F|A, v, ~
sq zebrane w ponizszej tabeli, uproszczonej w sposéb wlasciwy dla funk-
torow dwuargumentowych.

6 Zob. np. L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 66.
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Metoda definiowana F|A, v, ~

p|q A=1 F definiens @(A, v, ~; p, Q) jest:
1]1 pAQ * | (i) alternatywa koniunkcji z tych wierszy kolumny
+ | ~ =1, wktérych w kolumnie dla F wartos$¢ * = 1;
110 | pa~q (ii) negacja alternatywy wszystkich koniunkcji
01| ~paq | * z kolumny A = 1, czyli (rbwnowaznie) koniunkcja
negacji wszystkich tych koniunkgji, o ile w kazdym
0|0 |~par~q| * wierszu kolumny dla F warto$¢ * = 0.

Pierwszy z opisanych w ostatniej kolumnie sposobéw budowania
definiensa @(A v ~; p,, ..., p,) dotyczy: sposrod funktorow jednoargumen-
towych ~, as oraz vr, a spoéréd dwuargumentowych funktorow F, — F
natomiast drugi sposob stosuje sie, tworzac definicje funktora jednoar-
gumentowego fI oraz dwuargumentowego F,.

Przyklady

Spojrzmy najpierw na definicje funktoréw dwuargumentowych wy-
brane tak, by w kolumnie funktora definiowanego byly kolejno jedna,
dwie, trzy i cztery jedynki, a na koncu funktor F, , w ktorego kolumnie
S cztery zera.

<1> (w kolumnie definiujacej jest jedna jedynka)

F IA, v, ~. Oto tabela odpowiednia dla poszukiwanej definicji:

16’

p q A=1 F,
1 1 DA 0
1 0 DA ~q 1
0 1 N 0
0 0 | ~pan~q 0

Poniewaz w kolumnie definiujacej funktor F,, jedynka jest tylko
w wierszu drugim, wigc wyrazeniem @(x, v, ~; p,, ..., p,) definiujacym
funktor F, jest koniunkcja z tego wiersza: (p F, q) < (p A ~).

32



JEZYK KRZ

FLIA, v, ~, czyli Y|, v, ~. Tabela wlaéciwa dla funktora F , wyglada
tak:

p q A=1 F12=U
1 1 PAG 0
1 0 P A~ 0
0 1 ~p A 0
0 0 ~p A ~q 1

a definicja to: (p F,q) & (~p A ~), . (p Uq) < (~p A ~0).

<1, 1> Nizej sa zamieszczone wybrane tabele i definicje o schemacie
F|A, v, ~ dla funktoréw z grupy 2/2 (w kolumnie definiujacej sa dwie
jedynki).

F A v, ~, czyli v|A, v, ~:

p q A=1 F,=v
1 1 PAQ 0
1 0 P A~ 1
0 1 ~p A 1
0 0 ~p A ~q 0

(pya)elpa~q v (~pAaag)l
Definicja F |, v, ~ jest rownowazno$cia:
(p F,q) < [(p ~q) v (p A ~0)], aodpowiadajaca jej tabela to:

p q A=1 F,
1 1 PAg 1
1 0 DA ~q 1
0 1 ~p A 0
0 0 ~p A ~q 0

<1, 1, 1> Przykladem utworzonej ta metoda alternatywy definiujacej
trojczlonowe;j jest definiens nastepujacej definicji funktora F, czyli impli-
kacji — symbolicznie =|A, v, ~:
p=>Delprd)vi~pag)v(~pa~a)l
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Skladniki tej alternatywy sa koniunkcjami wybranymi z wierszy ko-
lumny A = 1 pierwszego, trzeciego i czwartego, jako ze zero w kolumnie
definiujacej implikacje wystepuje tylko w wierszu drugim.

<1, 1, 1, 1> Po prawej stronie definicji funktora pierwszego, okreslo-
nego ciggiem czterech jedynek, jest wiec alternatywa czterech koniunkeji
z kolumny A = 1.

Firnv,~(pFelprgvipa~a)v(~pad)v(~pa~ql

<0, 0, 0, 0> Z kolei regute druga poszukiwania definiensa stosujemy,
definiujac F , ktory jest okreslony ciggiem czterech zer.

Fla v~ (pFia)e~[(prgvpa~a)v(~pArg)v(~pAr~q]=
S~Prda~pPa~DAa~(~prd)a~(~pA~ad]l

Z twierdzenia T1 wynika, ze sposoéb definiowania za pomoca ko-
niunkcji, alternatywy i negacji da sie takze zastosowaé¢ do definiowania
prawdziwoS$ciowych funktoréw jednoargumentowych oraz wiecej niz
dwuargumentowych (ogélnie: n-argumentowych).

Oto tabelka i uzyskane definicje rodzaju F(p,, ..., p,) < @(A, v, ~; p,,
..., p,)) dla funktoréw jednoargumentowych.

p An=1 ur as f
1 PAD 1 1 0
0 ~p A~p 1 0 0

(jedna jedynka): as(p) < (p A p)
(dwie jedynki): vr(p) < [(p A p) v (~p A ~p)]
(nie majedynki): fl(p) < ~[(p Ap) v (~p A ~p)] = [~(pAP) A~(~p A ~P)].
Metoda definiowania F|A, v, ~ doprowadza rowniez do zbudowania
rownowaznoéci dla funktora negacji: ~(p) < (~p A ~p). Réwnowaznosci
tej nie mozna jednak traktowac jako definicji, w ktorej znaczenie funktora
(ogblniej — wyrazenia) definiowanego jest okreslone bez uzycia tego funk-
tora (wyrazenia), czyli jako definicji niekolistej. ROwnowaznoé¢ ta (oraz
wszystkie, ktore da sie z niej otrzymac¢) moze by¢ natomiast wykorzy-
stywana przy stosowaniu w dowodach reguly wzajemnego zastepowania
cztonéw réwnowaznosci (bedzie omawiana w **RI1.3).
Z grupy funktoréw prawdziwos$ciowych trojargumentowych (jest ich
28 = 256) wezmy dla ilustracji nastepujgcg tabelke i definicje.
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p q r A=1 F(p, q,7)
1 1 1 PAGAT 1
1 1 0 | paga~r 0
1 0 1 DA~GAT 1
0 1 1 ~PAQAT 0
0 0 1 | ~pa~qnar 1
0 1 0 | ~prgna~r 0
1 0 0 | pa~gn~r 1
0 0 0 |~pAa~gn~r 0

F|A, v, ~:

F(p,a, e [(pArgar)v(pAa~gar)v(~pA~qar)v(pA~qgAa~1)]

T2 Kazdy funktor prawdziwosciowy F jest definiowalny przez dowolny
funktor rodzaju 1/3 oraz negacje, czyli jest tak, ze F|1/3, ~.

Dla dowolnego n-argumentowego funktora prawdziwos$ciowego F ist-
nieje zatem takie wyrazenie zdaniowe ®(1/3, ~; p,, ..., p,), ze prawdziwa
jest rownowaznos¢: F(p,, ..., p,) © ®(1/3, ~; p,, ..., P,)-

Aby okazaé, ze prawidlowo$¢ ta jest spelniona, wystarczy — skoro
kazdy n-argumentowy funktor prawdziwoSciowy jest definiowalny przez
koniunkcje, alternatywe i negacje — opisa¢ ogolng metode definiowania
funktoréw koniunkcji i alternatywy za pomocg dowolnego funktora ro-
dzaju 1/3 i negacji; wystarczy wiec wskazaé algorytm postepowania dla
tworzenia definicji: A|1/3, ~ oraz v|1/3, ~. Algorytm ten zostanie opisany
dla przypadku ogodlniejszego, tj. definiowania dowolnego funktora rodzaju
1/3 przez jakikolwiek inny funktor 1/3 i negacje. Jest bowiem tak, ze:

T3 Kazdy funktor prawdziwosciowy rodzaju 1/3 jest definiowalny
przez dowolny funktor rodzaju 1/3 oraz negacje, czyli jest tak, ze
1/3|1/3’, ~.

Konkretyzujac podany w D6 schemat definicyjny F(p,, ..., p,) <
< O(F, ..., F; Py, -, P,) do zalezno$ci definicyjnych miedzy funktora-
mi dwuargumentowymi, uzyskujemy: F(p, q) < @(F’; p, q); a poniewaz
w rozwazanym teraz przypadku zaréwno F, jak i F’sa funktorami rodzaju
1/3, wiec poszukiwane definicje podpadaja pod schemat:

1/3(p, @) & @(1/3% p, a).
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Metoda definiowania 1/3|1/3’, ~

Moéwigc ogolnie, metoda tworzenia definicji rodzaju 1/3|1/3’, ~ pole-
ga na takim postuzeniu sie negacja w wyrazeniu (p 1/3’ q), by — zgodnie
z D6 — dla uzyskanego w wyniku wyrazenia @(1/3’,~; p, q) ciag wartoSci
logicznych w kolumnie definiujacej byt identyczny z ciagiem definiujacym
funktor 1/3. Definiens definicji rownowazno$ciowych rodzaju 1/3|1/3’,~
czyli wyrazenie zdaniowe @(1/3’,~; p, q), uzyskuje sie nastepujaco:
a. stosujemy negacje do argumentow funktora 1/3’ tak, by wartos$¢ wy-
rozniona (jedyna jedynka albo jedyne zero) w kolumnie dla uzyskanego
w ten sposob wyrazenia @,(1/3’, ~; p, q) znalazla si¢ w tym samym wier-
szu co warto$¢ wyrbzniona w kolumnie definiujacej funktor F. Uzyskane
w ten sposob ciggi wartosci dla wyrazen (p 1/3 q) oraz @,(1/3’, ~; p, q)
sg identyczne albo symetryczne.
b.1 Jedli te ciggi wartoSci sg identyczne, wtedy wyrazenie @ (1/3’, ~; p, )
jest poszukiwanym definiensem @(1/3’,~; p, q), czyli definicja podpada
pod schemat: (p 1/3 q) < @,(1/3’, ~; p, Q).
b.2 Jesli ciagi sa symetryczne, to poszukiwanym definiensem jest wyra-
zenie ~@ (1/3’, ~; p, q), a schematem definicji jest formuta:
(p1/3 Q) & ~d,(1/3’, ~; p, Q).
Przyklady (dla 1/3|1/3’, ~)

F,|F, ~
p q F, pPF,q
1 1 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0
0 0 0 1

Poniewaz, jak wida¢ w tabeli (ktora jest fragmentem D5), kolumny de-
finiujace oba funktory sa symetryczne (mozna pominaé¢ krok a), wiec
poszukiwana definicja, zgodnie z b.2, to: (p F|, q) & ~(p F, q).

F,|F,, ~, czyli v|F,, ~.

P q F,=v F, pF, ~q
1 1 1 1 1
1 0 1 1 1
0 1 1 0 1
0 0 0 1 0
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Poniewaz kolumny funktora definiowanego i definiujgcego nie sa syme-
tryczne, trzeba — wedlug punktu a opisanej wyzej metody — utworzy¢
wyrazenie @, (F,~; p, (), widoczne w nagléwku kolejnej kolumny po-
wyzszej tabeli, w ktérej symbol wyrézniony 0 jest, jak w kolumnie dla F,,
w wierszu czwartym. Jako ze uzyskany w tej kolumnie ciag wartoSci jest
identyczny z ciggiem w kolumnie definiujacej funktor F,, wigc nie trzeba
wykonywa¢ dzialania opisanego w b.2, czyli definicja, zgodnie z b.1,
podpada pod schemat: (p F q) < @ (F’, ~;p, q): (p v ) < (p F, ~q).
F,|F,, ~, czyliv|/, ~.

p q F,=v F,=/ | ~p/~q
1 1 1 0 1
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 0 1 0

I w tym przypadku wystarczy wykonaé te same kroki (a oraz b.1) me-

tody 1/3|1/3’, ~, poniewaz po ,przesunieciu” symbolu wyr6znionego

w kolumnie, w ktorej funktorem jest dysjunkcja, uzyskujemy — jak widac

w tabeli — ciagi identyczne, co prowadzi do definicji: (p v q) < (~p/~q).
F,|F,, ~, czyli =|F,, ~.

p q F,== F, ~p F;~q
1 1 1 1 1
1 0 0 1 0
0 1 1 0 1
0 0 1 1 1

Analogiczna procedura (ponownie zawezona do punktéow a oraz b.1)
prowadzi do sformulowania definicji, ktérej definiens jest w naglowku
ostatniej kolumny powyzszej tabelki: (p = q) < (~p F, ~q).

F,|F,, ~, czyli =, ~.
p q F,== | F,=0 | ~plqg | ~(~pla)
1 1 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1
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Wykonanie dzialan opisanych w punktach a oraz b.1 prowadzi do uzy-
skania kolumny, ktéra jest nie identyczna z ciagiem warto$ci definiujacym
implikacje, lecz symetryczna wzgledem tego ciggu. Dlatego trzeba wyko-
na¢ kolejny krok (b.2) opisanej metody, czyli utworzy¢ definiens wedlug
schematu ~®@,(F’,~; p, q): (p = q) < ~(~p U q).

F|F,, ~, czyli Alv, ~.

p q F,=n| F,=v ~p Vv ~(q ~(~p v ~Q)
1 1 1 1 0 1
1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0

Droga do poszukiwanej definicji jest analogiczna jak dla F,|F,,, czyli wy-
maga dojécia az do punktu b.2 opisanej metody: (p A q) < ~(~p v ~Q).
F,|F

15~ czyli =], ~.

p q F,== | F,=n | par~q | ~(pAr~0Q)
1 1 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1

Dolaczenie do tabeli definiujacej implikacje i koniunkcje dwdch kolejnych
kolumn zgodnie z punktami a—b.2 metody prowadzi do nastepujacej
definicji: (p = q) < ~(p A ~Q).
Zatem: Laczac metode F|A, v, ~ (zwigzana z twierdzeniem T1) z meto-
da 1/3|1/3’, ~ (prawidlowos¢ T3), mozna zbudowa¢ dowolng definicje
rodzaju F|1/3, ~, co dowodzi, ze jest speliona prawidtowo$¢ T27.
Ogolny algorytm takiego definiowania jest nastepujacy: F|a, v, ~;
A, v]|1/3, ~ (w zapisie tego algorytmu, i kazdego, ktéry opisuje laczenie
co najmniej dwoch krokéow definicyjnych, znak $rednika oddziela kolej-
ne operacje definiowania). Stosujac pierwszg z tych metod, trzeba wiec

Twierdzenie T2 jest uogblnieniem twierdzen (nienumerowanych) sformulowa-
nych w L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 67,
a twierdzenie T3, niezbedne w uzasadnienieniu T2, oraz zwiazana z nim metoda
budowania definicji 1/3]1/3’, ~ uzupelniaja wskazane tam prawidtowos$ci i metody
definiowania.
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zdefiniowa¢ dany funktor za pomoca koniunkcji, alternatywy i negacji,
a nastepnie w definiensie otrzymanej rownowaznosci zdefiniowac, sto-
sujgc drugg metode, znaki koniunkgeji i alternatywy za pomoca danego
funktora rodzaju 1/3 i negacji.

Na marginesie tej ogblnej procedury warto zauwazyé, ze przejécie
definicyjne od 2/2 do 1/3 w przypadku funktoréw <> oraz v mozna tez
oprzet na definicji rownowaznosci za pomocg implikacji i koniunkcji:
pe=g=p=aA@=p)l
Kolejne kroki takiego przejécia sa okreslone algorytmami:
<=, A3 =, Al1/3, ~ oraz v, ~; o=, A =, A|1/3, ~.

Przyklady (definicje rodzaju F |1/3, ~)

Przyklady sg dobrane tak, by pokazaé¢ skuteczno$é¢ tej taczonej me-
tody w definiowaniu funktoréw tych rodzajow, w ktorych samej metody
F|1/3, ~ nie da sie stosowaé. Chodzi o definiowanie innych niz réwno-
wazno$¢ i alternatywa rozlaczna funktoréw rodzaju 2/2, definiowanie
funktorow 4/0 oraz funktoréw jednoargumentowych.

Fo|F ., ~, 4. F|A, ~.

157

A=1 (A, v, ~; p, Q) A VL3, ~ VA, ~

pAq Prdv~prq) | ~[~PArd)A~(~pArq)]

q F,
1 1
0| pa~q | O
1 1
0 0

~pPAq
~pAr~q

S| o= |~V |T

pF,ae@Ardvi~pard) o ~[~(pArg)A~(~pArq)].

Wynik stosowania metody F|A,v, ~ jest zapisany w kolumnie o naglow-
ku @(A, v, ~; p, 9), a wynik zastosowania do wyrazenia w tej kolumnie
metody 1/3|1/3’, ~ wida¢ w kolumnie ostatniej. Poniewaz (zgodnie ze
schematem definiowania F |, ~) w koficowym definiensie ma by¢ uzyty
znak koniunkcji, wiec wykonanie drugiego kroku sprowadza sie do zdefi-
niowania w wyrazeniu @(A, v, ~; p, Q), tj. wwyrazeniu (p A Q) v (~p A Q),
alternatywy za pomoca koniunkgcji i negacji, wedlug schematu:

(VY ~(~D A ~V).

Koncowym wynikiem tych dzialan jest definicja:

PFqe ~[~(pArag)A~(~pAra)
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F olFy ~
p q A=1 F, D (A Vv, ~;p, Q) A VI8, ~ b A, VIE,, ~
1|1 prgq | O [(pa~a)v(~par~q) | ~(~pF,~d) F, (pF,~q)
10| pa~q| 1
01| ~pnq| O
010 |[~pa~q]| 1

Wynikiem zastosowania metody F|A, v, ~ jest formula (p A~ @) v (~p A ~Q).

Do wyrazenia tego trzeba dwukrotnie zastosowa¢ metode definio-
wania 1/3|1/3’, ~ skonkretyzowana do A, v|F,, ~, przy czym ostateczny
wynik nie zalezy od tego, czy najpierw zdefiniuje sie koniunkcje czy al-
ternatywe za pomoca funktora F,.

Stosujac do wyrazenia (p A ~q) v (~p A ~0) najpierw A|F,, ~,
. (@ A W) & ~(~D F, ¥), uzyskuje si¢ alternatywe:
~(~pF,~q) v ~(p F, ~q),
a zastgpiwszy w niej rownowaznos$ciowo znak alternatywy przez funktor
F, i negacje, wedtug schematu (@ v ¥) < (@ F, ~¥), otrzymujemy wy-
razenie ~(~p F, ~q) F, (p F, ~q). Definicja F, | F,, ~ jest wigc rownowaz-
noscig: p F ;g < ~(~p F, ~q) F, (p F, ~0).

F |F, ~, tj.v|/, ~

A V)13, ~,
tj. A, v/, ~

pPAr~DPvi~prq) | (P/~a)/(~p/~q)

p|q A=1 |F, =v D(A, v, ~;p, )

1| 1| pag 0
1|0 | pa~g| 1
0 1] ~paq| 1
010 0

~PA~q

Zastosowania metody F|A,v, ~ do funktora v prowadzi do wyrazenia
(pA~q) v (~pAq).

Zdefiniowanie w nim koniunkcji za pomoca dysjunkcji (wedlug sche-
matu (@ A V) < ~(@/ W) prowadzi do alternatywy: ~(p/ ~q) v ~(~p/q),
ktora po definicyjnym zastgpieniu alternatywy przez dysjunkcje i negacje
(@ v V)< (~D / ~WP)) przyjmuje ksztalt definiensa poszukiwanej defi-
nicji: (pv ) < [(p/ ~q) / (~p/ )l
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Warto dodac, ze przeksztalcenie wskazane schematem v|/, ~ moz-
na wykona¢ bez stosowania w pierwszej cze$ci metody F|Av~. Mozna
bowiem zamiast tego skorzystaé z definicji (p v q) < ~(p < Q) oraz
(p= ) < [(p=ag) A(q=p)], otrzymujac wyrazenie ~[(p = ) A (g = p)],
a nastepnie zdefiniowa¢ w nim implikacje i koniunkcje przez dysjunkcje
(wg schematow (@ = W) < (@ / ~W) oraz (D A p) < ~(D / P)), uzysku-
jac najpierw ~[(p / ~q) A (q / ~p)], a ostatecznie [(p / ~q) / (~p/ 9],
czyli wyrazenie identyczne z otrzymanym wyzej wedlug algorytmu
FIA, v, ~; A, VI, ~.

F|F

1~

p q A=1 F, D(AV,~p, Q) A V|1/3, ~, 1. A, VIF

140~

PADVEOA~DV| [ (pF ~q)F .(pF.q]F
1 1 1 - 14 14 14 14
pAQ \\/’ E~%’;\q~)c§ ~[~(~pF ~®F, (~pF, )]

1 0 P A ~( 1

0 1 ~pAqQ 1

Rezultatem zdefiniowania funktora F, za pomocg koniunkcji, alternatywy

inegacji jest wyrazenie (p Aq) v (pA~Q) v (~p A Q) Vv (~p A ~Q).
Wykonanie w tym wyrazeniu zastgpien zgodnych z definicjami

A V|F,, ~ (wedlug schematow (D A W) & (@ F,, ~P) oraz (P v V) &

< ~(~® F , ¥)) prowadzi najpierw do alternatywy:

(PF,~)v(PF,qv(~pF,~qv(~pF,q),aostatecznie do definicji:

(p F, Q) < ~[~(p F, ~q) F, (p F, o] F, ~[~(~p F, ~a) F14(~p F, ]l
)

o] q A=1 F16 q)(/\l Vv, ~5 P, Q) AY) |1/3! ~ tj /\’|F3v ~

~(pAQ)A
A~pPAr~Pn | ~[~(~pF,]F, (~pF,~q)]F,
A~(~pAQ) A ~[~(pF,a) F, (p F, ~q)]
A~(~p A ~0Q)

1 1 pAQ 0

1 0 p A ~Q 0

0| 1| ~pag| O

0 O |~pa~q| O
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W wyrazeniu ~(p A g) A ~(p A ~q) A ~(~p A Q) A ~(~p A ~qQ) (tj. w ne-
gacji wszystkich koniunkcji z kolumny A = 1), uzyskanym w wyniku
zastosowania metody F,|A, v, ~ trzeba zastapi¢ rownowaznos$ciowo
funktor koniunkcji funktorem F, i negacjg (wg schematu definicyjnego
(D A P) & ~(~DF, ¥)). Wykonanie tego zastgpienia najpierw w nawia-
sach prowadzi do wyrazenia: (~p F,q) A (~p F, ~@) A(p F, @) A (p F, ~q),
a ostatecznie do definicji:

(PFed) o ~{~(~pF,q F;(~pF, ~q) F, ~[~(p F,q) F, (p F, ~1}-

Metoda lgczona, tj. F|A, v, ~; A, v|1/3, ~ jest stosowalna do dowol-
nych funktoréw prawdziwo$ciowych (dowolnie wieloargumentowych).
W przykladach zastosowania do definiowania funktoréw jednoargumen-
towych mozna wykorzystac¢ zaleznoSci definicyjne wyzej uzyskane metoda
FIA, v, ~:
as(p) < (p A p),
vr(p) < [(pAp) v (~p A ~p)]

AP) = [~(p Ap) A ~(~p A~pP)].
Przyklady

as|F,, ~
W réownowaznoéci as(p) < (p A p) wystarczy zastgpi¢ koniunkeje funk-
torem F , i negacja (wg schematu definicyjnego (@ A¥) < (~@ F,, ¥)),
by uzyska¢ definicje: as(p) < ~p F, p.

ur|=, ~.

W réwnowaznosci vr(p) < [(p A p) v (~p A ~p)] trzeba zdefiniowa¢ ko-
niunkcje i alternatywe za pomoca implikacji i negacji (wedlug schematow
DPAY) ~(P= ~P)oraz D v V) < (~D = W¥)), co doprowadza do
definicji: vr(p) < [(p = ~p) = ~(~p = p)].

AIF, ~.

Ponownie w definiensie rownowaznoéci fI(p) < [~(p A p) A ~(~p A ~p)]
trzeba rownowaznoSciowo zastapic funktor koniunkcji, w tym przypadku
funktorem F, i negacja (wedlug schematu @ A ¥) < ~(~@ F, ¥)), co
doprowadza do definicji:

AP) & ~[(~pF, p) F, (p F, ~p)].

Ponownie warto zauwazy¢, ze jest mozliwe budowanie rownowaznosci
rodzaju ~|1/3, ~. Na przyklad wychodzac od rbwnowaznoSci (uzyskanej
metoda F|A, v, ~): ~p < (~p A ~p)

i stosujac metode F|1/3,~ dla przypadku, powiedzmy, A|=,~, uzyskuje-
my rownowaznos$é: ~p < ~(~p = p), ktéra moze by¢ wykorzystana, gdy
jest stosowana regula zastepowania czloné6w réwnowazno$ci, nie moze
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natomiast by¢ uznana za poprawna definicje, jako ze w definiensie jest
uzyty funktor definiowany (por. sformulowane wyzej uwagi do definicji
~|A, v, ~).

Ostatnia z zapowiedzianych prawidlowo$ci jest wyrazona w:

T4 Kazdy funktor prawdziwosciowy F jest definiowalny wylacznie
przez U oraz wylacznie przez /.

Algorytmy prowadzace do tych definicji sa wyznaczone schematami:

FlU: F|A, v, ~; A, v|U, ~; ~|U oraz

F|/: FIA, v, ~; A, VI, ~5 ~|/.

Pierwsze etapy tej procedury zostaly wyzej obficie zilustrowane, a elimi-
nowanie w ostatnim kroku negacji jest zgodne z definicjami:

~® & (U D) oraz ~® < (@ / D).

Na przyklad w procedurze definiowania okreélonej schematem v | /
otrzymuje sie najpierw rownowaznos¢ (pv q) < [(p/ ~q) / (~p/ ~q)], a za-
stapienie w niej negacji przez dysjunkcje, wedlug schematu ~@ < (@ / @),
prowadzi do koficowej definicji: (pv @) = [(p/ (/@) / ((p/p) / (@/ a)].

2. Tautologie/prawa KRZ

System KRZ, niezaleznie od obranej metody jego budowania, ma zawierac
takie tylko poprawnie zbudowane wyrazenia zdaniowe, ktére sg prawami
logicznymi. W przypadku klasycznych rachunkéw zdan moga by¢ sto-
sowane metoda sprawdzania, czy wyrazenie jest prawem, oraz metody
dedukcyjne, czyli oparte na dowodzeniu danego wyrazenia na podstawie
regul i tez weze$niej uznanych.

2.1 Sprawdzanie tautologicznosci

Pierwsza z tych metod polega na rozstrzyganiu, czy dana formula KRZ
jest prawem, a najcze$ciej stosowanym sposobem rozstrzygania jest me-
toda zwana zero-jedynkowa lub (ogélniej) matrycowa®. Metoda ta polega

8  Sa stosowane takze inne metody, np. metoda Gentzena (zob. T. Borkowski, Wpro-
wadzenie do logiki i teorii mnogosct, dz. cyt., s. 407—414) oraz metoda tablic
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na podstawianiu (symboli) wartoéci logicznych za zmienne zdaniowe
w danej formule i wyliczaniu — wedle definicji matrycowych (tabelko-
wych) funktoréw KRZ — warto$ci konicowej, czyli uzyskiwanej przez for-
mule dla danego wartoéciowania (*RIX.1.2.2). Jak wiadomo:

*RIX.1: D10 Tautologia KRZ to formula, ktéra dla dowolnego podsta-
wienia warto$ci logicznych za wystepujace w niej zmienne zdaniowe
(dla dowolnego wartoSciowania) uzyskuje koncowa wartos¢ praw-
dziwoéci (jedynke).

Korzystajac z uscisSlonego w **RI.1: D3.b pojecia warto$ciowania
oraz okreslonej w komentarzu do tej definicji funkcji V, ktéra przypisuje
dowolnej formule KRZ jej wartos¢ logiczng w konkretnym wartoSciowa-
niu, da sie teraz powiedzie¢ krocej, ze:

D1 Formula @ jest tautologia KRZ wtedy i tylko, gdy dla kazdego jej
warto$ciowania w: V(<®, w>) = 1.

Metoda sprawdzania zero-jedynkowa jest za posSrednictwem pojecia
tautologii powigzana z pojeciem prawa KRZ, jako ze — co warto tu po-
wtorzy¢ (*RIX.1.2.2) — dla formul KRZ pojecie tautologii jest rownoza-
kresowe z pojeciem prawa tego rachunku: kazde i tylko prawo KRZ jest
tautologia tego rachunku (zwiazki miedzy miedzy tautologiami, prawami
itezami RZ sa omdOwione w ***RII.2).

Spoérod formul KRZ tautologiami sg te tylko, ktore spelniajg waru-
nek wskazany w D1, oprocz nich sa w tym rachunku formuly, ktére dla
niektorych wartoSciowan uzyskuja warto$c 1, a dla pozostatych wartosé 0,
a takze formuly, ktore w kazdym wartoSciowaniu uzyskuja koricowa war-
toé¢ 0, czyli sg przeciwienstwem tautologii — te ostatnie sa zwane anty-
tautologiami lub kontrtautologiami. Do kategorii tej nalezy na przyklad
formuta p A ~p, ktéra w kazdym wartoSciowaniu (p/1 i p/0) uzyskuje
warto$¢ konncowa 0, a w wyniku dowolnego podstawienia zdan logicznych

semantycznych (tamze, s. 415—419; pelniejsza jej prezentacja w D. Bonevac, The
Art and Science of Logic, Mountain View, CA 1990, s. 155—185, gdzie metoda ta
jest wspomagana grafami o strukturze drzew). Metoda tabel (drzew) semantycz-
nych moze by¢ takze stosowana do wyrazen z kwantyfikatorami, a w KRZ jest zwyk-
le zastepowana metoda prostsza, tj. skrocong zero-jedynkowa. Do okazywania
prawdziwo$ci formul KRZ jest takze stosowana metoda sprowadzania do tzw.
postaci normalnych (jest om6éwiona w ***RI.1.4.2) — zob. L. Borkowski, Wprowa-
dzenie do logiki i teorii mnogosct, dz. cyt., s. 73-78.
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za zmienng p jest przeksztalcana w zdanie falszywe (np. p/Polska jest
krajem europejskim albo p/Polska jest krajem afrykanskim). Oczywisty
jest zwiagzek tautologii z antytautologiami: negacja antytautologii jest
tautologia KRZ (i odwrotnie). Na przyklad gdy poprzedzi sie znakiem
negacji formule p A ~p, otrzymuje sie jedna z podstawowych tautologii
KRZ, zwang zasadg niesprzeczno$ci: ~(p A ~p).

Ogot wyrazen KRZ mozna wiec rozdzielié na trzy kategorie: tautologie
(zawsze prawdziwe), antytautologie (zawsze falszywe) i wyrazenia dla
pewnych warto$ciowan (zdan) prawdziwe, dla innych falszywe.

nT nAT T — tautologie

AT — antytautologie

nT, nAT — formuly, ktore nie sa
tautologiami ani antytautologiami

Tautologie KRZ naleza do funkcji zdaniowych zawsze spelnionych,
czyli do wyrazen zdaniowych prawdziwych, natomiast funkcje zdaniowe,
ktore nie sa zawsze spelnione — czyli antytautologie (nigdy nie sa spel-
nione) i funkcje spelnione dla niektorych tylko warto$ciowan — naleza do
wyrazen zdaniowych falszywych. Formuly zawsze spelnione sa wlaczane
do systemu KRZ budowanego metoda rozstrzygania tautologiczno$ci.
Stosujac te metode, da sie o dowolnej formule KRZ rozstrzygnac, czy jest
ona prawem tego rachunku, a tym samym — prawem logiki.

2.2 Wybrane tautologie/prawa KRZ

Zamiast o tautologiach KRZ mowi sie zwykle o prawach tego rachunku,
zwlaszcza gdy chodzi o tautologie najczeSciej stosowane. Sformulowane
nizej prawa sg podane wraz z ich nazwami, jako ze zostaly wybrane wias-
nie sposrod takich tautologii — w tym sensie prawa te sa w KRZ podsta-
wowe i jako takie maja takze swoje niesymboliczne nazwy:

podwoéjnego przeczenia

(podwojnej negacji) p< ~~p
prawa tozsamo$ci: p=p, pep
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niesprzecznos$ci
wylaczonego Srodka
przemiennosci koniunkcji
przemiennosci alternatywy
lacznoscei alternatywy
lacznoéci koniunkceji
rozdzielno$ci koniunkcji
wzgledem alternatywy
rozdzielno$ci alternatywy
wzgledem koniunkcji
modus ponendo ponens
modus tollendo tollens
modus tollendo ponens
modus ponendo tollens
przechodnio$ci implikacji
transpozycji (kontrapozycji)
transpozycji zlozonej
sylogizmu warunkowego

dodawania implikacji stronami
de Morgana pierwsze (negacji

koniunkcji)
de Morgana drugie (negacji
alternatywy)
negowania implikacji
Fregego
eksportacji i importacji
Dunsa Szkota
opuszczania (dodawania)
rownowazno$ci
prawa redukcji do absurdu:

dylematu konstrukecyjnego
prostego

dylematu konstr. zlozonego

dylematu destrukcyjnego
prostego
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~(p A ~p)

pv~p

(pra) = (Qap)
(pva)e=(qvp)
[pv@vnlelpvagvr]
[(pAr(@am]el(parg)ar]

[pPAr(@vnlelparg) vpanr]

[pv@an]elipva)alpvr]
[((pP=0a)Apl=q
[(p=aAr~al=~p
[(pva)A~pl=q

[(pva)Apl=~q
[(p=dAr@=n]l=(pE=r)
(p=o < (~qg=~p)
[(prag)=r]l<(pA~r)=~d]
(p=ag=M@=r)=(E=r)]
[(p=dAT=9)]=[(pvr)=(qvs)]

~(pArq) e (~pv~q)

~(pva) = (~pA~aq)
~p=9 < @Pr~q
[p=>@=nl=p=>=(pP=r)]
[(prd)=r]l=[p=(@Q=r)]
(pr~p)=0d, p=>(~p=0)

pepelp=aAl@=pl
(p=~p)=~p,
(~p=p)=p
[p=(@A~q]=~p,
[~p=@Ar~D]I=p

[(p=rAr(@=rA(pvyil=r
[(p=dDAET=>s)Ar(pvr]=(qvs)

[(p=dDA(p=r)A~@Ar)]=~p
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dylematu destr. zlozonego [(P=PDAT=95)A~(Ars)]=
= ~(pnar)
odwracania impl. stronami [(p=2dAl=9)A(pvrIa~(Qas)]=

=[(@=pAls=n).

3. Zatozeniowy system KRZ

W punkcie wyjécia systemow budowanych w ten sposbéb przyjmuje sie
niezawodne reguly wnioskowania, zwane pierwotnymi. Posréd regut
pierwotnych sa reguly dolaczania nowych wierszy do dowodu, reguty
budowania dowodow oraz — $ciSle z nimi zwiazane — reguly uznawania
wyrazen za tezy systemu (dolaczania wyrazen do tez systemu). Systemy
zalozeniowe r6znig sie przede wszystkim zestawami regul pierwotnych
(takze sposobem ich formulowania, tj. w jezyku lub w metajezyku danego
systemu) oraz kolejnoScia tez dotaczanych do systemu (czyli — kolejnoscia
dowodzenia tez) i wprowadzania don regut wtornych'°.

3.1 Reguly pierwotne systemu

3.1.1 Do regul pierwotnych dolaczania nowych wierszy do dowodu na-
leza regula odrywania (RO) oraz reguly dolgczania i opuszczania dla:
koniunkcji (DK, OK), rownowaznoéci (DR, OR) i alternatywy (DA, OA).

RO
=
0

'4

® W kolejnym podrozdziale te i inne prawa sa wlgczane do KRZ jako tezy systemu

budowanego metoda zalozeniowa.

10 Rozwijany nizej system zalozeniowy jest wzorowany na systemie Stupeckiego i Bor-
kowskiego — zob. J. Stupecki, L. Borkowski, Elementy logiki matematycznej i teo-
rii mnogosci, dz. cyt.; L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci,
dz. cyt.
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W dowodzie, zgodnie ze schematem reguly odrywania, mozna na pod-
stawie dowolnej implikacji i jej poprzednika uzna¢ w kolejnym wierszu
(,oderwac”) nastepnik tej implikacji. Mowiac inaczej, z implikacji i jej
poprzednika mozna wyprowadzi¢ jej nastepnik.

DK OK
D
L2 (O
OANY D (D)

Dowodzac wedlug reguly DK, mozna w kolejnym wierszu wpisac
koniunkcje dowolnych wyrazen zdaniowych uznanych we wezeéniejszych
wierszach dowodu, a zgodnie z regula OK z dowolnej koniunkcji mozna
wyprowadzi¢ kazdy z jej cztonow.

Analogiczne sa reguly dolaczania i opuszczania rownowaznosci, sfor-
mulowane w ponizszych schematach: gdy ma sie w dowodzie dowolna
implikacje @ = ¥ i implikacje do niej odwrotna ¥ = @, wtedy mozna
w kolejnym wierszu uzna¢ rownowaznos$¢ @ < ¥, a z dowolnej rowno-
waznoS$ci jest wyprowadzalna kazda z jej implikacji sktadowych.

DR OR
=Y
V=0 (OR=N'4
(ORN' =TV (V= D)

Zgodne z prawdziwo$ciowym rozumieniem funktora alternatywy
zwyklej sg tez reguly dla alternatywy. Regula dolgczania pozwala przyjaé
w dowodzie dowolna alternatywe, o ile ktérykolwiek z jej czlonow jest
wyrazeniem wcze$niej uznanym, a regula opuszczania alternatywy stwier-
dza, ze z alternatywy i negacji dowolnego jej sktadnika jest wyprowadzalny
skladnik pozostaly.

DA OA
ovy
@ ~0 (~VP)
ovy ¥ (D)

3.1.2 Poérdd pierwotnych regul budowania dowodow sg ustalenia doty-
czace tworzenia dowodow zalozeniowych badz zwyklych oraz dowodow
wprost badz niewprost (o rodzajach dowodéw byla mowa, w kontekscie
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uzasadniania zdan, w *RIX.1.2.3). Ogolnie mozna powiedzie¢ — i ta wska-
zoéwka bedzie sie powtarzala w kazdej regule budowania dowodow — ze
w dowolnym dowodzie mozna korzysta¢ z wyrazen udowodnionych
weczesniej, czyli z tez systemu, oraz z przyjetych wezeéniej regut wypro-
wadzania wyrazen.

a) Dowodzone zalozeniowo sa wylacznie formuly o budowie implikacji.

(i) Pomijajac mozliwe uszczegolowienia schematu dowodzonego wy-
razenia, mozna powiedzieé¢, ze dowod zalozeniowy implikacji:
™ [
zawsze rozpoczyna sie od przyjecia jako zalozenia dowodu poprzednika
@ implikacji (*).

W dowodzie zalozeniowym wprost z poprzednika @ wyprowadza
sie — korzystajac z wyrazen zdaniowych uznanych wczeéniej i regul do-
wodzenia — jej nastepnik, tj. wyrazenie ¥. Celem dowodzenia wprost jest
wiec uzyskanie nastepnika ¥ z poprzednika @, dlatego wiersz dowodu,
w ktorym uzyskuje sie ¥, jako koniczacy dowod, nie jest numerowany.

Natomiast w dowodzie zalozeniowym niewprost przyjmuje sie w cha-
rakterze zalozen dowodu obok poprzednika @ takze tzw. zalozenie dowo-
du niewprost, tj. negacje nastepnika implikacji (*), czyli wyrazenie ~¥;
nastepnie wyprowadza sie — korzystajac z wyrazen zdaniowych uznanych
wezesniej 1 regul dowodzenia — sprzeczno$é. Sprzeczno$¢ moze sie po-
jawi¢ w obrebie samego dowodu, a jest tak, gdy z koniunkcji (@ A ~¥)
da sie wyprowadzi¢ zaréwno jakie$ wyrazenie, jak i jego negacje; ujaw-
nienie w dowodzie niewprost sprzecznosci czesto polega jednak na tym,
ze z koniunkcji (@ A ~W) wyprowadza sie wyrazenie sprzeczne z jakim$
wyrazeniem uznanym wezedniej, czyli z teza systemu (tezy udowodnio-
ne wezesniej mozna wprost wlaczy¢ do dowodu). Opisujac sprzecznosé,
podaje sie numery sprzecznych wierszy lub wskazuje sie (wypisuje lub
nazywa) sprzeczne wyrazenia. Uzyskana sprzeczno$c konczy dowdd nie-
wprost.

(ii) W ogdlnym opisie dowodéw zalozeniowych trzeba uwzglednic
fakt, ze nastepnik implikacji @ = ¥ réwniez moze by¢ implikacja, w kto-
rej nastepniku ponownie moze by¢ implikacja itd. Mozliwo$ci takie sg
przewidziane w ogblnym schemacie:

(**) D =(@D,=.=>@ =>D)..),n=1,

w ktérym koniunkcja poprzednikow @, @,, ..., @, odpowiada @ ze sche-
matu (*) — gdy wiec nastepnik dowodzonej implikacji nie jest implikacja,
a wiec jesli n = 2, wtedy schemat (**) upraszcza si¢ do (*). Wyrazenia @,

49



KLASYCZNY RACHUNEK ZDAN (KRZ)

D,, ..
Lgtownych”, tzn. uzyskiwanych kolejno w wyniku ,oderwania” poprzednika
glownej implikacji w wyrazeniu (**), nastepnie poprzednika @, uzyskanej
w wyniku pierwszego ,oderwania” implikacji @, = (... = (®,_ = D) ...),

., @, sg poprzednikami tzw. implikacji gléwnych wyrazenia (**):

az do ,oderwania” poprzednika @__, ostatniej z ,,glownych” implikacji, tj.
@ = @.. W ponizszych opisach dowodéw zalozeniowych (wprost i nie-
wprost) struktura dowodzonej implikacji jest reprezentowana w sposob
ogblny.

W dowodzie zalozeniowym wprost wyrazenia (**):

— przyjmuje sie w punkcie wyjécia, w wierszach dowodu od pierw-
szego do n—1, zalozenia dowodzonego twierdzenia, tj. wyrazenia
D, D, .., D, .

— z zalozen tych, korzystajac z wyrazen uznanych wezeéniej i regul
dowodzenia, wyprowadza sie nastepnik ostatniej z gtownych im-
plikacji wyrazenia (**), tj. wyrazenie @ ;

— uzyskanie tego wyrazenia konczy dowod (wyrazenie @, jest zapi-
sywane w ostatnim, nienumerowanym wierszu dowodu).

Z kolei w dowodzie zalozeniowym niewprost wyrazenia (**):

— przyjmuje sie w punkcie wyjscia, tj. w wierszach dowodu od pierw-
szego do n—1, zalozenia dowodzonego twierdzenia, tj. wyrazenia
D,D, .., D ;

— przyjmuje sie ponadto, jako tzw. zalozenie dowodu niewprost
(zdn.), negacje nastepnika ostatniej z gtdbwnych implikacji, tj. wy-
razenie ~@ ;

— zzalozen dowodu (1j. zalozen twierdzenia i zdn.) wyprowadza sie —
korzystajac z wyrazen uznanych wczesniej i regul dowodzenia —
sprzeczno$¢. Uzyskanie sprzecznoéci konczy dowdd.

b) Dowody zwykle wprost i niewprost oraz zwiazane z nimi reguly sa
szczegblnymi przypadkami dowodbéw zaloZzeniowych. Mozna je traktowaé
jako zalozeniowe dowody wyrazen ,implikacyjnych”, w ktérych nie ma
poprzednikow.

Moéwigc dokladniej, zalozeniowy dowdd wyrazenia:

(**) D =@,=.=2(@ =>D)..),n=1

staje sie dowodem zwyklym, gdy n = 1, a wiec gdy wyrazenie (**) jest zre-
dukowane do @, (w okresleniach dowodéw zwyklych zostanie pominigty
zbedny w tej sytuacji indeks ,,17).

Dowdd zwykly wprost wyrazenia @ polega zatem na wyprowadzeniu —

opartym na regulach dowodzenia — wyrazenia dowodzonego z tez systemu
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uznanych weze$niej. W punkcie wyjScia takiego dowodu sg tezy systemu,
tezami sa tez kolejne wiersze dowodu, jako wyprowadzone w sposéb
niezawodny z tez.

Natomiast w dowodzie zwyklym niewprost z zaprzeczenia ~® wy-
razenia dowodzonego wyprowadza sie sprzeczno$¢, ktéra — tak samo,
jak w dowodach niewprost zalozeniowych — konczy dowdd wyrazenia @.

Warto podkreéli¢, ze uznanie dowodow zwyklych za szczegoélne
przypadki, w sensie okre$§lonym, dowodéw zalozeniowych nie wyklucza
zastosowania dowoddéw zwyklych rowniez do implikacji. Mianowicie:
dowod wyrazenia implikacyjnego zwykly wprost polega na wyprowadze-
niu dowodzonej implikacji z uznanych wcze$niej wyrazen, np. w wyniku
zastosowania regul podstawiania, zastepowania (wyrazeniami rownowaz-
nymi) lub zastosowania regul opuszczania/dolaczania kwantyfikatoréw
(w systemie zalozeniowym rachunku predykatéw). Natomiast dowod
implikacji zwykly niewprost redukuje sie do dowodu zatozeniowego nie-
wprost, jesli bowiem dowod zwykly rozpoczyna sie od negacji ~(® = W),
to mozna takze rownowaznie powiedzieé, ze rozpoczyna sie od koniunkeji
(@ A ~W), ktora jest przyjmowana w punkcie wyj$cia dowodu zalozenio-
wego niewprost implikacji @ = ¥.

Z opisanymi regulami dowodzenia sa zwiazane reguly dolaczania tez
do systemu zalozeniowego KRZ, ktére mozna uogdlni¢ przepisem: jesli
istnieje dowdd — zalozeniowy lub zwykly, wprost lub niewprost — danego
wyrazenia, to wyrazenie jest dolaczane do tez systemu.

3.2 Tezy i reguty wtorne

Reguly pierwotne budowania dowodéw oraz dolaczania nowych wierszy
do dowodu stanowia punkt wyjécia systemu zalozeniowego. Do tez sys-
temu jest wlaczane kazde wyrazenie udowodnione, przy czym w kolej-
nych dowodach korzysta sie, dla ich uproszczenia, takze z regut wtornych
dodawania wierszy i budowania dowodow, tj. regul wprowadzonych na
podstawie regut i tez udowodnionych wezeéniej, czyli zrédtowo — na pod-
stawie regul pierwotnych.
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3.2.1 Pojecie reguty wtérnej

Nastepujace okreslenia uscislaja pojecie reguly wtérnej — wzgledem danej
tezy/reguly i wtérnej w kontekscie ogdtu tez systemu.

D1.a Regula R dolaczania nowych wierszy do dowodu jest w danym
systemie zalozeniowym wtorna ze wzgledu na teze T wtw dla do-
wolnych wyrazen @ oraz @, @,, ..., @, o ile @ jest wyprowadzalne
2@, D, .., & wedlug reguly R, to jest tez wyprowadzalne z @,
D,, ..., D, itezy T wedlug regutl pierwotnych tego systemu.

D1.b Regula R dolaczania nowych wierszy do dowodu jest w danym sys-
temie zalozeniowym wtbérna wtw dla dowolnych wyrazen @ oraz
D, D, .., D, o0 ile @ jest wyprowadzalne z @, D, ..., ® wedlug
reguly R, to jest tez wyprowadzalne z @,, @, ..., @, i tez danego
systemu wedtug jego regut pierwotnych.

D1.c Jesli R oraz R’ sa regulami tworzenia dowoddw, to regula R’ jest
wtbrna ze wzgledu na regule R wtw dla dowolnego wyrazenia @,
o ile istnieje dowod @ wedlug reguly R’, to istnieje dowod wyra-
zenia @ wedlug reguly R.

3.2.2 Wybrane tezy/reguty wtoérne

Przyklady dowodzonych nizej wyrazen sa dobrane w taki sposé6b, by
dowod dalo sie zbudowaé, korzystajac wylacznie z wezedniej uznanych
regul i tez, by nie trzeba bylo w dowodzie danego wyrazenia dowodzi¢
tez pomocniczych i wprowadza¢ nowych regul. Dla por6wnania réznych
sposobow dowodzenia beda takze budowane rézne dowody tej samej tezy.
W miare rozbudowywania systemu zalozeniowego prostsze dowody beda
jednak tylko szkicowane badz pozostawione czytelnikowi do samodziel-
nego przeprowadzenia. Dowodzone tezy beda oznaczane, jak wszystkie
twierdzenia, litera T z kolejnym numerem, w opisach dowodow czesto
jednak bedzie podawany tylko wytluszczony numer tezy.

Rozpocznijmy od dowodu zalozeniowego wprost wyrazenia zwanego
prawem sylogizmu warunkowego:

Tl (p=>)=[@=>r)=(E=r)
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Zgodnie z regula budowania takich dowodow przyjmujemy w punkcie
wyjScia zalozenia dowodzonego twierdzenia (zapisane nizej w wierszach
1-3), z ktérych — korzystajac wylacznie z pierwotnych regut dotaczania
wierszy, poniewaz nie ma jeszcze udowodnionych tez ani regul wtor-
nych — wyprowadzamy nastepnik ostatniej implikacji, tj. wyrazenie r.
Kazdy wiersz dowodu powinien byé¢ uzasadniony: wiersze 1-3 sa uza-
sadnione regula budowania dowodow zatozeniowych wprost (skrot ,,zal.”
albo ,,z.” wskazuje, ze wiersze sg zalozeniami), w wierszach 4. i ostatnim
jest skrotowo nazwana regula odrywania, dajaca podstawe dolaczenia
tych wierszy do dowodu oraz sa wskazane te jego wiersze, do ktorych
regule te zastosowano. Wiersz ostatni nie jest numerowany, poniewaz
pojawia sie w nim docelowe w tym dowodzie wyrazenie r, koniczace do-
wod (w dhugich, rozbudowanych dowodach moga by¢ stosowane skroty
lub umowne znaki wskazujace na zakonczenie dowodu — w tych anali-
zach, zgodnie z umowa, stosowany jest zwykle znak ®). Uzasadnienia dla
poszczegbdlnych wierszy beda wpisywane w nawiasie {}; ten nawiasowy
sposob zapisywania uzasadnien jest szczegoblnie przydatny, gdy wiersze
dowodu zapisuje sie nie w ukladzie kolumnowym.

1. p=>q {zal.}

2. g=>r {zal.}

3. p {zal.}

4. q {RO: 1, 3}
r {RO: 2, 4}.

Nizej sa zapisane w przyjety tu sposdéb dowody wprost i niewprost
tezy:

T2 (pva)=(~q=p).

W dowodzie wprost ostatni wiersz jest uzyskany z zalozen dowodzo-
nego twierdzenia wedtlug reguly opuszczania alternatywy:

1. pvqg {zal.}
2. ~q {zal.}
p {0A: 1, 2}.

W dowodzie niewprost oprocz zalozen twierdzenia przyjmujemy
w charakterze zalozenia dowodu niewprost (zdn.) negacje nastepnika
ostatniej implikacji, tj. wyrazenie ~p. Sprzecznos¢, uzyskana z wykorzy-
staniem zdn., konczy, jak wiemy, dowod niewprost (uzasadniajac ostatni
wiersz, podaje sie numery wierszy sprzecznych).
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1. pvq {zal.}

2. ~q {zal.}

3. ~p {zdn.}

4. q {0A: 1, 3}
Sprz. {2, 4}.

Kolejne wyrazenia sa zwane prawami podwdjnej negacji:
T3 ~~p=p; T4 p= ~~p; TS ~~p<p.

W dowodzie niewprost pierwszego z tych praw zdn., tj. ~p, jest
sprzeczne z zalozeniem twierdzenia, co koniczy dowod. W dowodzie dru-
giego korzysta sie przy zapisywaniu zdn. z prawa opuszczania podwojnej
negacji, tj. z T3, uzyskujac sprzecznosc zdn. z wierszem: 1. p.

Oparte na tezach 3 oraz 4 reguty wtérne dolaczania wierszy dowodu —
zwane, odpowiednio, regula opuszczania i dolgczania podwojnej negacji,
sq zapisane w nastepujacych schematach:

ON DN
~~D D
o) ~~@
Na podstawie praw 3 i 4 oraz reguly pierwotnej DR uzyskuje sie

prawo T5 oraz wtorna ze wzgledu na to prawo regute opuszczania i do-
laczania podwojnej negacji:

O/DN
D
@

Podwojna kreska w schemacie reguly O/DN wskazuje, ze podstawowe
dla niej prawo jest rownowazno$cia, co znaczy, ze w dowodzeniu mozna
przechodzi¢ zgodnie z dana regula zar6wno ,,z géory w dot”, jak i odwrotnie,
tj. od wyrazenia pod podwojna kreska do wyrazenia nad nia.

Regula (prawo) dodawania podwdjnej negacji uzasadnia takze stoso-
wanie reguly opuszczania alternatywy rowniez w sytuacjach podpadaja-
cych pod takie oto schematy:

OA:
~Oovy Ddv~Y
[0)] g
g 0]
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T6 [(p= ) A~q]l= ~p.

Zapisujac zalozenia dowodzonego twierdzenia, mozna skorzystac z re-
guly OK, a w zapisie zdn. z reguly ON.
1. p=q {zal.}

2. ~q {zal.}

3. p {zdn.}

4. q {RO: 1, 3}
Sprz. {2, 4}.

Udowodnione prawo, zwane modus tollendo tollens, a krocej — modus
tollens, daje podstawe tak samo nazywanej wtornej regule dolaczania
wierszy do dowodu (bedzie oznaczana TOL):

TOL
o=y
~y
~®

Jesli zatem ma sie w dowodzie jaka$ implikacje i wyrazenie sprzeczne
zjej nastepnikiem, to mozna dolaczy¢ do dowodu negacje poprzednika tej
implikacji. Ten ogdlny przepis obejmuje cztery sytuacje, przedstawione
w ponizszych schematach:

TOL:
o=y D= ~Y ~O= Y ~O = ~Y
~y 24 ~y 2
~@ ~® D D

Jak widaé, schematy te r6znia sie obecnoScia negacji w czlonach im-
plikacji, a prawa dla nich podstawowe da sie latwo udowodnic, korzystajgc
z regul O/DN, tj. dolaczania i opuszczania podwojnej negacji.

Dowody wyrazeni o budowie rownowazno$ci sktadaja sie z dwoch
czesci, odpowiadajacych obu skladowym implikacjom, tj. z dowodu im-
plikacji prostej (jest to zaznaczane, zwlaszcza w dluzszych dowodach,
znakiem []) oraz implikacji odwrotnej ([H). Na podstawie obu implikacji
skladowych mozna, korzystajac z reguly DR, uzna¢ dowodzong réwno-
wazno$c.

W dowodach implikacji skladowych réwnowaznosci T7 sg uwzgled-
nione, dla poréwnania, obie odmiany dowodow zalozeniowych, tj. wprost
i niewprost.
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T7 (p=>q < (~q= ~p).

H
p=>a=(Cg=~p)

1. p=>q {zal.} 1. p=q {zal.}
2. ~q {zal.} 2. ~q {zal.}
~p {TOL: 1, 2} 3. p {zdn.}
4. q {RO: 1, 3}
Sprz. {2, 4}
H

(~g=~p)=@(pE=>09

1. ~gq=>~p {zal} 1. ~g=>~p {zal}
2.p {zal.} 2. p {zal.}
3. ~~q {TOL: 1, 2} 3. ~q {zdn.}
q {ON: 3} 4. ~p {RO: 1, 3}
Sprz. {2, 4}.

Udowodnione implikacje skladowe i rbwnowazno$¢ sa nazywane
prawami transpozycji, tak samo zwie sie oparte na nich reguly wtorne.
Transpozycje danej implikacji uzyskuje sie wskutek przestawienia jej
czlonow (nastepnik zamiast poprzednika) i poprzedzenia ich znakami
negacji. Zgodnie z prawami transpozycji z dowolnej implikacji wynika
jej transpozycja i odwrotnie, czyli: dowolna implikacja i jej transpozycja
sa rownowazne. Nizej regula transpozycji (TR) jest zapisana w postaci
najogo6lniejszej, tj. dla rbwnowaznosci.

TR =
~P = ~D

Czesto stosowana metoda dowodzenia (budowania dowodow) jest
zastosowana w dowodzie wprost kolejnej formuly.

T8 [p=>@Aan]=[(p=a9 A=l

Dowéd:
1. p=(@ar) {zal.}
1.1 p {zd.}
1.2 gnar {RO: 1, 1.1}
1.3 ¢ {OK: 1.2}
14 r {OK: 1.2}
2. p=q {1.1=>1.3}
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3. p>r {1.1 = 1.4}

pP=>g9Ar(p=>r) {DK:2,3}.

W charakterze zalozenia dowodzonego twierdzenia mozna przyjac tyl-
ko implikacje wpisang w wierszu 1., poniewaz nastepnik implikacji 8 jest
koniunkcja. Nieskuteczne w obecnym stanie rozwijanego tu systemu zato-
zeniowego jest tez dowodzenie niewprost, jako ze nie dysponujemy jeszcze
regula (prawem) instruujgca, jak przeksztalca¢ zanegowang koniunkcje
~[(p = q) A (p = r)]. Skoro pozostaje dowdd wprost, to trzeba w nim
z implikacji: p = (q A r) wyprowadzi¢ koniunkcje (p = q) A (p = 1).
Gdyby$my w dowodzie dysponowali obiema jej sktadowymi implikacja-
mi, wtedy uzyskalibySmy latwo te koniunkcje wedtug reguly DK. Zapo-
wiedziany nowy sposéb dowodzenia prowadzi do obu potrzebnych tu
implikacji, tj. do p = q oraz p = r. Sposob ten jest skuteczny, ilekroé¢
trzeba w dowodzeniu dochodzi¢ w kolejnych wierszach do wyrazen im-
plikacyjnych. Polega na tym, ze w charakterze zalozenia dodatkowego
(zwanego tez zalozeniem dowodu, ktérego nie mozna myli¢ z zaloze-
niem dowodzonego twierdzenia) przyjmuje sie poprzednik potrzebnej
implikacji (w powyzszym dowodzie wyrazenie p), z ktérego wyprowadza
sie — zgodnie z regulami dowodzenia, wcze$niej udowodnionymi tezami
(prawami) i przyjetymi w danym dowodzie wierszami — nastepnik (tu
wyrazenia ¢ oraz r). Nastepnie uznaje sie — w kolejnym wierszu toku
dowodu nadrzednego wzgledem wnioskowania rozpoczynajacego sie od
zalozenia dodatkowego — implikacje, ktorej poprzednikiem jest dane
zalozenie dodatkowe, a nastepnikiem uzyskane z niego wyrazenie. Impli-
kacja taka podsumowuje fragment dowodu rozpoczynajacy sie od danego
zalozenia dodatkowego.

Cigg wierszy rozpoczynajacych sie od zalozenia dodatkowego (zd.) jest
oznaczany dwiema rozdzielonymi kropka liczbami, z ktérych druga wska-
zuje na kolejno$¢ wiersza w danym ciggu, a pierwsza na numer przyjetego
w danym dowodzie zalozenia dodatkowego (w powyzszym rozumowaniu
jest tylko jedno zalozenie dodatkowe). Jesliby bylo potrzebne przyjmo-
wanie dodatkowych zalozen w obrebie takiego ciagu (rozpoczynajacego
sie od ogolniejszego zalozenia dodatkowego), np. gdyby po wierszu 1.4
trzeba bylo przyja¢ zalozenie w obrebie ciagu rozpoczynajacego sieod 1.1,
to byloby ono oznaczone jako 1.1.1, kolejne wiersze na nim oparte bytyby
oznaczone jako 1.1.2, 1.1.3 itd., a wynik wnioskowania rozpoczynajacego
sie od zalozenia 1.1.1, a koficzacego na wyrazeniu 1.1.k, zostalby zapisany
w postaci implikacji 1.1.1 = 1.1.k w wierszu ciggu nadrzednego wzgledem
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ciggu 1.1.1, 1.1.2 itd., czyli jako wiersz 1.5. Jak wida¢, przyjmujemy umo-
we, ze wiersze glownego toku rozumowania sa oznaczane pojedynczymi
liczbami (1, 2, 3, ...), wiersze rzedu drugiego liczbami podwo6jnymi (1.1,
1.2,..;2.1,2.2, ...), rzedu trzeciego — potréjnymi (1.1.1, 1.1.2, ...; 2.1.1,
2.1.2,2.1.3, ...) itd. Taki sposdb oznaczania wskazuje jednoznacznie na
miejsce danego wiersza (zapisanej w nim formuly) w strukturze dowodu
i ulatwia przestrzeganie zasady, ze w kolejnych wierszach dowodu moz-
na wykorzystywac — oprocz wszystkiego, co wezeéniej uznane w ramach
budowanego systemu — jedynie wiersze rzedow wyzszych od tego, w kt6-
rym jest wykonywany dany krok dowodowy, a wiersze danego rzedu sa
uwarunkowane wszystkimi zalozeniami rzedéw wyzszych.

Zastosowany w dowodzie tezy 8 spos6b dowodzenia jest opisany we
wtoérnej regule budowania dowodow, zwanej regula dolaczania implikacji
do dowodu: do dowodu mozna dolgczyé implikacje, ktorej poprzednikiem
jest zalozenie dodatkowe, a nastepnikiem wyrazenie uzyskane z zatozenia
dodatkowego zgodnie z regutami dowodzenia i na podstawie wyrazen
uznanych wcze$niej (wezeéniejszych wierszy dowodu i tez systemu).

Przyklady zastosowania tej reguly sg widoczne w dowodach formut
(9) (w dowodzie sa dwa zalozenia dodatkowe) i (10) (sa trzy zalozenia
dodatkowe).

T9 [(pva)=rl=[(p=rr@=>n]

Dowéd:
1. (pvg=>r {zal.}
1.1 p {zd.}
1.2 pvqg {DA: 1.1}
13 r {RO: 1, 1.2}
2. p=>r {1.1 = 1.3}
21 q {zd.}
22 pvq {DA: 2.1}
23 r {RO: 1, 2.2}
3. g=>r {2.1 = 2.3}
p=rmaAlg=r) {DK: 2, 3}.

T10 [(pvavr)=s]l=[(p=s)A(@=s)A(T=53)].

Dowbd:
1. (pvgvr)=s {zal.}
1.1 p {zd.}
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1.2 pvqgvr {DA: 1.1}

1.3 s {RO: 1, 1.2}
2. p=>s {1.1 = 1.3}

21 q {zd.}

22 pvqvr {DA: 2.1}

23 s {RO: 1, 2.2}
3. g=>s {2.1 = 2.3}

3.1 r {zd.}

32 pvqvr {DA: 3.1}

3.3 s {RO: 1, 3.2}
4, r=s {3.1 = 3.3}

P=s)A(g=s)A(r=s) {DK:2,3,4}.
Til ~(pvaq) < (~pA~Q).

Poniewaz formutla jest rownowaznoscia, trzeba udowodnié¢ kazda z jej
implikacji sktadowych. W dowodzie wprost implikacji prostej z zalozen
dodatkowych jest wyprowadzana sprzeczno$c, co daje podstawe do przy-
jecia (w gtéwnym nurcie dowodu) zaprzeczenia zalozenia prowadzacego
do sprzecznoSci. Dowdd implikacji odwrotnej jest niewprost, a w zapisie
jego zalozen jest wykorzystana reguta OK (do zalozenia dowodzonej im-
plikacji) i ON (zdn.).

H

~(pva)=(~pr~0q)

1. ~(pvQ) {zal.}
1.1 p {zd.}
1.2 pvqg {DA: 1.1}

2. ~p {1.1 = sprz.: 1, 1.2}
21 g {zd.}
22 pvg {DA: 2.1}

3. ~q {2.1 = sprz.: 1, 2.2}
~p A ~Q {DK: 2, 3}

=

(~pAr~@)=>~(pva)

1. ~p {zal.}

2. ~q {zal.}

3. pvq {zdn.}

4. ¢ {OA: 3,1}
Sprz. {2, 4}.
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Dla poréwnania: w dowodzie wprost implikacji odwrotnej mozna
wykorzysta¢ dolaczanie do dowodu negacji zalozenia dodatkowego pro-
wadzacego do sprzeczno$ci.

1. ~p {zal.}

2. ~q {zal.}
1.1 pvq {zd.}
1.2 q {0A: 1.1, 1}
~(pva) {1.1 = sprz.: 2, 1.2}.

Zastosowany w uzasadnieniu tezy 11 spos6b dowodzenia jest opisany
nastepujgcg (wtérng) regula budowania dowodoéw, zwana regula negowa-
nia (obalania) zalozen dodatkowych: do dowodu mozna dolaczy¢ nega-
cje zalozenia dodatkowego, ktére prowadzi do sprzecznosci. Natomiast
rownowazno$¢ 11, zwana prawem negowania alternatywy (lub drugim
prawem de Morgana), daje podstawe, tak samo zwanej, wtornej regule
dolgczania nowych wierszy do dowodu (bedzie skracana przez NA).

NA ~(@v Y
~P AN ~D

Regula pozwalajaca w dowodzie przyjac zaprzeczenie wyrazenia, kt6-
re prowadzi do sprzeczno$ci, ukazuje wyraznie, ze dowody zalozeniowe
niewprost wyrazenia @ = W, polegajace na okazaniu, ze do sprzecznosci
prowadzi koniunkcja (@ A ~W), ostatecznie takze sprowadzaja sie do
wyprowadzenia nastepnika dowodzonej implikacji. Uzyskawszy bowiem
sprzeczno$¢ z wyjSciowej dla takiego dowodzenia koniunkeji (@ A ~W),
nie kwestionujemy pierwszego jej czlonu, tj. zalozen twierdzenia, lecz
negujemy (~¥), uzyskujac nastepnik ¥.

Tlustracji dla rozumowan zwyklych niewprost dostarczaja dowody
zasady wylaczonego $rodka i zasady niesprzecznosci.

T12 pv~p.

Dowdd:

1. ~(pv~p) {zdn.}

2. ~pA~~p {NA: 1}

3. ~p {OK: 2}

4. p {OK: 2}
Sprz. {3, 4}.

60



ZALOZENIOWY SYSTEM KRZ

T13 ~(p A ~p).

Dowéd:

1. ~~(pA~p) {zdn.}

2. p {OK, ON: 1}

3. ~p {OK, ON: 1}
Sprz. {2, 3}.

W uzasadnieniu wierszy 2. i 3. w sposob skrocony sg wskazane reguly
uzyte w dowodzie: ,argumentem” reguly ON jest wyrazenie zapisane
wwierszu 1., a wynik tego ,,dzialania” jest ,argumentem” reguly OK — wy-
nik tych dzialan jest zapisany w wierszach 2. oraz 3. Ten skrocony sposoéb
bedzie stosowany w opisach schematéow dowodéw lub ich fragmentow.

T14 (pA~p)=q.

Dowéd:
1. p {zal.}
2. ~p {zal.}
3. pvq {DA: 1}
q {0A: 3, 2}.

Teza 14 jest zwana prawem Dunsa Szkota.

T15 ~(pArq) < (~pv~aq).

Dowod:

H

~(pr@)=(~pv~q)

1. ~(prQ) {zal.}

2. ~(~pv~Q) {zdn.}

3. pAaq {ON, NA: 2}
Sprz. {1, 3}

H

(~pv~q)=>~(pPArq)

1. ~pv~q {zal.}

2. p {OK, ON: zdn.}

3. ¢ {OK, ON: zdn.}

4. ~q {0A: 1, 2}
Sprz. {3, 4}.
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Rownowaznoéé 15 jest zwana prawem negowania koniunkeji (lub pierw-
szym prawem de Morgana), tak samo jest nazywana oparta na niej regula
wtbrna dolgczania nowych wierszy do dowodu.
NK ~(@ A V)
~Yv~D

Ti6 (p=q < (~pv.

Dowod:

=

1. p=g {zal.}

2. ~(~pvq) {zdn.}

3. p {OK, ON, NA: 2}

4. ~q {OK, NA: 2}

5. q {RO: 1, 3}
Sprz. {4, 5}

=

(~pva)=((P=0a

1. ~pvq {zal.}

2.p {zal.}
q {OA: 1, 2}.

Rownowazno$c 16 to prawo zastepowania implikacji alternatywa.

T17 [(prq)=>rl<[(pA~r)=~ql

Dowéd:
H
1. (pr)=>r {zal.}
2. p {zal.}
3. ~r {zal.}
4. ~(prQ) {TOL: 1, 3}
5. ~pv~q {NK: 4}
~( {0OA: 5, 2}
=
[(pA~r)=~al=[(pArQ)=T]
1. (par~r)=~q {zal.}
2. p {zal.}
3. ¢ {zal.}
4., ~(pA~r) {TOL: 1, 3}
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5. ~pvr {NK: 4}

r {OA: 5, 2}.

Kolejne dwa twierdzenia zostang udowodnione glownie po to, by
na ich przykladzie zilustrowac, jak w dowodach sg wykorzystywane tezy
udowodnione wczesniej (twierdzenia te zostang uzyte w dowodzie twier-
dzenia dwudziestego).

T18 gq=(p=0Q).

Dowod:

1. ¢ {zal.} 1. ¢ {zal.}

2. p {zal.} 2. p {zal.}

3. ~q {zdn.} 3. gqv~p {DA: 1}

Sprz. {1, 3} q {OA: 3, 2}.
W dowodzie niewprost uzycie zdn. — niezbedne w wyprowadzaniu
sprzeczno$ci — polega tylko na jego sprzeczno$ci z pierwszym zatozeniem
dowodzonego twierdzenia. W dowodzie wprost alternatywa dolaczona
w wierszu 3. dobrana jest tak, by w kolejnym wierszu uzyskaé¢ wyraze-
nie g, do ktérego zmierzalo rozumowanie wprost. Mowi sie, ze zgodnie
z prawem 18 ,prawda wynika z wszystkiego”.

T19 ~p=(p=0).

Dowéd:
1. ~p {zal.}
2. p {zal.}
3. pvq {DA: 2}
q {0A: 3, 1}.

Prawo 19 jest odczytywane jako ,z falszu wynika wszystko”.
W rozumowaniu okazujacym, ze rownowazno$¢:

T20 ~(p=q < (PAr~0q)

jest teza systemu zalozeniowego KRZ, w dowodzie wprost implikacji pro-
stej sa wykorzystane tezy 18 i 19 oraz regula negowania w dowodzie
zalozen dodatkowych prowadzacych do sprzeczno$ci.

Dowdd:
H
1. ~(p=>0q) {zal.}
1.1 ~p {zd.}
1.2 p=q {RO:T19, 1.1}
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2.p
21 g
22 p=q
3. ~q
pA~q
H
(PpAr~@)=~(p=0q)
1. p
~q
pP=q
~p
Sprz.
lub
4. q
Sprz.

Bl

{1.1 = sprz.: 1, 1.2}

{zd.}

{RO: T18, 2.1}
{2.1 = sprz.: 1, 2.2}
{DK: 2, 3}.
{zal.}

{zal.}

{zdn.}

{TOL: 3, 2}

{4, 1}

{RO: 3, 1}

{2, 4}.

Teze (20) i oparta na niej wtérna regute dodawania wierszy do dowodu
zwie sie prawem (regula) negowania implikacji (NT).

NI ~(d= V)
DA~

T21 (p=>qv(g=r).

Dowdd:

L ~[(p=av@=r)]
~(p=0a)

~(q=r)

p

~q

q

SprZz.

AN AN

T22 (p=q) < ~(p A ~0q).

Dowod:

H
(P=aq)=~(pAr~q
1. p=q

2. p

3. ~q

64

{zdn.}

{OK, NA: 1}
{OK, NA: 1}
{OK, NI: 2}
{OK, NI: 2}
{OK, NI: 3}
{5, 6}.

{zal.}
{OK, ON: zdn.}
{OK, ON: zdn.}



ZALOZENIOWY SYSTEM KRZ

4. ~p {TOL: 1, 3}
Sprz. {2, 4}.

=

~pr~q)=(p=0q)

1. ~(pAr~0Q) {zal.}

2. p {zal.}

3. ~pvq {ON, NK: 1}
q {OA: 3, 2}.

Teza T22 jest zwana prawem zastepowania implikacji koniunkcja. Warto
dostrzec, ze prawa tego nie da sie w kontekscie dotychczas udowodnio-
nych twierdzen i regul wyprowadzi¢ bezposrednio z (prawa i reguly) NI
(brak odpowiednika prawa T7, tj. transpozycji, dla rownowaznosci).

W dowodach tez, w ktorych wystepuje znak rownowaznosci, korzysta
sie czesto z nastepujacych praw (23—26) i odpowiadajgcych im reguk:

T23 [(peg)Apl=aq.

Dowéd:
1. peq {zal.}
2. p {zal.}
3. p=q {OR: 1}
q {RO: 3, 2}.

Na tezie 23 jest oparta regula odrywania dla rownowaznosci, ktéra tu
bedzie oznaczana symbolem RO_ (jest takze uzywane oznaczenie RO,,):
RO_ (OR=' 4
@ (V)
v (D)

T24 [(p<= ) A~al= ~p.

Dowéd:
1. peg {zal.}
2. ~q {zal.}
3. p=q {OR: 1}
~p {TOL: 3, 2}.

Teza 24 to prawo modus tollens dla rbwnowazno$ci; tak samo zwie sie
wtornag wzgledem tej tezy regule, ktora oprocz przypadkéw widocznych
wprost w ponizszym schemacie obejmuje, analogicznie jak TOL dla im-
plikacji, kolejne dwie sytuacje, r6znigce sie tylko umiejscowieniem negacji
(patrz T6 i og6lny zapis reguly TOL).
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TOL_ do W
~Y (~D)
~0 (~¥)
Kolejna rownowaznos¢ to tzw. prawo transpozycji dla rbwnowaznosci.

Dowody obu jej sktadowych implikacji sg wprost.
T25 (p<q) < (~q< ~p).

Dowéd:
H
(p=ag)=(~ge ~p)
1. peq {zal.}
1.1 ~q {zd.}
1.2 ~p {TOL_: 1, 1.1}
2. ~g=>~p {1.1=>1.2}
21 ~p {zd.}
2.2 ~q {TOL_: 1,2.1}
3. ~p=>~q {21=2.2}
~0 < ~p {DR: 2, 3}
H
(~ge~p)=>(Pea)
1. ~ge~p {zal.}
1.1 p {zd.}
1.2 q {TOL_: 1, 1.1}
2. p=q {11=1.2}
2.1 q {zd.}
22 p {TOL_: 1, 2.1}
3. g=p {21=2.2}
p<q {DR: 2, 3}.
Oto schemat dla opartej na tym prawie reguly:
TR, Pow
~V o~

T26 [peogdr(@en]=(pPen.

Dowdd:
1. peq {zal.}
2. gor {zal.}
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1.1 p {zd.}

1.2 q {RO_:1, 1.1}

1.3 r {RO_:2,1.2}
3. p=>r {1.1 = 1.3}

Analogicznie jak wiersz 3., tj. wychodzac od zalozenia dodatkowego 2.1
ristosujac RO_, uzyskuje sie
4. r=p

per {DR: 3, 4}.
Teza wlaénie udowodniona to tzw. prawo przechodnio$ci dla réownowaz-
nosci.
T27 [(p=DAT=91=[(pArr)=(@QAs)]

W dowodzie wprost implikacji (27) wystarczy zastosowaé do zalozen
kolejno reguly OK, dwukrotnie RO oraz DK. Teza ta to tzw. prawo mno-
zenia implikacji stronami, ktore daje podstawe tak samo nazwanej (MIS)
i czesto stosowanej w dowodzeniu regule dolgczania wierszy do dowodu.

MIS O, =Y,

(@ ADP N ADP)= (P AN AT)

n

T28 [(p=mA(@=rA(pva)l=r

Dowdd:

1. p=>r {zal.}

2. g=>r {zal.}

3. pvq {zal.}

4, ~r {zdn.}

5. ~q {TOL: 2, 4}

6. p {0A: 3, 5}

7.1 {RO: 1, 6}
sprz. 4, 7.

W dowodzie niewprost tej tezy stosuje sie kolejno regulty TOL, OA i RO
(uzyskujac sprzeczno$é: ~r A r). Prawo to i oparta na nim regula sg zwa-
ne — dylematu konstrukcyjnego prostego (DKP):
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DKP o =V

Na prawie tym jest rowniez oparta reguta wtérna budowania dowo-
doéw, tj. tworzenia dowoddw rozgalezionych wprost: dowod wyrazenia
D= (D, .= (D, = D) ..),n =1 jest zakonczony, jedli otrzyma
si¢ @ z kazdego z zalozen dodatkowych ¥, ¥, ..., ¥, ktorych alterna-
tywa nalezy do dowodu lub moze by¢ don dolaczona jako podstawienie
tezy logiczne;j.

T29 [p=>PArr=5)A(pvr)]=(qvVvs).

Dowéd:

1. p=>q {zal.}

2. r=s {zal.}

3. pvr {zal.}
1.1 p {zd.}
1.2 ¢ {RO: 1, 1.1}
1.3 qvs {DA: 1.2}
21 r {zd.}
22 s {RO: 2, 2.1}
23 qvs {DA: 1.2}

co konczy dowdd rozgateziony {1.1 = 1.2, 2.1 = 2.3, 3}.

Warto zauwazy¢, ze:

(i) odwolywanie sie w dowodzie tej tezy nie do reguly tworzenia do-
wodow rozgalezionych, lecz do reguly dolaczania wierszy DKP wymaga
dopisania do dowodu dwoch implikacji podsumowujacych wnioskowania
rozpoczynajace sie od zalozen dodatkowych oraz wiersza uzyskanego
zgodnie z DKP:

4. p=(Qvs) {11=1.3}
5. r=(Qvs) {2.1 = 2.3}
qvs {DKP: 4, 5, 3}.

(ii) powolywanie sie nie na regule dolaczania wierszy DKP, lecz na
prawo dylematu konstrukeyjnego prostego wymaga ponadto wyraznego
zapisania koniunkcji wierszy 4, 5 i 3, dokonania w tezie 28 podstawien:
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g/r oraz r/(p v q); dopiero zastosowanie RO do tak przeksztalconego
prawa dylematu konstrukcyjnego prostego i tej koniunkcji (jest poprzed-
nikiem wyrazenia uzyskanego w wyniku przeksztalcenia) prowadzi do
konczacego ten dowod wyrazenia q v s. Przyklad ten dobrze ilustruje
upraszczajaca dowodzenie role regul wtérnych dotaczania nowych wierszy
i budowania dowodow.

Teza 29 to prawo dylematu konstrukecyjnego zloZzonego, tak samo jest
zwana (DKZ) oparta na nim regula dolaczania nowych wierszy do dowodu.
Oto schemat wnioskowania zgodny z ta regula, uogélniony na n implikacji.

DKZ O, =Y,

YvW¥,v.v¥

Schemat ten mozna wyrazic tak: jesli sa w wierszach dowodu implikacje
i alternatywa ich poprzednikéw, to mozna w nowym wierszu uznac alter-
natywe nastepnikow tych implikacji.

T30 [(p=>PDAl=9)]=[(pvr)=(@Qvs)]

Dowéd:
1. p=q {zal.}
2. r=s {zal.}
3. pvr {zal.}
gvs {DKZ: 1, 2, 3}.

I prawo 30, i opartg na nim regute wtérna nazywa sie dodawaniem im-
plikacji stronami (DIS).

DIS o, =Y,

(@,vD,v..vO®)= (P, v¥,v..v¥)

Gdy ma sie w dowodzie n implikacji, wtedy — postepujac wedlug
DIS - mozna w kolejnym jego wierszu przyja¢ implikacje, ktorej po-
przednikiem jest alternatywa poprzednikéw, a nastepnikiem alternatywa
nastepnikéw tych n implikaciji.
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T31 [(p=>PAT=s)Ar~(qvs)]=~(pvr).

Dowdd:
1. p=q {zal.}
2. r=s {zal.}
3. ~(gqvs) {zal.}
4. ~q {OK, NA: 3}
5. ~s {OK, NA: 3}
6. ~p {TOL: 1, 4}
7. ~r {TOL: 2, 5}
8. ~pa~r {DK: 6, 7}
~(pvr) {NA: 8}.
Powyzsze rozumowanie wprost warto uzupehi¢ dowodem niewprost:
1. p=>q {zal.}
2. r=s {zal.}
3. ~(qvs) {zal.}
4. pvr {zdn.}
1.1 p {zd.}
1.2 ¢ {RO: 1, 1.1}
1.3 qvs {DA: 1.2}
sprz. 3, 1.3
21 r {zd.}
22 s {RO: 2, 2.1}
23 qvs {DA: 2.2}
sprz. 3, 2.3.

Zastosowane w tym rozumowaniu kroki od 1.1 do ostatniego wiersza sa
zgodne z regula wtérng budowania dowodoéw, tj. tworzenia dowodow roz-
galezionych niewprost: dow6d wyrazenia @, = (@, = ...= (D, | =D,)...),
n > 1 jest zakonczony, jesli otrzyma sie sprzeczno$¢ z kazdego z zalozen
dodatkowych ¥, ¥, ..., ¥, ktérych alternatywa nalezy do dowodu lub
moze by¢ don dolaczona jako podstawienie tezy logiczne;j.

T32 [(p=>PAT=9)ArPvr)a~@Qars)]l=[g=p)Als=1)]

Dowdd:

1. p=>q {zal.}
2. r=s {zal.}
3. pvr {zal.}
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4. ~(qArs) {zal.}
5. ~gqv~s {NK: 4}
1.1 q {zd.}
1.2 ~s {0A:5,1.1}
1.3 ~r {TOL: 2, 1.2}
14 p {OA: 3,1.3}
6. q=p {1.1=>1.4}
W sposob analogiczny, wychodzac od zalozenia dodatkowego 2.1 s, uzy-
skuje sie
7. s=>r
g=p)a(s=>r) {DK: 6, 7}.

Teza 32 to prawo odwracania implikacji stronami, dajace podstawe na-
stepujacemu schematowi wnioskowania (regule OIS):

OIS D =0

DO VvD,v..vOD,
~(P.AP),dlal<i#j<n

Zgodnie z tym schematem z n implikacji, alternatywy ich poprzednikow
i stad, ze dowolne dwa ich nastepniki nie sg jednoczes$nie prawdziwe,
mozna — wedlug OIS — wyprowadzi¢ implikacje odwrotne.

W wielu dowodach korzysta sie z tzw. praw ekstensjonalnoéci. Sfor-
mulowania tych praw dla poszczegblnych funktoréw prawdziwoséciowych
podpadaja pod nastepujacy schemat:

T33 [pePda(res)=[(PFr)e(@Fs)], Fe{a v, = <, .5

Schemat ten obejmuje prawa zwane, kolejno, prawem ekstensjonal-
noé$ci dla koniunkgcji, alternatywy zwyklej, implikacji, rbwnowaznoSci itd.
Nizej sa udowodnione pierwsze z tych praw.
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T33a [(peodarires)]=[(par)<(@as)).

Dowdd:

1.
2.

3.

analogicznie, wychodzac od zalozenia 2.1 g A s, wyprowadza sie impli-

p<=q
rss

1.1 par
1.2 p
13 r
1.4 ¢
15 s

1.6 gas

(PAr)=(qAs)

kacje odwrotna

4,

@rs)=(@Enan
(pAr)=(qnas)

{zal.}

{zal.}

{zd.}

{OK: 1.1}
{OK: 1.1}
{RO_:1, 1.2}
{RO_:2,1.3}
{DK: 1.4, 1.5}
{11=1.6}

{2.1 = 2.6}
{DR: 3, 4}.

T33b [(peodArTos)=[(pvr)=(@vs)l.

S

p<=q

res

p=q

q=0p

r=s

s=>r

1.1 pvr

1.2 qvs
(pvr)=(@Qvs)
21 qvs

22 pvr
@vs)=(@vr)
(pvr)=(@vs)

{zal.}

{zal.}

{OR: 1}

{OR: 1}

{OR: 2}

{OR: 2}

{zd.}

{DKZ: 3,5, 1.1}
{1.1=1.2}
{zd.}

{DKZ: 4, 6, 2.1}
{21 =22}
{DR: 7, 8}.

T33¢c [(peodarreos)l=p=>r) < (@=s)].

Dowod:

1.
2.

72

p<=dq

res

1.1 p=r
1.1.1 q

{zal.}
{zal.}
{zd.}
{zd.}



ZALOZENIOWY SYSTEM KRZ

1.1.2 p {RO_:1,1.1.1}
1.1.3 r {RO:1.1,1.1.2}
1.1.4 s {RO_:2,1.1.3}
12 g=s {1.1.1=1.1.4}
3. (p=r=(0@=ys) {11=1.2}

w sposo6b analogiczny, wychodzac od zatozenia dodatkowego 2.1 q = s,
da sie osiggnac¢ implikacje odwrotna:
4. Q=9s)={P="1

p=rne(@=s) {DR: 3, 4}.

Prawa ekstensjonalno$ci sg podstawowe dla udowodnienia reguly za-
stgpowania cztonow rownowaznosci (oznaczanej tu przez RZ,_, aw wielu
notacjach przez RZ_, zwanej takze reguly zastgpowania dla rownowaz-
nosci oraz, dwuznacznie, reguta ekstensjonalnosci dla rownowazno$ci)*!.
W sformulowaniu tej reguly jest uzyte pojecie zastepowania:

X(D/P) to wyrazenie uzyskane z X w wyniku zastgpienia w nim

wyrazenia @ przez rownowazne wyrazenie ¥ na k sposréd n miejsc

wystepowania wyrazenia @ w wyrazeniu X, przy czym 0 < k < n > 0.
Warto dostrzec, ze z definicji zastepowania wynika, iz X(@/ W) = X, gdy
n =0 (. gdy @ nie wystepuje w X) lub gdy k = 0 (® nie zostalo zastapione
w zadnym miejscu).

Reguta RZ_ jest oparta na tym (metatezie), ze teza zalozeniowego
rachunku zdan jest kazde wyrazenie postaci:

MT33 (@ < VW)= (X< X(o/WP)).

Oto schematy wnioskowania zgodnego z reguta RZ _:

roOwnowaznie: [ORSW' 2
(ORSN X
X < X(o/w) X(o/WP)

Jesli uznaje si¢ wyrazenie X, to mozna tez wedtug reguly RZ _ uznac kaz-
de wyrazenie uzyskane z X wskutek zastapienia w nim pewnych czlonow

' Skrét RZ,, tj. RZ z indeksem dolnym <, jest uzyty zamiast RZ, po to, by analo-
gicznie oznaczaé reguly zastepowania oparte na relacjach innych niz réwnowaz-
no$é: w dalszych w rozwazaniach bedzie mowa o regule RZ_, tj. zastepowania
w wyrazeniach uznanych pewnych ich cztondéw wyrazeniami oznaczajacymi to samo
(takze na podstawie definicji: RZ_, tj. zastepowania wprowadzonych definicyjnie
nazw oznaczajacych to samo).
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wyrazeniami z nimi rOwnowaznymi. Jesli zatem uznawana formula X jest
teza, to teza jest rowniez X(O/ P).

Zdefiniowang wyzej operacje zastepowania w wyrazeniach czlonow
rownowaznych trzeba odréznia¢ od dzialania podstawiania:

O(t/P) to wyrazenie uzyskane z @ w wyniku podstawienia za wyste-

pujaca w @ zmienng t wyrazenia ¥; og6lniej:

(L /Y, t1Y,, ...t /P towyrazenie uzyskane z @ w wyniku podsta-

wienia wystepujacych w @ zmiennych t , t,, ..., t_ przez, odpowiednio,

wyrazenia ¥, ¥, ..., ¥, przy czym n > 0.

Z definicji podstawiania wynika, ze ®(t / v t/Y,, .., t /¥ ) = @, gdy
n =0, tj. gdy nie dokonano podstawienia za zadna ze zmiennych (w szcze-
gblnym przypadku — poniewaz w @ nie ma zmiennych).

Trzeba dostrzegac roznice miedzy podstawianiem a zastepowaniem:
podstawia sie tylko za zmienne i w kazdym miejscu wystepowania danej
zmiennej, a zastepuje sie wyrazenia zlozone i niekoniecznie w kazdym
miejscu, w ktorym wystepuje zastepowane wyrazenie.

Sformulowanie reguly podstawiania (RP) jest analogiczne do reguly
RZ_: jesli uznaje si¢ wyrazenie @, to zgodnie z RP mozna tez uznac
D(t/ v, t/W,, ..., t /¥ ); jesli zatem @ jest tez, to tezg jest rowniez
ot /Y, t1Y,, ...t [P).

Oto schemat wnioskowania zgodny z RP:

RP @
Ot /W, tJP,, ...t /W)

Wyslowiajac prosciej sens powyzszego schematu, mozna powiedzieé, ze
jesli uznaje sie wyrazenie @, to mozna takze uznaé wyrazenie uzyskane
z @ w wyniku prawidlowego podstawienia, a w szczegélnoéci: kazde pod-
stawienie tezy (prawa) KRZ rowniez jest teza (prawem) KRZ.

Spojrzmy na przyklady zastosowania regut RZ_ i RP.

T34 ~peg<elpa~q)vga~p)l

Dowdd:
H
1. ~(p=Q) {zal.}
2. ~[p=dA(@=pll] RZ_:1,(peg)e(p=9A@=p)}
3. ~(p=qv~(@=p) {NK: 2}
1.1 ~(p=0q) {zd.}
1.2 pa~q {NI: 1.1}
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4. ~(p=q=(pPAr~q) {11=1.2}
21 ~(=p) {zd.}
22 gA~p {NI: 2.1}
5. ~(q=p)=(@QA~p) {2.1 = 2.2}
6. [~p=>pVv~@=pl=I[pAs~a)v(gns~p)] {DIS: 4, 5}
(pA~a)v(Qa~p) {RO: 6, 3}
H
1. (pAr~a)v(gna~p) {zal.}
1.1 pa~q {zd.}
1.2 ~(p=0) {NI: 1.1}
2. (pr~q)=~(p=0q) {1.1=1.2}
2.1 gAa~p {zd.}
22 ~(@=p) {NI: 2.1}
3. Qa~p)=~[@Q=p) {2.1 = 2.2}
4. [(pr~a)v@ar~p)l=[~(p=9 v~(=p)] {DIS: 2, 3}
5 ~(p=qv~@=p) {RO: 4, 1}
6. ~[(p=wdA@=p)l] {NK: 5}
~(p=a) {RZ_:6,(p=q) <= [(p=>)A@@=p)k

Prawa zastepowania rownowazno$ci koniunkcja jej implikacji sktado-
wych, wskazanego w uzasadnieniu wiersza drugiego, dowodzi sie tatwo,
korzystajac z OR i DK.

T35 (pArq)<=(QAap).

Teza (35) to prawo przemiennoéci koniunkeji, ktérego podstawie-
niami sg m.in.:

T35a [(pvaarlera(pval  {RP:35(p/pvg, a/r)}

T35b (par)< (rap) {RP: 35(q/r)}
T35¢ (gar)<(TaAQ) {RP: 35(p/q, g/m)} =
= {35b(p/q)}.

Kazde z wyrazen 35a—35c rowniez jest teza (prawem) KRZ, po-
niewaz dzialanie podstawiania przeksztalca tezy w tezy. Wlasnoé¢ by-
cia teza (prawem) jest wiec niezmiennikiem dzialania podstawiania.
Ksztalt kazdego z tych wyrazen, jak réwniez prawa 35, podpada pod
ogoblny, zapisany w metajezyku schemat prawa przemienno$ci koniunkcji:
(DOAY) s (P AD).

75



KLASYCZNY RACHUNEK ZDAN (KRZ)

T36 [(pva)arlepar)vigan]

Formula 36 to prawo rozdzielno$ci koniunkcji wzgledem alternaty-
wy. W rozgatezionym dowodzie wprost implikacji prostej w charakterze
zalozen dodatkowych przyjmuje sie skladniki alternatywy (p v q) i ko-
rzystajac kolejno z regul DK i DA, wyprowadza sie z nich alternatywe
(p A 1) v (g A ). Implikacje odwrotng najprosciej jest udowodnié¢ nie
wprost: wynikiem zastosowania reguly NK do zdn. jest alternatywa
~(p v q) v ~r, ktorej kazdy sktadnik przyjety jako zalozenie dodatkowe
prowadzi do sprzeczno$ci z wyj$ciowym zalozeniem, tj. z alternatywa
(PAr)v(gAar).

Dowéd:
H
1. pvq {zal.}
2. r {zal.}
1.1 p {zd.}
1.2 par {DK: 1.1, 2}
1.3 (par)v(gar) {DA: 1.2}
2.1 q {zd.}
22 gar {DK: 2.1, 2}
23 (par)v(gar) {DA: 2.2}
(PpAr)v(gar) {rozg. wprost: 1.1 = 1.3,2.1 = 2.3, 1}
=
[(pva)arlel(panr)v(gar)]
1. (pAar)v(@arn) {zal.}
2. ~[(pva)ar] {zdn.}
3. ~(pvqQv~r {NK: 2}
1.1 ~(pvQq) {zd.}
1.2 ~pa~q {NA: 1.1}
1.3 ~p {OK: 1.2}
1.4 ~q {OK: 1.2}
1.1.1 (par) {zd.}
1.1.2 sprz.:1.3,1.1.1
1.5 ~(parm) {1.1.1 = sprz.}
1.6 qar {0OA: 1, 1.5}
sprz. 1.4, 1.6
21 ~r {zd.}
2.1.1 (gam) {zd.}
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21.2 sprz..2.1,2.1.1

22 ~(qarm) {2.1.1 = sprz.}
23 par {0A: 1,22}
sprz. 2.1, 2.3 {rozg.nwpr.: 1.1 = sprz., 2.1 = sprz., 3}.

W wyniku odpowiedniego zastosowania do tezy 36 reguly RZ_ uzy-
skuje sie tzw. drugie prawo rozdzielnosci koniunkeji wzgledem alterna-

tywy:

T37 [ra(pva)]lerap)v(rag)]
{RZ_:36,((pva)ArdrA(pvQ);35a,

p A 1T A p; 35b,

gArf/raq; 35¢)}.
Ze zastepowane czlony sa rownowazne, widaé kolejno w réwnowazno-
Sciach 35a, 35b i 35¢ (wskazanych w uzasadnieniu przejscia od 36 do 37).

Z prawa 37 w wyniku odpowiednich podstawien uzyskuje sie takie

oto wyrazenia (zwane podstawieniami drugiego prawa rozdzielnosci ko-
niunkcji wzgledem alternatywy):

T37a [par(rvs)l<l(par)v(pas) {RP: 37(r/p, p/r, 9/s)}
T37b [ga(rvs)]<[(qar)v(gas)] {RP: 37(r/q, p/r, q/s)}.

Podstawieniem prawa 36 jest m.in. nastepujaca formutla (teza):
T38 [(pvaa(rvs)le{lpavs)Iviga(rvs)]y {RP:36(r/rvs)}.

Zastosowanie do tezy 38 reguly RZ _ kierowane rownowaznos$ciami
37a i 37b prowadzi do tezy zwanej prawem mnozenia alternatyw:

T39 [pva)Aavs)le{lipar)vpas)]vi(@ar)v(gas)]t

{RZ_:38,[pA(rvs)l/l(parr)v(pAas)]; 37a,
[a A (rvs)/l@ar)v(gns); 37b}.

*

Omowione wyzej reguly i tezy zalozeniowego systemu KRZ — pier-
wotne i wtorne — sa zestawione w ponizszej tabeli (S-B wskazuje na
system Stupeckiego i Borkowskiego, na ktérym rozwijany tu system jest
wzorowany).
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reguly systemu zalozeniowego KRZ S-B

dolaczania wierszy | budowania iozl%(:)zama
do dowodu dowodéw
systemu
E‘ RO: OK, DK, OR, DR, |~ zalozeniowych: wprost, nie-
2 | OA DA wprost .
o ’ — zwyklych: wprost, niewprost e
——— Jesli istnieje
ON, DN; TOL, TR; NA, | — dolaczania implikacji do do- | qowsd @, to
% NK, NI; wodu ) D jest teza
3 |RO_, TOL_, TR_; — negowania zal. dodatkowych
% | MIS, DKP, DKZ; DIS, | — dowoddéw rozgaltezionych:
OIS; RZ_, RP wprost, niewprost

4. Aksjomatyczne systemy KRZ

Po og6lnych uwagach o systemach aksjomatycznych sg scharakteryzowa-
ne zbudowane aksjomatycznie rachunki zdan Hilberta i Bernaysa oraz
Eukasiewicza.

4.1 Uwagi ogolne

W punkcie wyjécia systemoéw budowanych aksjomatycznie sa zawsze
przyjmowane aksjomaty oraz reguly dowodzenia. Aksjomaty to nieudo-
wodnione w danym systemie twierdzenia uznane za prawdziwe, z kto-
rych sa wyprowadzane pozostale tezy systemu. W aksjomatach wystepuja
terminy pierwotne systemu, tj. te spos$rod jego terminoéw specyficznych,
ktore nie sa zdefiniowane wprost, lecz jedynie kontekstowo, a kontekstem
definiujgcym jest uklad aksjomatow, zwany krotko — aksjomatyka. Przy-
jete w punkcie wyjécia reguly dowodzenia (wyprowadzania, inferencji) sa
zwane — jak w systemach zalozeniowych — pierwotnymi. Ponadto juz na
poczatku budowania systemu moga by¢ przyjete rownosSciowe definicje
terminéw specyficznych wtoérnych, tj. zdefiniowanych za pomoca termi-
néw pierwotnych. Tezami systemu aksjomatycznego sa jego aksjomaty
oraz wszystkie twierdzenia udowodnione na podstawie aksjomatow i re-
gut dowodzenia oraz, ewentualnie, definicji terminéw wtérnych.
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Systemy aksjomatyczne moga sie r6zni¢ aksjomatami, terminami
pierwotnymi, regulami dowodzenia oraz doborem i definicjami terminow
wtornych (moga byé¢ sformulowane w jezyku rachunku lub w metajezyku).
Sa jednak ogo6lne warunki, ktory dowolny dobér aksjomatoéw, terminéw
pierwotnych regut dowodzenia i definicji musi spetniaé:

(i) Aksjomaty musza by¢ wyrazeniami prawdziwymi rachunku, a re-
guly wnioskowania (dowodzenia) musza by¢ niezawodne, tzn. zawsze
prowadzi¢ od wyrazen prawdziwych do prawdziwych.

(ii) Aksjomaty i reguly dowodzenia musza by¢ tak dobrane, by dalo
sie z nich wyprowadzi¢ wszystkie wyrazenia prawdziwe danego rachunku.
Inaczej moéwiac, ogot tez danego systemu aksjomatycznego KRZ powinien
by¢ tozsamy z ogblem jego praw, czyli wyrazen prawdziwych.

(iii) Terminy pierwotne powinny by¢ wzgledem siebie niezalezne,
tzn. kazdy z nich ma by¢ niedefiniowalny przez pozostale, a jednocze$nie
terminy pierwotne i definicje terminéw wtérnych powinny wystarczy¢ do
sformulowania wszystkich wyrazen zapisanych za pomoca dowolnych
termin6éw danego systemu.

Pierwszy aksjomatyczny system rachunku zdan jest zawarty w pi-
smach Fregego (z 1879 roku), najbardziej znane zostaly opracowane w ub.
wieku przez D. Hilberta i P. Bernaysa (HB) oraz przez J. Lukasiewicza (L).

4.2 System Hilberta i Bernaysa

Hilbert i Bernays przyjeli 15 aksjomatow oraz 5 terminéw pierwotnych,
tj. ~, A, v, = oraz <:

Al p=>a=>[@=r=pE=r)]

A2 . p=(=p)

A3 . (p=PE=a9]l={pE=209

A4HB p=~~p

A5HB ~~p=p

A6, pP=a9=0Fqg=~p)

A7, (prg)=p

A8, . (prd)=q

A9 . p=P=>{p=>r=[pP=>0Q@AnN]}

A10, p=((pPva
All qa=(@pEva
Al12 p=n={@=nr=[ppva=rl}
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Al13, Ppead=0P=9

Al4, (ped)=(@=p)

Al5, P=w=M[g=p)=(P<=aql

Jak wida¢, niektore sposérod tych aksjomatéow sa odpowiednikami
pierwotnych regul dolgczania wierszy do dowodu przyjetych w syste-
mie zalozeniowym S-B przedstawionym w **RI1.3: OK (A.7, A.8), DA
(A.10,A.11) oraz O/DR (A.13, A.14, A.15). Poérod aksjomatdow sg takze
tezy udowodnione w tym systemie zalozeniowym: A.4 i A.5 to prawa
podwdjnej negacji (T3, T4) — i oparte na nich reguly wtorne dolacza-
nia i opuszczania podwdjnej negacji; A.1 jest prawem sylogizmu wa-
runkowego (udowodnionym w prezentacji systemu S-B jako T1), A.2
to podstawieniowy odpowiednik tezy 18 (interpretowanej jako ,prawda
wynika z wszystkiego”, a zwanej tez prawem poprzednikow), A.6 to pra-
wo transpozycji (jest implikacja prosta zawarta w rownowazno$ciowym
prawie transpozycji, udowodnionym jako teza 7), A.9 odpowiada prawu
(i regule) mnozenia implikacji stronami (w tezie 27 obie ,mnozone”
implikacje r6znia sie rowniez poprzednikami i sg czynnikami koniunkeji
bedacej poprzednikiem tej tezy), A.12 to odpowiednik prawa dylematu
konstrukecyjnego prostego (teza 28).

Wypisany wyzej uklad aksjomatéow A.1—A.15 mozna upros$cié¢, np.
aksjomaty A.1 1 A.3 da sie zastgpi¢ prawem [p = (=)= [(p = q) =
(p = r)], zwanym sylogizmem Fregego, a implikacje A.4—A.6 — implikacja
(~g = ~p) = (p = q) (zwana odwrotnym prawem transpozycji):

Al [p=@=2nl=[(p=>q9=>(pE=r)]
A2 p=(q=p)

A3 (~g=~p)=(pP=09)

A4 (prd)=p

A5 (prad)=q

A6 p=D={p=>r=[pP=>0QAnN]}
A7 p=({pva

A8 g=(@{pva

A9 p=n={@=r=[(pve=rl}
A.10 peod=>pP=09

A1l pegp=>0Q=0p)

A12 (p=a9=[g=p)={pPql>

12 Uproszczenie to jest zgodne z uwagami sformutowanymi w L. Borkowski, Wpro-
wadzenie do logiki i teorii mnogosct, dz. cyt., s. 79.
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Jako pierwotne reguly dowodzenia zostaly w systemie aksjomatycz-
nym HB przyjete reguta odrywania (RO) i regula podstawiania (RP).
Warto tu powtorzy¢, ze jesli uznaje sie wyrazenie @, to mozna takze uznaé
wyrazenie uzyskane z @ w wyniku prawidlowego podstawienia, a w szcze-
golnosci: jesli @ jest teza, to tezg jest rowniez wyrazenie @(¢,/¥, t,/V,,

., t /¥), czyli kazde podstawienie tezy (prawa) KRZ rowniez jest teza
(prawem) KRZ. Dlatego kazdy z wierszy dowolnego dowodu budowane-
go w systemie aksjomatycznym jest tezg (prawem) KRZ, poniewaz jest
uzyskany w wyniku zastosowania RP oraz RO do tez (praw) przyjetych
w charakterze aksjomatéw. Rozumowania w systemach aksjomatycznych
(ich wyniki) sa wiec dowodami zwyklymi wprost.

Dla zilustrowania dowodzenia w systemach aksjomatycznych spojrz-
my, jak te reguly pierwotne sg stosowane w wyprowadzaniu tez KRZ
z uproszczonego ukladu A.1-A.12 aksjomatoéw systemu HB (w ich nu-
meracji jest indeks odsylajacy do tego systemu).

T, @=nrnN=[(pP=2)d=pE=r)

Dowod:

Pierwszy wiersz dowodu jest wynikiem podstawienia w A.2 za zmienng p

wyrazenia [p = (q = r)] = [(p = q) = (p = r)], czyli aksjomatu A.1,

a za zmienng q zmiennej s.

L {lp=@=nl=k=>ad=F=n={={=0@=n]=
=== pP=r]

Uzasadnienie dla tego wiersza/tej tezy zapisane skrotowo {RP: A.2(p/A.1,

g/s)}. Schemat wyrazenia 1., w ktérym fragmenty réwnoksztaltne z ak-

sjomatem A.1 sa skrocone symbolem ,A.1” , wyglada tak:

I'Al=(s=Al)

Schemat 1’ latwiej pozwala dostrzec, ze kolejny wiersz jest wynikiem

zastosowania reguly odrywania do tezy 1. i aksjomatu A.1:

2.s=>{p=>@=>n=[(p=>0=pE=>n]1} {RO: 1,A.1}
B.(g=n={lp=0@=n]l=[(p=9=pE=n] {RP:2.(/q=r1}
4. (q=r)=[p=@=r)] {RP:A.2(p/g=r,q/p)}

5.@=n=6=>]l={lla=r=sl=[a=r) =t}

{RP: A.1(p/q=r, q/s, r/t)}
W wyniku podstawienia w tezie 5. za zmienna s wyrazenia p = (q = r),
a za zmienng t implikacji (p = q) = (p = r) uzyskuje sie kolejny wiersz
tego dowodu:
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6.{a=>nr={p=>@=nNl=Mp=>a=>(E=>nl}l}=
>{@=n=p=>@=nNlk={d=>r=M(p=>0=(E=>nl}}
{RP:5.(s/p=(g=r),t/(p=d = (p=r))}
Poniewaz poprzednik implikacji zapisanej w wierszu szostym jest teza
zapisang w wierszu trzecim, wiec otrzymujemy:
7{a@=n=p=>0@=>nl={@=>r=Mp=>9=(E=n1}
{RO: 6, 3}.
Ponowne zastosowanie reguly odrywania prowadzi do dowodzonej tezy
(T1_p):
(a=nr=p=>a=0E=r)] {RO: 7, 4}.

T2 p=>a=>[@=r=pE=r)]

HB

W systemie HB z pigtnastoma aksjomatami wyrazenie T2, czyli
prawo sylogizmu warunkowego, jest pierwszym z aksjomatow; gdy jednak
przyjmie sie uklad aksjomatow A.1-A.12 (z prawem Fregego), implikacje
(2,,;) trzeba udowodnic.
Dowdd:
Pierwszy wiersz tego dowodu jest wynikiem podstawienia w aksjomacie
Al [p=@=nl=Mp=>0=(E=r)]
za zmienng p implikacji g = r, za q wyrazenia p = q, za r implikacji p = r.
L {@=n=Mp=ad=E=>nE=>{=>r=0pE=>9l=[(@=r
= (p=>nrl} {RP: Al(p/g=r,q/p=q,r/p=r1r)}.
Poprzednik implikacji 1. jest rownoksztaltny z 1
jej nastepnik:
2.[g=rnN=>pP=29l=[(d=>rN=pE=r1r)] {RO:1,T1 .}
Kolejny wiersz ponownie jest rezultatem podstawiania, tym razem w tezie
(1,_,): za zmienng p wyrazenia p = q, za g implikacji (q = 1) = (p = 1),
a za zmienng r wyrazenia ( = r) = (p = r):
3. {la=nN=FE=]=(d=>nn=p=>=>{p=>a=
[(a=nr=CE=>pl={=>a=(a=r=E=nl}}
{RP:T1 (p/p=0q,7/(=T1)= (p =)}
Jako ze poprzednik implikacji 3. jest rownoksztaltny z 2., wiec otrzymu-
jemy:
4. {p=a=>[@=n=pP=>ql={P=>D=>[q=>r=(E=nl
{RO: 3, 2}.
Kolejny wiersz jest wynikiem odpowiednich podstawien w A.2:
5. (p=9=[@=r=(pP=09] {RP: A.2(p/p =g, a/q = 1)}
Poniewaz implikacja w wierszu 5. jest poprzednikiem tezy 4., wiec:

Le» Wiec mozna uznaé
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p=>a=>[@=nr=pE=r)] {RO: 4, 5}.

T3, pP=p.

Dowdd:

1. [p=@=pPl=[(p=9) =(p=p)] {RP: A.1(r/p)}

2. (p=9=pE=0p {RO: 1, A.2}

3. [p=@=pPl=(pO=p {RP: 2(0/q = p)}
p=p {RO: 3, A.2}13,

4.3 System tukasiewicza

System aksjomatyczny KRZ, ceniony za prostote ukladu aksjomatow,
zbudowal J. Lukasiewicz (system L)!*. System ten jest oparty na trzech
aksjomatach, w ktorych jako terminy pierwotne wystepuja tylko funktory
implikacji i negacji, dlatego jest zwany implikacyjno-negacyjnym:

Al, (p=9=[@=>r=(E=>7)]
A2 (~p=p)=p
A3, p=(~p=0q.

Jako reguly pierwotne sa w nim przyjete regula odrywania i regula
podstawiania. Ponadto funktory prawdziwo$ciowe koniunkcji, alterna-
tywy zwyklej i rownowaznoSci itd. sa wprowadzone za pomoca metaje-
zykowych definicji:

D1, OPAY=, ~(®=~¥)

L

D2 Oov¥P=,~0=W
D3 OV =,(2=VY)A (V=)

Wystepujacy w tych definicjach znak =, nie jest funktorem rachun-
ku zdan (w tej roli jest w nim uzywany symbol ,<”), lecz metajezyko-
wym znakiem tzw. rowno$ci definicyjnej. Definicje D1-D3, jak i definicje

13 System KRZ oparty na 15 aksjomatach oraz wiele przykltadow dowodoéw tez
jest w T. Batoég, Podstawy logiki, dz. cyt., s. 43—65.

14 J. Lukasiewicz, Elementy logiki matematycznej, Warszawa 1958, s. 27-59. O sys-
temach KRZ opracowanych przez logikow Szkoly Lwowsko-Warszawskiej zob.
J. Wolenski, Filozoficzna szkota lwowsko-warszawska, dz. cyt., s. 93—115.
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innych funktoréw sformulowane metajezykowo nie sg tezami systemu,
lecz sktadnikami tzw. reguly definicyjnego zastepowania (RZ_ ), w ktorej
schemacie czlony takich definicji sg podstawiane za @ lub ¥

N
X
X(oNWw)

Zgodnie z tg regula do systemu mozna wlaczy¢ wyrazenie X(@/ W), ktore
powstaje z tezy X systemu w wyniku zastapienia w niej jakiegos jej czlonu
cztonem rownowaznym wedhug definicji @ =, W. Jak wida¢, regula ta nie
rozni sig od znanej z systemu zatozeniowego S-B reguly RZ _.

W tzw. ujeciu metalogicznym réwniez aksjomaty systemu zdan sa
sformulowane w metajezyku. Zbiér aksjomatéw zapisanych w jezyku
rachunku zdan jest wtedy nieskonczony, cho¢ mozna go rozdziela¢ na
podzbiory (réwniez nieskonczone) wyrazen bedacych podstawieniami
okre$lonego aksjomatu. Na przyklad w metalogicznym ujeciu systemu
aksjomatycznego Lukasiewicza nieskonczony ogdl aksjomatow rozpadat-
by sie na trzy podzbiory wyrazen rachunku zdan, podpadajacych kolejno
pod schematy:

Allm @=>P) = [(P=2X) = (0= X)]
A2m (~O=>P)= D
A3.m 0= (~0= V).

W takim ujeciu jako jedyna pierwotna regule wnioskowania wystarczy
przyjac regule odrywania, jako ze role RP pelnia metajezykowo zapisane
aksjomaty, traktowane jako schematy wszystkich swoich podstawien'.

15 Warto doda¢, ze J. Lukasiewicz opracowat wiele aksjomatyk KRZ. Badal rowniez
tzw. cze$ciowe rachunki logiczne, tj. podsystemy KRZ, w ktorych sa uzywane nie-
ktore tylko funktory, m.in. wylacznie implikacja (implikacyjny RZ) albo réwno-
wazno$¢ (rownowaznoSciowy RZ), oraz zbudowal system KRZ, w ktorym obok
zmiennych zdaniowych sa zmienne funktorowe (zob. J. Wolenski, Lukasiewicz,
Jan, w: A. Dabrowski, M. Holy-Luczaj, A. Schumann i in., Leksykon logikéw pol-
skich 1900-1939, Krakow, Rzeszow 2022, s. 209). Jest rowniez wspottworea pet-
nego systemu KRZ opartego na jednym aksjomacie, w ktérym jedynym terminem
pierwotnym jest dysjunkcja (pierwotne reguly wyprowadzania to regula podsta-
wiania i regula odrywania dla dysjunkeji). Aksjomat ten, sformulowany (w 1917 r.)
przez J. Nicoda, zostal uproszczony przez Lukasiewicza (w 1925, wynik opubli-
kowany w pracy z 1933 r.) do postaci (w notacji Eukasiewicza — zob. **RI.1.1):
DDpDgrbDsDssDDsgDDpsDps; a w zapisie nawiasowym: [p / (q/ )] /{[s/(s/s)]/
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Oto przyklad dowodu w systemie Lukasiewicza (por. dowod tezy 3, ,).

T1, p=p

L [p=Cp=2p]l={l(~p=p)=p)]=(p=p]}
{RP: A.1 (q/~p = p, r/p)}

2. p=>(~p=p) {RP: A.3 (9/p)}
3. [p=2p=pl=@(pE=r] {RO: 1, 2}
p=p {RO: 3, A.2}.

Warto wroécié do ogblnych wymogdw stawianych systemom aksjoma-
tycznym?6. Ot6z, po pierwsze, tzw. niezalezno$é aksjomatéw polega na
tym, ze zadnego z aksjomatoéw nie da sie wyprowadzi¢ z pozostalych na
podstawie regul. Warunek ten jest spelniony przez kazdy z omoéwionych
wyzej systemdw aksjomatycznych.

Kazdy z tych systeméw jest rowniez niesprzeczny, zupelny i pelny:

— niesprzeczno$é znaczy, ze nie ma w systemie tez sprzecznych'’;

— zupelo$c¢ polega na tym, ze dla kazdego wyrazenia zdaniowego
danego systemu jest tak, ze wyrazenie to albo jego negacja jest teza,
czyli ze dolaczenie do systemu jakiejkolwiek nie tezy (zapisanej
w jezyku systemu) powoduje w systemie sprzeczno$c;

— pelnosé znaczy, ze kazde wyrazenie prawdziwe danego rachunku
(w KRZ — kazda jego tautologia) jest teza systemu aksjomatycz-
nego.

Przyjmijmy umowe, ze symbol ,, F @” odczytujemy ,wyrazenie @ jest
prawdziwe”, a symbol ,, | @” — ,wyrazenie @ jest teza systemu”'®. Sto-
sujac te skroty, mozna powiedzieé, ze dany system jest pelny wtw dla
kazdego wyrazenia @ danego systemu: F® = | @. Niekiedy wyr6znia
sie kolejng wlasno$c¢ systemu, tj. jego adekwatnos$é, definiujac jg przez

[(s/a)/[(p/s)/ (p/s)]]} —wformule Eukasiewicza czlon s / (s / s) zastepuje
oryginalny (w aksjomacie Nicoda) czlon t / (t / t), co zredukowalo liczbe zmien-
nych z pieciu do czterech. Aksjomat ten i oparty na nim dysjunkcyjny system KRZ
jest zwany (aksjomatem/systemem) Nicoda-Lukasiewicza.

Whasnoéci systeméw dedukeyjnych sg odrebnie oméwione: syntaktyczne w ***RI,
a semantyczne w ***RII.

17 Tak rozumiana niesprzeczno$¢ jest wlasnoscig syntaktyczng, w semantyce system

niesprzeczny jest rozumiany jako taki, ktory ma model.

18 Pojecia tezy systemu oraz prawdziwosci zostana okreslone, $cislej niz jest to tu

potrzebne, w rozwazaniach ***RI.2 oraz ***RII.1, po$wieconych zagadnieniom
syntaktyki i semantyki systemoéw dedukeyjnych.
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koniunkcje implikacji: zapisanej powyzej i odwrotnej do niej (implikacja
odwrotna jest zagwarantowana przez prawdziwo$¢ aksjomatow i nieza-
wodno$é pierwotnych regut wyprowadzania), czyli przez rownowazno$¢:
Foo |o.

Cecha relacyjna systemow jest ich wzajemna rownowazno$¢: systemy
sq rownowazne wtw kazda teza jednego systemu jest teza drugiego i od-
wrotnie. ROwnowazne sg systemy aksjomatyczne HB i L oraz L i zaloze-
niowy system S—B (wobec tego takze HB i system zalozeniowy S—B)'°. Ce-
cha rownowaznosci systemow jest przy tym zwigzana z ich podstawowymi
wlasno$ciami: jesli ktérys z rownowaznych systemow jest niesprzeczny,
zupely lub pelny, to takze drugi ma te wlasnosci. Wszystkie omoéwione
systemy KRZ sg wiec niesprzeczne, zupekne i pelne.

Dowodzenie w systemach aksjomatycznych — co ilustrujg juz po-
dane wyzej przyklady dowodow — jest trudniejsze, tj. o wiele bardziej
zlozone i mniej intuicyjne, niz w systemie zalozeniowym. Kazdy dowdd
w systemie aksjomatycznym polega na wyprowadzeniu dowodzonej tezy
z aksjomatow i tez wezeéniej udowodnionych (jest dowodem zwyklym
wprost), a przy tym nie ma regul budowania dowodéw poréwnywalnych
ze stosowanymi w systemie zalozeniowym — dlatego systemy zaloZeniowe,
a nie aksjomatyczne, sg zwane systemami dedukcji naturalnej. W prezen-
tacjach kolejnych rachunkéw — z uwagi na te nienaturalnosé dowodzenia
w systemach aksjomatycznych oraz, widoczne w takim poréwnaniu, zalety
~dedukcji naturalnej” — bedzie wykorzystywany zalozeniowy system KRZ,
w rozwinietej tu jego odmianie, wzorowanej na systemie Stlupeckiego
i Borkowskiego.

19" Zob. W. Pogorzelski, Klasyczny rachunek zdai..., dz. cyt., s. 187-193, gdzie sa for-
malizacje innych systeméw zalozeniowych i dowdd rownowaznosci systemu zato-
zeniowego i aksjomatycznego.



ROZDZIAL 11

NIEKLASYCZNE RACHUNKI ZDAN

Jest oczywiste, ze pojecie logiki nieklasycznej zalezy od rozumienia/defi-
nicji logiki klasycznej. Nawiazujac do kontekstowych okreslen logiki kla-
sycznej obecnych w dotychczasowych analizach (*RIII.1, *RV.4, **RI.1),
warto je tu zebrac i uscislic. Ot6z logika klasyczna jest rozumiana jako
dwuwartoSciowa (D) oraz ekstensjonalna (E); wobec tego logika nie-
klasyczna nie jest dwuwarto$ciowa, co w praktyce logiki znaczy, ze jest
wielowarto$ciowa (W) lub jest intensjonalna (I). Jak wiadomo, funktory
ekstensjonalne sg inaczej nazywane prawdziwo$ciowymi lub zakresowy-
mi — i terminy te mozna roéwniez przenie$¢ na logike klasyczna, w ktorej
sa badane relacje wynikania wylacznie miedzy zdaniami wigzanymi przez
takie spdjniki. Z kolei funktory intensjonalne sg zwane tre$ciowymi lub
nieprawdziwoéciowymi i terminy te sa tez uzywane, gdy mowa, ze w logice
nieklasycznej sa badane takze takie laczniki.

W zakresie logiki klasycznej wytyczonym koniunkcja D A E sa klasycz-
ne rachunki zdan (**RI) oraz klasyczne rachunki predykatéw (**RIII),
cho¢ w szerzej rozumianej logice klasycznej znalazlyby sie wszystkie ra-
chunki dwuwartosciowe, a gdy jest z kolei rozumiana weziej, co widoczne
w niektoérych opracowaniach z logiki, wtedy jest utozsamiana z wezszym
rachunkiem predykatow (WRP) oraz zakladanym w nim KRZ, ktory —
warto doda¢ — jest zakladany takze w wielu logikach intensjonalnych.
Na tle przyjetego tu uscislenia pojecia logiki klasycznej jest jednak zrozu-
miale, Ze nieklasyczne sg wszystkie logiki scharakteryzowane alternatywa
W v 1, czyli: wielowarto$ciowe, choé¢ ekstensjonalne, dwuwarto$ciowe,
lecz intensjonalne oraz wielowarto$ciowe intensjonalne.

Warto dodac, ze terminy ,logika intensjonalna” oraz ,logika modal-
na” sg tu rozumiane wasko: kazda logika (rachunek) intensjonalna, jest,
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co oczywiste, nieklasyczna, lecz nie kazdy rachunek nieklasyczny jest
intensjonalny (na przyklad dowolny wielowarto$ciowy rachunek zdan
z funktorami ekstensjonalnymi); a gdy tu mowa o logikach (i rachunkach)
modalnych, chodzi o te tylko logiki intensjonalne, w ktorych sa badane
relacje wynikania miedzy zdaniami zwiazanymi funktorami wyrazajacymi
konieczno$¢ albo mozliwoé¢. Tu odrbzniane od rachunkéw modalnych
sa na przyklad logiki deontyczne, w ktérych sg badane zwiazki logiczne
miedzy zdaniami z funktorami wyrazajacymi jaka$ odmiane powinnoéci,
np. jest nakazane ..., jest zakazane, jest dozwolone; logiki epistemiczne,
w ktorych sa badane funktory wyrazajace stany poznawcze, takie jak jest
przekonany, przypuszcza, wqtpi, wierzy; logiki temporalne, z funkto-
rami takimi np., jak bylo zawsze/kiedys tak, bedzie zawsze/kiedys tak,
potem, nastepnie; itd.!

Sposrdéd rachunkow nieklasycznych sa w tym rozdziale uwzglednione
rachunki wielowarto$ciowe, modalne, deontyczne oraz logika intuicjoni-
styczna i tzw. logiki posrednie®.

! W opracowaniach, w ktorych termin ,logika modalna” jest rozumiany szerzej,

logika zwana tu modalna jest nazywana (modalna) aletyczna, jako ze funktory
koniecznoéci i mozliwosci (zwane wtedy modalnoéciami aletycznymi) odnosza sie
do prawdziwoéci tego, co ogloszone w zdaniu, w odr6znieniu od modalno$ci deon-
tycznych, epistemicznych itd. Zob. np.: M. Lechniak, Czym sq modalnosci i jak je
rozrozniaé? Préby klasyfikacji modalnosct, w: Jedno$é i wielosé logik modalnych,
red. M. Tkaczyk, Lublin 2019, s. 63—80; tegoz, Logiki epistemiczne, w: Jednosé
1 wielos¢ logik modalnych, dz. cyt., s. 135-203; tegoz, Przekonania i zmiana prze-
konan: analiza logiczna i filozoficzna, Lublin 2011; A. Kozanecka, O rodzajach
logik temporalnych, ,Roczniki Filozoficzne” 2007, t. 55, nr 1, s. 189-199. Na
temat badan prowadzonych w Szkole Lwowsko-Warszawskiej nad logikami nie-
klasycznymi zob. J. Wolenski, Filozoficzna szkota lwowsko-warszawska, dz. cyt.,
s. 115-132.

Poza zakresem niniejszego opracowania jest wiec wiele réznorodnych i rozma-
icie dzielonych logik nieklasycznych (tj. wielowarto$ciowych lub intensjonalnych),
m.in. logika epistemiczna, temporalna, parakonsystentna, rozmyta, logika pytan
(erotetyczna) itd. Syntetyczne hasta po§wiecone logikom nieklasycznym sa np. w:
Mala encyklopedia logiki, red. W. Marciszewski, Wroctaw 1988; Logika formal-
na. Zarys encyklopedyczny z zastosowaniem do informatyki i lingwistyki, red.
W. Marciszewski, Warszawa 1987; W.A. Pogorzelski, Elementarny stownik logiki
formalnej, Bialystok 1992. Zob. takze: K. Swirydowicz, Podstawy logiki modal-
nej, Poznan 2004, gdzie znajduja sie ogbdlne uwagi na temat logik nieklasycznych
i modalnych (s. 13—15, 38—43), sa oméwione wybrane systemy szerzej rozumianej
logiki modalnej (deontyczne, temporalne, dynamiczne, epistemiczne) oraz zagad-
nienia metateoretyczne logiki modalnej; A. Kozanecka-Dymek, Geneza niektorych
systemow logiki temporalnej, ,Roczniki Filozoficzne” 2009, t. 57, nr 1, s. 75-77,
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1. Logika wielowartosciowa

Pierwszy wielowarto$ciowy (tréjwarto$ciowy) rachunek logiczny zbudo-
wal J. Lukasiewicz (1920). Niezaleznie od wynikow Lukasiewicza E. Post
opracowat wielowarto$ciowe rachunki logiczne (1921), a nastepnie Luka-
siewicz uogolnil tréjwarto$ciowy rachunek zdan do rachunkow wielowar-
to$ciowych (1922). Prace Lukasiewicza byly kontynuowane m.in. przez
M. Wajsberga, J. Stupeckiego, B. Sobocinskiego®.

Lukasiewicz trojwarto$ciowa logike zdan (tzw. rachunek L,) zbudowat
najpierw metodg matrycowa. Zbiér wartoéci logicznych rozwazanych w tej
logice to {1, 0, Y2}, warto$cia wyrdzniona jest 1. Dla zwiezlego por6éwnania
logik wielowarto$ciowych z dwuwarto$ciowymi postuze sie wprowadzo-
nymi juz symbolami, uzupelnionymi o inne skréty: A to zbioér wartoSci
logicznych, niech liczno$c¢ IAl = a, n to liczba argument6w funktora praw-
dziwoSciowego, w to liczba wartoéciowan formuly o n zmiennych zda-
niowych, a f to liczba funktoréw prawdziwoSciowych n-argumentowych.

Ot6z w rachunkach klasycznych, tj. L,, A = {1, 0}, liczno$¢ IAl = a = 2
oraz:
dla funktoréw jednoargumentowych (n = 1): w=a"=2! =2,

f=2v=22=4 {ver, as, ~, fI};
dla dwuargumentowych (n =2): w=a"=22=4,f=2v=2%= 16,

{oonv, 200, ey, 0k
dla tréjargumentowych (n = 3): w=a" =23 =8, f = 2¥ = 28 = 256; itd.

W rachunkach wielowarto$ciowych:

L, A={1,0, 2}, licznos¢ IAl = a = 3 oraz:
funktory jednoargumentowe (n = 1): w=a"=3'=3,f=3%=3%=27

{...,ver, as, ~, fl, ...};
funktory dwuargumentowe (n =2): w=a"=32=9, f=3* = 3= 19683;

itd.

Ogolnie: L IAl = a oraz:
funktory jednoargumentowe (n=1): w=a"=al=a,f=av=a3
funktory dwuargumentowe (n = 2): w = a" = a2, f = a®’; itd.

gdzie jest nawigzanie (i odeslanie) do podzialu logik nieklasycznych w: S. Haack,
Philosophy of Logics, Cambridge 1978.

3 Zob. G. Malinowski, Logiki wielowartosciowe, Warszawa 2006. O badaniach nad
logikami wielowarto$ciowymi w Szkole Lwowsko-Warszawskiej zob. J. Wolenski,
Filozoficzna szkota lwowsko-warszawska, dz. cyt., s. 115-123.
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Tabelkowe definicje funktorow prawdziwosciowych przyjete przez Lu-
kasiewicza w L, s3 uogo6lnieniem matrycowych definicji w systemie dwu-
warto$ciowym (w tabelach sg tylko wybrane funktory prawdziwo$ciowe).

D1.1

p ~p

1 0

0 1

v v
p d | pag|pvag |p=q|lg=p|peq
1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 1
1 Y5 Y5 1 Y5 1 Yo
Y 1 Y 1 1 Y Y,
0 Y5 0 Yo 1 Y5 Yo
Y 0 0 Y, Y 1 Y
Y, v Y v, 1 1 1

W uogoélnieniu L, na systemy dowolnie wielowartoéciowe — L, n = 2,
zbior A wartosci logicznych jest okre$lony nastgpujacymi rownos$ciami:
A ={w;w,=k/n-1,0 <k, <n-1} ={0,1/n-1, 2/n-1, ..., 1}.
Zgodnie z tym okresleniem np.:
dla L, zbior wartosci A, = {0/1, 1/1} = {0, 1};
dla logiki L, zbior A, = {0/2, 1/2, 2/2} = {0, 2, 1};
dla L, zbior A, = {0/4, 1/4, 2/4, 3/4, 4/4} =40, Va, /2, 34, 1}.
Z kolei nastepujace rownosci definiujg funktory prawdziwosciowe
w systemie L, n > 2:

D1.2.a

~p = 1— p,

p A q=min(p, q),
p v q=max(p, q),

p=>qg:=1gdypsqg;=(1-p+q),gdyp>aq,
p < g =min(min(1, 1 — p + g), min(1, 1 — g + p)).
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Symbol dzialania ,,min” mozna odczytywacé jako ,najmniejsza wartosé
spoérod ...”, przy czym ,najmniejsza” znaczy ,taka, Ze nie ma mniejszej”,
tzn. nie musi by¢ jedyna najmniejsza, czyli jest niewieksza od kazdej war-
to$ci w danym zbiorze; analogicznie jest rozumiany symbol ,,max”, np.
najwiekszg sposrod wartoéci {1, 1} jest 1. Zamiast zlozonej procedury wyli-
czania wartoS$ci logicznej dla rownowazno$ci pro$ciej jest ustali¢ te wartosé
jako koniunkcje implikacji sktadowych: (p < q) < (p= q) A (g = p).

W metajezykowym zapisie tych definicji przez V(@) jest oznaczona
warto$¢ logiczna formuly @ (uzyte w definicji rbwnowaznoS$ci pojecie
wartoS$ci bezwzglednej nie zmienia wartoSci tej funkcji).

D1.2.b

V(~®) =1 - V(D),
V(@ A P) = min(V(D), V(P)),
V(@ v ¥) = max(V(D), V(P)),
V(@ = P) =1, gdy V(@) < V(¥P), (1 - V(D)) + V(P), gdy V(D) > V(¥P),
V@< WP)=1-|V(D) - V().
Nizej przyklady zastosowania definicji D1.2:
(i) wartos$¢ logiczna implikacji p = q:
w systemie L,:
dlap=%,q=0:(1-p+q)=00-Y2+0) =14
w systemie L.:
dlap=v2,q=34:=1;
dlap=34,q=2:(1-p+q)=00 -3+ 1) =(Va + Vo) = 34;
dlap=1,g=Ya: (1 -1+ Ya)=0+ Ya = Va.
(ii) wartos¢ logiczna rownowaznoéci p < q:
w systemie L,:
dlap=%,q=0: min(min(1,1 -p+q), min(1,1 - g+ p)) =
= min(min(1, ¥2 + 0), (min(1, 1 + ¥2)) = min(min(1, ¥2),
min(1, 1¥2)) = min(Y2, 1) = Y2;
w systemie L.:
dlap="Y1,q=>3:min(min(l,1 -p+q), min(1,1 —qg+p)) =
= min(min(1, 34 + 34), (min(1, ¥4 + ¥4)) = min(min(1, 1%2),
min(1, ¥2)) = min(1, ¥2) = V2;
adlap=1,9g=Y: min(min(1,1 - p +q), min(1, 1 — q + p)) =
=min(min(1,0+ ¥ ), (min(1, 34 + 1)) =min(min(1, ¥4), min(1, 1%4)) =
= min(YVa, 1) = Ya.
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Dla réwnowazno$ci proéciej jest stosowaé wzor V(@ < W) =
=1- |V(®) — V(¥P)| podany w D1.2.b.

Do systemu L, doprowadzilo Lukasiewicza odrzucenie Scistego deter-
minizmu, tj. pogladu, Ze obecny stan §wiata z koniecznoS$ci determinuje
stany przyszle. Wedlug Lukasiewicza istnieja zdarzenia dzi§ niezdeter-
minowane, tzn. takie, ze nie istnieja obecnie ani przyczyny ich wystapie-
nia, ani tez zdarzenia wykluczajace ich wystapienie*. Sg wobec tego trzy
kategorie zdan: zdania o zdarzeniach pewnych, zdania o zdarzeniach
wykluczonych i zdania o zdarzeniach niezdeterminowanych (mozliwych);
wartoSci logiczne tych zdan to, odpowiednio, 1, 0 i Y.

Zmierzajac do ugruntowania logiki modalnej w logice wielowartoScio-
wej, Lukasiewicz wprowadzil w L, funktor mozliwosci M, zdefiniowany
matryca:

D2
Mp
1 1
73 1
0 0

Nie powiodla sie jednak proba zinterpretowania funktoréw modal-
nych w L,. W systemie tym sa bowiem prawdziwe wyrazenia, ktérych
podstawienia sa niezgodne z intuicyjnym rozumieniem mozliwo$ci®. Na
przyktad, wedtug matryc D1.1 oraz D2, wyr6zniong warto$¢ prawdziwo-
Sci przyjmuja wyrazenia:

(Mp A M~p) = M(p A ~p) oraz (Mp A Mq) = M(p A Q).

Pierwsza z tych implikacji jest prawdziwa nie tylko dla klasycznych
wartoSci p (poprzednik tej implikacji ma wtedy warto$é 0), lecz takze dla
p = Y2, kiedy to i poprzednik, i nastepnik uzyskuja wartos¢ 1. W drugiej
implikacji, gdy cho¢ jedna ze zmiennych ma warto$c 0, wtedy poprzednik
ma warto$¢ 0, czyli implikacja jest prawdziwa, a gdy obie zmienne maja
warto$¢ r6zng od O (1 albo Y2), wtedy i poprzednik, i nastepnik przyjmuja

Zob. J. Lukasiewicz, O determinizmie, w: tegoz: Z zagadnien logiki i filozofii. Pisma
wybrane, Warszawa 1961, s. 114-126.
Zob. np.: M. Lechniak, Interpretacje wartosci matryc logik wielowartosciowych,
Lublin 1999; J. Wolenski, Many-Valueness and Modality, ,Ruch Filozoficzny”
2019, t. 75, nr 2, s. 61-74.
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warto$¢ 1 — takze w sytuacji, gdy obie majg warto$¢ %2, bo wtedy w na-
stepniku rowniez uzyskuje sie M(Y2) = 1.

Jednakze obie te tezy rachunku L, s3 falszywe. Podstawieniem pierw-
szej z nich jest np. zdanie: Jesli jest mozliwe, zZe jutro bedzie bitwa mor-
ska 1 jest mozliwe, ze nie bedzie bitwy morskiej, to jest mozliwe, ze ju-
tro bedzie bitwa morska i nie bedzie jej®. Za drugg formule, ktora jest
uogoblnieniem pierwszej, mozna podstawié¢ np. Jezeli jest mozliwe, ze
jutro o 15.00 Jan bedzie w Krakowie, 1 jest mozliwe, ze jutro o 15.00
Jan bedzie w Warszawie, to jest mozliwe, ze jutro o 15.00 Jan bedzie
1 w Krakowie, i w Warszawie.

Z drugiej strony nie jest w L, prawdziwa formuta p v ~p, czyli prawo
wylaczonego Srodka (Bedzie w Krakowie lub nie bedzie w Krakowie),
jako ze dla p = Y2 przyjmuje, zgodnie z matrycami, warto$§¢ 2, a 1 jest
jedyng wartoScig wyr6zniong w systemie L,. Nie s3 takze prawdziwe w L,
inne prawa KRZ, np.
~(p A ~p): uzyskuje warto$c¢ Y2 dla p = V;
pA~p=>q:Yedlap=v,q=0;
[(p=2=gA@=>n]=>p=r):Ydap=1,q=%,r=0.

Gdy wprowadzi sie do L, definicyjnie spojniki:
mozliwo$ci M@ =, ~® = O,
koniecznoéci K@ =, ~M~®
oraz spojnik I® =, M® A ~K® (I =,jest przypadkowe/modalnie obojet-
ne/indyferentne, ze”), ktérych charakterystyka semantyczna jest taka:
@(0, 12, 1), M®(0, 1, 1), Kd(0, 0, 1), ID(0, 1, 0) — czyli w tabelce:

D Mo Ko 1o
0 0 0 0
Y2 1 0
1 1 1 0

wtedy, stosujac te definicje w regule zastgpowania, mozna w L, udowod-
ni¢ m.in.:

(pvIpvV ~p)oraz ~(p Alp A ~p).

6 Zdania modalne rozwazane juz przez Arystotelesa, do ktorych nawigzywat J. Lu-

kasiewicz (O determinizmie, dz. cyt., s. 117). Zob. takze D. Lukasiewicz, Filozofia
Tadeusza Czezowskiego, Bydgoszcz 2020, s. 193—198.

7 W cytowanym wyzej artykule (Many-Valueness and Modality) J. Wolenski oka-
zuje, Ze nie jest poprawna argumentacja Lukasiewicza prowadzaca do wniosku, ze
formula M(p A ~p) uzyskuje wartos¢ %2 dla p = V5.
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Formuly te s3 w L, odpowiednikami zasad wylaczonego Srodka i nie-
sprzecznosci.

Funktor M zdefiniowany jak w D2 i powyzszej tabeli nie jest w L,
ekstensjonalny, bo nie jest teza formuta:
(= VP) = (MO < MP) —dla V(D) = V2 i V(W) = 0 uzyskuje bowiem
warto$¢ Va.

Rachunek L, mozna przedstawi¢ takze w postaci systemu aksjoma-
tycznego. Oto jedna z aksjomatyk (sformulowana w metajezyku):
Al. D= (V= D)
A2, DP=>PV) = [(P=2X) = (@@= X)]
A3. (~D=~P)= (P= D)
A4, (D= ~D) = D] = .
Pierwotne reguly wyprowadzania (inferencji) to regula odrywania, reguta
podstawiania (rozumiane standardowo) oraz reguta zastepowania oparta
na nastepujacych rowno$ciach definicyjnych:
OVY= (D=>P)=>Y¥
OANY =, ~(~DV~P)
PoV= (D= (V=)

2. Logika modalna

We wspolczesnej logice modalnej i budowanych w niej rachunkach kwalifi-
kacje modalne s3 rozumiane jako odnoszace sie do calych zdan — czyli jako
tzw. modalnoéci de dicto, odréznione od modalno$ci rozumianych de re,
w ktoérych modus dotyczy czasownika, czyli sposobu, w jaki cecha przystu-
guje jakiemu$ przedmiotowi (*RIII.1.2.2) — a przy tym orzeczniki modalne
sa traktowane jako funktory zdaniotworcze jednoargumentowe, co nie wy-
klucza definiowania modalnych funktoréw wiazacych wiecej argumentow.

Tak rozumiana logika modalna obejmuje nadbudowane na KRZ ra-
chunki zdan, w ktorych jezyku sa uzywane funktory jest konieczne, ze
(symbolicznie: O albo K) oraz jest mozliwe, ze (¢ albo M). ,Nadbudowa-
nie” modalnych rachunkéw zdaniowych nad KRZ znaczy, ze w rachun-
kach tych jest zakladany jezyk (stownik i gramatyka) oraz tautologie KRZ,
wzbogacone o terminy (symbole) i prawa specyficzne dla relacji wynikania
miedzy zdaniami modalnymi.
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Jest wiele rachunkéw modalnych, réznigcych sie aksjomatami i re-
gulami dowodzenia twierdzen, a takze np. tym, czy konieczno$¢ jest defi-
niowana przez mozliwo$¢, uznana za termin pierwotny w jezyku danego
rachunku, czy odwrotnie. Skutkuje to (w sensie konsekwencji logicznych)
rowniez roznicami w zbiorach formul, ktore sa tezami na gruncie danego
rachunku?.

Pomijajac te réznice i rezygnujac z pelniejszego przedstawienia kto-
rego$ sposrod wielu rachunkéw modalnych, ogranicze sie do omowie-
nia niektoérych praw wspolnych dla tych réznych ujeé®. Wybor praw jest
podyktowany takze tym, by uwzglednié takie, ktore sa zakladane w ro-
zumowaniach formulowanych w jezyku naturalnym. Dla uproszczenia
zapisu praw beda obok symboli zmiennych zdaniowych uzywane literowe
symbole funktoréw modalnych!®.

Upraszczajac, mozna powiedzieé, ze pierwsze trzy prawa ukazuja
funkcjonowanie modalno$ci w kontek$cie sprzecznoéci (p vs ~p):

Tl.a Kp/K~p; T1i.b Mpv M~p; Tl.c Kpyv M~p.

Poniewaz funktor dysjunkcji jest odczytywany ,,co najwyzej jedno
z dwojga”, wiec zgodnie z 1.a to, co stwierdzane w dwoch zdaniach
sprzecznych, nie moze by¢ jednocze$nie konieczne, choé¢ (zgodnie z ro-
zumieniem dysjunkcji) moze by¢ jednocze$nie niekonieczne, jak rowniez

8 Uwagi J. Lukasiewicza o systemach modalnych i prezentacja jego wlasnego znaj-

duja sie w: System logiki modalnej, w: tegoz, Z zagadnien logiki i filozoffi...,
dz. cyt., s. 275-305. Uwagi o logice modalnej J. Lukasiewicza, takze poréwnawcze,
sa w: J. Wolenski, Filozoficzna szkota wowsko-warszawska, dz. cyt., s. 123—-128.
Zagadnienia wspolczesnych logik modalnych (rozumianych szerzej niz w niniej-
szym opracowaniu) sa podjete np. w monografii: M. Tkaczyk (red.), Jedno$é i wie-
lo$¢ logik modalnych, dz. cyt. oraz (takze w ujeciu historycznym) w: M. Pascucci,
A.T. Tuboly (red.), Reflecting on the Legacy of C.I. Lewis: Contemporary and
Historical Perspectives on Modal Logic, ,Organon F” (Special Issue) 2019, t. 26,
nr 3, s. 318—540. Zob. takze J. Wolenski, O predykacie jest prawdq’, w: Prawda,
red. D. Leszczynski, Wroclaw 2011, s. 31-44.

Zalozeniowa metoda budowania systeméw modalnych jest oméwiona w: M. Tka-
czyk, Zalozeniowe systemy normalnych logik modalnych, ,Roczniki Filozoficzne”
2007, t. 55, nr 1, s. 219-228.

Symbol K — stosowany tu, w prezentacji wasko rozumianej logiki modalnej, jako
skrot dla jest konieczne, ze — nie powinien by¢ kojarzony z pominieta w tym opra-
cowaniu logika epistemiczng, w ktdrej ta sama litera oznacza jedna z wlaéciwych
dla tej logiki stalych (skraca angielskie stowa wskazujace na to, ze to, co oglaszane
w zdaniu p, jest wiadome — dla kogo$ badz obiektywnie).

10
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moze by¢ tak, ze konieczne jest to tylko, co stwierdzone w jednym sposréd
pary zdan sprzecznych.

Nie jest natomiast, jak wida¢ w 1.b, wykluczona wspélmozliwo$c
stanow opisywanych w zdaniach sprzecznych, mozliwy moze by¢ tylko
jeden sposrod nich, lecz nie moga by¢ one jednoczesnie niemozliwe.

Zwiazki miedzy mozliwo$cig i koniecznoscia stanéw stwierdzanych
w zdaniach sprzecznych ujmuje z kolei funktor alternatywy rozlaczne;j:
jezeli jest konieczne to, co stwierdza zdanie p, to — zgodnie z 1.c — nie
jest mozliwe to, co stwierdza zdanie ~p (i odwrotnie).

W kolejnej grupie praw sa uchwycone zwiazki wynikania miedzy mo-
dalnoéciami zdania p, tj. logiczne zwigzki miedzy (zdaniami o) tym, co
konieczne, faktyczne (istniejgce) i mozliwe:

T2.a Kp=p; T2.b Kp = Mp; T2.c p= Mp.

2.a: jesli cos$ jest konieczne, to jest (a necesse ad esse);
2.b: jesli co$ jest konieczne, to jest mozliwe (a necesse ad posse);
2.c: co jest, to jest mozliwe (ab esse ad posse).

Warto dostrzec, ze implikacje 2b da sie uzyskaé na podstawie 2a
i 2c: jest na podstawie prawa przechodnio$ci implikacji oczywiste, ze
twierdzenie 2b wynika z koniunkcji twierdzen 2a i 2c¢:

[(Kp = p) A (p = Mp)] = (Kp = Mp).

Ogolnikowo mozna powiedzie¢, ze w prawach T3 mowa o tym, jak
zachowuje sie modalno$é w konteksScie implikacji, a w prawach tych latwo
jest dostrzec modalne odpowiedniki czesto stosowanych praw (i regut
wnioskowania) KRZ, tj. praw modus ponendo ponens oraz modus tol-
lendo tollens:

T3.a [K(p= q) A Kp] = Ka; T3.b [K(p=qg) A K~q] = K~p.

3a: jesli wiadomo, ze konieczna jest implikacja i konieczny jest poprzed-
nik implikacji (to, co w nim ogloszone), to mozna uznaé, ze konieczny
jest rowniez jej nastepnik;

3.b: jedli jest konieczna implikacja i konieczne jest to, co glosi negacja
jej nastepnika, to konieczne jest réwniez to, co stwierdzone w negacji
poprzednika'l.

11" Warunek konieczno$ci implikacji (p = q) znaczy, ze w prawach tych jest zakladana
implikacja tzw. $cisla, rozumiana zgodnie z definicja: (p — q) =, ~M(p A ~@). Do-
danie symbolu K przed implikacja jest niezbedne, poniewaz formuly dla implikacji
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Kolejne prawa przypominaja znane z KRZ prawa rozdzielnosci (proste
iodwrotne) koniunkcji wzgledem alternatywy oraz alternatywy wzgledem
koniunkcji:
[pr@vnlelprd)vpanr)]orazpv(@anr)]<(pva Alpvrl
Dlatego prawa sformulowane nizej mozna nazwac prawami rozdzielnosci
modalno$ci wzgledem alternatywy i koniunkcji:

T4.a K(p A g) < (Kp A Kq); T4.b M(pvg) < (Mpv Mq).
T5.a (Kpv Kqg)= K(pvq); T5.b M(pAg)= (MpAMq).

W kontekscie funktorow modalnych K oraz M, pamietajac o ich jed-
noargumentowos$ci, mozna powiedzie¢, ze konieczno$¢ jest rozdzielna
wzgledem koniunkcji, a mozliwo$¢ wzgledem alternatywy (w sposo6b pro-
sty i odwrotny) w tym sensie, ze:

4.a: jesli wiadomo, Ze konieczna jest koniunkcja, to za konieczny mozna
uznac kazdy z jej czynnikdw — i odwrotnie;

4.b: gdy wiadomo, ze mozliwa jest alternatywa, to mozliwy jest kazdy
(pierwszy lub drugi) z jej skladnikéw — i odwrotnie.

Z kolei prawa T5 ukazuja ,dzialanie” funktora koniecznosci w kon-
tekscie alternatywy oraz funktora mozliwosci w koniunkcji:

5.a: jesli (co najmniej jedno z dwojga) konieczne jest p lub konieczne
jest g, to konieczna jest alternatywa tych zdan — tylko odwrotne prawo
rozdzielno$ci konieczno$ci wzgledem alternatywy;

5.b: jesli jest mozliwe, ze p oraz g, to mozliwe jest p oraz jest mozliwe q:
czyli mozliwo$¢ jest rozdzielna — lecz tylko w sposéb prosty — wzgledem
koniunkcji.

Przykladem definicyjnego wprowadzania funktoré6w modalnych,
a jednocze$nie ilustrujacym wspomniane réznice miedzy rachunkami
modalnymi, sa nastepujace okreslenia:

Dl1l.a Mp =, ~K~p; D1.b Kp=,~M~p;
D2.a (p—q)=,;~M(p A ~q); D2.b (pArq)=;M(p~rq).

W D.1.a funktor mozliwoéci jest zdefiniowany przez konieczno$c:
»~mozliwe, ze p” to, zgodnie z tg rdwnoscia definicyjna, tyle co ,nie jest

materialnej, j. (p = q) A Kp] = Kqi (p = g) A K~q] = K~p nie sg prawami (za
wskazanie tego notacyjnego bledu — przeoczonego takze w: A. Jonkisz, Elementy
logiki stosowanej, Bielsko-Biata 2011, 2015, s. 150 — dziekuje M. Lechniakowi).
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konieczne, ze nie p”. W systemach modalnych z taka definicja — postu-
lowana, pominawszy réznice notacji, np. w systemie modalnym R. Fey-
sa, zwanym tez systemem T — konieczno$¢ jest terminem pierwotnym,
okreslonym tylko nie wprost, przez uklad aksjomatow. Natomiast zgodnie
z definicja 1.b — przyjeta np. w systemach modalnych wywodzacych sie
od K. Godla — jest odwrotnie (i w definicji, i w systemie).

Z kolei definicje 2.a i 2.b ilustrujg mozliwo$¢ wprowadzania do ra-
chunkéw modalnych funktoréw dwuargumentowych. W pierwszej z nich —
pochodzacej od C.I. Lewisa, od ktérego rozpoczely sie wspoélczesne badania
modalnosci — jest okreslona implikacja zwana najczesciej $cisla, odczyty-
wana np. skoro ... wiec ..., albo (metajezykowo) z ... wynika ... . Warto
dodag¢, ze w systemach implikacji mocniejszej niz zwykla (=) sa ponadto
formulowane dodatkowe, nieobecne w D.2.a, warunki uwzgledniajace
funkcjonujacy w okresach warunkowych jezyka potocznego wymag, by
poprzednik i nastepnik okresu byly zwigzane treSciowo. W D2.b jest na-
tomiast zdefiniowany tzw. funktor zgodnoéci (spojnoéci), symbolizowany
przez A, a odczytywany mimo ze ..., to ... albo chociaz ..., to jednak ... .

3. Logika deontyczna

W logice deontycznej sag budowane rachunki, w ktorych sa badane zwigzki
logiczne miedzy zdaniami zawierajacymi funktory wyrazajace powinno$c.
W opisach semiotycznych funktory takie sa zwane pojeciami normatyw-
nymi (*RIII.2), a w logice formalnej — funktorami deontycznymi.
Rachunki deontyczne sg nadbudowane nad KRZ (w sensie wyzej
okreslonym) i — podobnie jak rachunki modalne, cho¢ historia logiki
deontycznej jest krotsza od modalnej — w punkeie wyjScia, obok wspoélnie
zakladanego KRZ, r6znig sie przyjetymi terminami specyficznymi (pier-
wotnymi i zdefiniowanymi) oraz aksjomatami i regutami dowodzenia, co
skutkuje réwniez r6znicami w formulach uznawanych za tezy.
Funktory najczeSciej badane w rachunkach deontycznych, pojawia-
jace sie w ich stlownikach jako tzw. stale deontyczne, to:
N jest obowigzkowe (nakazane) to, ze ...;
Z jest zakazane to, ze ...;
D jest dozwolone to, ze ...
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Sa one najczesciej symbolizowane (w spos6b nawigzujacy do nazew-
nictwa angielskiego) przez, odpowiednio, O, F oraz P. W tych analizach
sg jednak uzywane symbole wskazujace na stowa polskie, tj. N (jest na-
kazane), Z (jest zakazane) oraz D (jest dozwolone) — tym bardziej, ze
symbole F oraz O zostana zaproponowane jako skroty zdefiniowanych
nizej funktoréw jest fakultatywne oraz jest obojetne.

Funktory N, Z oraz D, na co zwracalem juz uwage (*RIII.2), maja
w jezyku potocznym wiele odpowiednikéw, a ponadto w dyskursie norma-
tywnym wystepuja takze, i sa w rachunkach deontycznych definiowane,
inne stale deontyczne, na przyklad wyrazajace: waznos¢ (Wazne jest ...),
uznaniowo$¢ (Jest fakultatywne to, Ze ...) badz obojetnosé (Jest obojetne,
czy ...).

Ponadto w systemach deontycznych zwanych relatywnymi wystepuja
jako stale deontyczne funktory zwane wzglednymi:

N(.../...) odczytywane jako jest nakazane to, ze ..., pod warunkiem

tego, ze ...;

Z(.../...) Jjest zakazane to, ze ..., pod warunkiem
tego, ze ...;

D(.../...), jest dozwolone to, ze ..., pod warunkiem
tego, ze ...*2.

Funktory relatywne sa wprowadzane do rachunkéw po to, by lepiej
oddawac znaczenia poje¢ normatywnych uzywanych w dyskursie prowa-
dzonym w jezyku naturalnym (nieformalnym).

Decydujac sie na uproszczenia analogiczne do przyjetego w prezen-
tacji rachunk6éw modalnych, omowie te tylko prawa logiki deontycznej,
ktére sa najczeSciej stosowane w rozumowaniach, w ktérych sa zaan-
gazowane pojecia normatywne (funktory deontyczne). W oméwionych
nizej prawach wystepuja tylko funktory nakazu, zakazu i dozwolenia,

12 7Zob.: K. Swirydowicz, Logiczne teorie obowigzku warunkowego, Poznah 1995
(w monografii, osadzonej w kontekscie teorii prawa, sa przedstawione r6zne for-
malnologiczne ujecia obowiazku warunkowego i zwigzane z tym pojeciem zagad-
nienia syntaktyczne i semantyczne dotyczace norm i systeméw norm, sa takze
liczne odestania do klasycznych systemoéw deontycznych i wypowiedzi dotyczacych
szczegOlowych zagadnien); tenze, Podstawy logiki modalnej, dz. cyt. Zob takze:
L. Koj, Powinnos$ci w nauce. T. 1: Okres$lenie i poznawalno$é powinnosct, Lublin
1998, s. 46—98 (semiotyczne analizy pojecia powinnoS$ci rozumianej szeroko) oraz
J. Wolenski, Przyczynek do analizy dozwolenia, w: tegoz, W strone logiki, Krakow
1996, s. 177-181.
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a w zapisie praw jest stosowana, warto powtorzy¢, symbolika wskazujaca
na nazwy polskie, tj. odpowiednio: N, Z oraz D.

Tl.a Np/N~p; T1.b Dpv D~p; Tl.c Npv D~p;
Ti.d Np/Zp; Tl.e Zp v Dp.

Twierdzenia 1.a—1.c méwig o tym, jak funktory deontyczne ,zachowuja
sie” w kontek$cie sprzecznosci:

Zgodnie z 1.a to, co stwierdzane w dwoch zdaniach sprzecznych, nie
moze by¢ jednocze$nie nakazane, moze by¢ (i czesto bywa) tak, ze nakaza-
ne jest to tylko, co stwierdzone w jednym sposréd pary zdan sprzecznych,
a takze tak, ze zdania sprzeczne sg jednocze$nie nienakazane (mozna
doda¢ — o ile s neutralne wzgledem powinnosci).

Moga by¢ natomiast dozwolone, jak wida¢ w 1.b, dwa dzialania
sprzeczne (opisane w zdaniach sprzecznych), moze by¢ dozwolone tylko
jedno z nich, lecz nie moga by¢ jednoczesnie niedozwolone.

Prawo 1.c wskazuje natomiast na zwigzki logiczne miedzy nakazem
a dozwoleniem (normami nakazujacymi a dozwalajacymi) w zakresie
dzialan sprzecznych (p oraz ~p). Relacje te ujmuje trafnie alternatywa
rozlgczna: jesli jest nakazane to, co stwierdza zdanie p, to nie jest dozwo-
lone to, co stwierdza zdanie ~p (i odwrotnie), czyli nakaz okreslonego
dzialania wyklucza przyzwolenie na dzialania przeciwne, a przyzwolenie
dla jakiego$ dzialania znosi nakaz dzialania przeciwnego.

Natomiast zwiazki logiczne miedzy zdaniami, z kt6rych jedno wyraza
nakaz, a drugie zakaz jakiego$ dzialania (opisanego w zdaniu p) réwniez
(jak w 1.a) oddaje spdjnik dysjunkcji: wedlug 1.d okreslone dzialanie
nie moze by¢ jednocze$nie nakazane i zakazane, mozliwe sa natomiast
wszystkie pozostale sytuacje.

Z kolei tak samo jak nakazy i dozwolenia w zakresie dzialan sprzecz-
nych (1.¢) sa powiazane zakazy i dozwolenia dotyczace okreslonego dzia-
lania (opisanego w zdaniu p) — w mys$l 1.e dowolne dzialanie nie moze
by¢ jednoczeé$nie zakazane i dozwolone, lecz musi by¢ zakazane albo

dozwolone.
T2.a Np < ~D~p; T2.b Zp < N~p;
T2.c Zp < ~Dp; T2.d Np = Dp.

Prawa 2a—2d ukazuja zwiazki wynikania miedzy zdaniami norma-
tywnymi (odmianami powinno$ci). Interpretujgc te formuly, powiemy:
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2a: ze jedli jakie$ dzialanie jest nakazane, to nie jest dozwolone dzialanie
z nim sprzeczne, i odwrotnie;
2b: jesli czyn jest zakazany, to jest obowigzek dzialania przeciwnego,
1 odwrotnie;
2c¢: zakaz oznacza brak przyzwolenia, i odwrotnie (dzialanie niedopusz-
czalne jest zakazane);
2d: z nakazu wynika przyzwolenie (lecz nie odwrotnie).

Kolejne prawa przywodza na mysl czesto stosowane implikacyjne
prawa KRZ.

T3.a [N(p=q) ANp]= Nq;
T3.b [N(p=q) A Dp] = Dg;
T3.c [N(p=q) AZql = Zp.

Mianowicie prawa 3a oraz 3b to deontologiczne odpowiedniki prawa
modus ponendo ponens: jesli nakazany jest okres warunkowy, ktorego
poprzednik jest nakazany, to nakazany jest rowniez nastepnik, a doklad-
niej: jezeli nakazane jest dzialanie opisane w p, to nakazane jest réwniez
dzialanie opisane zdaniem q. Jesli natomiast poprzednik jest dozwolony,
to nastepnik tez jest dozwolony — czyli, w obu tych sytuacjach, status po-
winnoS$ciowy poprzednika deontycznego okresu warunkowego przechodzi
na nastepnik. Z kolei w 3¢ latwo dostrzec deontologiczny odpowied-
nik prawa modus tollendo tollens: jesli jest zakazane dzialanie opisane
w nastepniku uznanego okresu warunkowego, to zakazane jest rowniez
dzialanie wskazane w jego poprzedniku (zakaz przechodzi z nastepnika
na poprzednik).

T4.a N(p A g) < (Np A N0q); T4.b D(pvg) < (Dpv Dqg);
T4.c Z(pvg) < (Zp A Zq).

Prawa 4a i 4b ponownie (por. **RI1.2: T4.a i T4.b) moga wzbudzaé
skojarzenia z prawami rozdzielno$ci. Mozna powiedzieé (mutatis mutan-
dis), ze funktor nakazu jest rozdzielny wzgledem koniunkcji, a funktor
dozwolenia wzgledem alternatywy (w sposéb prosty i odwrotny) — w tym
sensie, ze jesli wiadomo, ze nakazana jest koniunkcja dzialan, to jest
obowiazkowe zrealizowanie kazdego z jej przyczynkow (i odwrotnie);
oraz gdy wiadomo, ze dozwolona jest alternatywa (nierozlaczna) dziatan,
to dozwolone jest kazde z jej dzialan skladowych (i odwrotnie). Prawo
4c natomiast przypomina o prawie de Morgana dla alternatywy: jesli
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zakazana jest alternatywa jakich$ dzialan, to zakazane jest kazde z osobna
jej dzialanie skladowe, a takze — o ile zakazane sa dowolne dwa dzialania,
to jest rowniez zakazane ich alternatywne spelnianie: na przyklad jesli
zakazane jest odpisywanie lub Scigganie, to zakazane jest odpisywanie
i zakazane jest Sciaganie (i odwrotnie).

Przykladem wzajemnego definiowania funktoréw deontycznych oraz
ilustracja do podziatlu, w ramach okre$lonego rachunku, stalych deontycz-
nych na pierwotne i wtérne sa takie oto definicje funktoréw Z oraz D,
dodane w systemie, w ktérym pierwotnym terminem deontycznym jest N:

Dl.a Zp=,N~p; D1.b Dp=,~N~p.

W pierwszej z tych definicji pojecie (funktor) zakazu jest zdefiniowane
przez pojecie nakazu: ,jest zakazane to, ze p” to, zgodnie z réwnoscia de-
finicyjna 1.a, tyle co ,jest nakazane, Ze nie p”. W D1.b jest zdefiniowane
dozwolenie — tak, ze na podstawie tej definicji zdanie o schemacie ,jest
dozwolone to, ze p” mozna zawsze zastapié przez ,nie jest nakazane to,
ze nie p”.

Definicyjnie mozna wprowadzi¢ do systemu deontycznego takze inne
stale, np. wspomniany funktor O obojetnoéci (neutralno$ci) oraz funk-
tor F fakultatywnoéci (uznaniowo$ci) wzgledem powinnosci:

D2.a Op =, (~Np A ~Zp); D2.b Fp=,~Np.

Jesli waznoéc deontyczng (deontyczne zobowiazanie) rozumie sie jako
zaprzeczenie deontycznej neutralnoéci (obojetnos$ci), mozna bezposred-
nio na podstawie D.2.a (i prawa negowania koniunkcji) zdefiniowa¢ i ten
funktor (W):

D2.c Wp=,(NpvZp).

Poréwnujac prawa logiki modalnej i deontycznej, dostrzegamy analogie
miedzy koniecznoScia i nakazem, niemozliwoécia i zakazem oraz miedzy
mozliwo$cig i dozwoleniem (wiele praw logiki modalnej mozna prze-
ksztalci¢ w prawa logiki deontycznej, stosujac w edytorze funkcje znajdz/
zastap dla K/N oraz M/D). W powyzszej prezentacji praw obu tych logik
celowo jest zastosowany ten sam schemat, by podobienstwa te latwiej byto
dostrzec. Jest jednak istotna réznica miedzy modalnos$cia a powinnoscia,
od dawna dostrzezona i dyskutowana w filozofii i logice: z koniecznoSci
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wynika faktycznos$¢ (fakt opisany w zdaniu p), a z faktyczno$ci mozliwo$c
(**RIL.2: T2.a, T2.c), natomiast z nakazu nie wynika fakt speklnienia
czynu opisanego w p ani z faktu (zdania opisujacego fakt) nie wynika
dozwolenie spelnienia czynu, nie méwiac o nakazie jego spetniania’®,

4. Logika intuicjonistyczna i logiki posrednie’

W kontekscie szeroko rozumianej logiki wspolezesnej intuicjonizm jest
programem metamatematycznym zapoczatkowanym (w 1907 roku) przez
matematyka holenderskiego L. Brouwera'®. Waznym zroédlem intuicjoni-
stycznego podejécia do podstaw matematyki byly antynomie tzw. klasycz-
nej teorii mnogosci, rozwinietej przez G. Cantora (zob **RIV.4). Postu-
laty intuicjonizmu dotyczyly przede wszystkim metod dowodzenia oraz
wprowadzania do systemdw logiki i matematyki ich pojeé¢ pierwotnych,
a zwlaszcza pojeé i metod nieskoniczono$ciowych: metody logiki powinny
by¢ zgodne z intuicyjnymi sposobami dowodzenia, pojeciem nieskonczono-
Sci wywodzacym sie z ciagu liczb naturalnych, pojeciem istnienia opartym
na wskazaniu lub opisie konstrukeji obiektu itd. Dlatego jednym z podsta-
wowych postulatow intuicjonizmu bylo ograniczenie dowodéw twierdzen
egzystencjalnych, tj. méwiacych o istnieniu pewnych obiektéw, do dowodow
efektywnych, czyli koniczacych sie wskazaniem przedmiotu dowodzonego
rodzaju lub opisem jego konstrukeji (,,istnie¢ znaczy by¢ skonstruowanym?™).

Rowniez w klasycznym rachunku logicznym sa tezy, ktore daja pod-
stawe do udowodnienia twierdzen o istnieniu obiektow, ktorych przykla-
du ani sposobu konstrukeji nie da sie poda¢. Bardzo wydajnym zZrodlem

13 Zob. L. Gumanski, Wybrane zagadnienia logiki deontycznej, w: tegoz, Istnienie
i logika, Torun 2006, s. 389—-446.

Ponizsza charakterystyka logiki intuicjonistycznej jest oparta gtéwnie na: S. Kra-
jewski, Logika intuicjonistyczna, w: Logika formalna. Zarys encyklopedyczny...,
dz. cyt., s. 360—368, J.K. Kobzinski, Logiki posrednie, w: Logika formalna. Za-
rys encyklopedyczny..., dz. cyt., s. 369—381 oraz J. Wolenski, Filozoficzna szkola
lwowsko-warszawska, dz. cyt., s. 128—130.

14

15 Wérod zwolennikéw intuicjonizmu, ogloszonego w postaci programu przez

L.E.J. Brouwera (1881-1966), bytlo wielu wybitnych matematykow, takich jak
L. Kronecker (1823-1891), H. Poincaré (1854—1912), E. Borel (1871-1956),
H. Lebesque (1875-1941), H. Weyl (1885-1955).
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takich ,nieefektywnych” dowodéw jest zasada wytgczonego $rodka i opar-
ta na niej regula dolgczania/opuszczania alternatywy. Podstawieniem
zasady p v ~p jest alternatywa, pod ktora podpadaja twierdzenia gloszace,
ze dany (okreslony warunkiem @) obiekt istnieje lub nie istnieje:

™) (VX) D(X) v ~(V X) D(X).

Okazanie w dowodzie niewprost, ze do sprzecznoS$ci prowadzi przy-
puszczenie, ze dany obiekt nie istnieje, daje podstawe do uznania zaprze-
czenia zalozenia, ktore prowadzi do sprzecznoéci, tj. do uznania twier-
dzenia ~~(V x) @(x), ktére polaczone z (*) prowadzi do wniosku, ze
(V x) @(x). Wniosek ten jest na gruncie klasycznych metod dowodzenia
zasadny, nawet jesli nie da sie poda¢ przyktadu takiego przedmiotu a, ze
@(a) ani jednoznacznego sposobu jego konstrukejite.

Dlatego realizatorzy programu Brouwera zaproponowali ograniczenie
praw i metod klasycznego rachunku logicznego do takich tylko, ktore
zapewniajg dowody efektywne. Na przyklad intuicjonistyczny dowdd ko-
niunkcji p A qjest zakoniczony, o ile skonstruuje sie dowdd dla p oraz dla g
(dowdd dwuczlonowej koniunkcji jest wiec para dowodow); w dowodzie
alternatywy p v q trzeba poda¢ konstrukeje, w ktoérej wyborowi jednego
z jej sktadnikow towarzyszy jego dowdd; dowod implikacji to konstruk-
cja, w ktorej widaé, ze kazdemu dowodowi zdania p odpowiada dowdd
dla g; efektywny dowo6d zdania ~p polega na okazaniu, ze prowadzi do
sprzeczno$ci (do ,przedmiotu, ktérego nie ma”) kazdy dowod zdania p*”.

Zgodny z postulatami intuicjonizmu rachunek logiczny, obejmuja-
cy system logiki zdan oraz logiki predykatow, zbudowal w 1930 roku
A. Heyting. Formalny system tego rachunku zdan jest oparty na regule
odrywania i podstawiania, a jako aksjomaty zostaly w nim przyjete na-
stepujace wyrazenia:

(AL)

L. p=@pEarq)
2.(prg)=>(@QAp)

. (p=d=[(prr)=(qAr)]
4 [(p=2>pDAl@=>nl=(m=r1)

16 Kwestia ta wiaze sie m.in. z tzw. aksjomatem wyboru (zob. **RIV.4).

17 Efektywne dowody w rachunku kwantyfikatorow polegaja na: wskazaniu stalej

a dla zmiennej x w formule (V x) @(x) oraz podaniu dowodu dla zdania @(a); na
okazaniu, ze dla kazdej mozliwej wartosci a dla x w formule (A x) @(x) jest kon-
strukeyjny dowdd dla zdania @(a).
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-q=pP=0

pAalprd]=q

-p=@{pva

(pva)=(@vp)
cMp=rA@=nl=pvy=>r]
10. ~p=(p =

1L [(p=dA(p=~D]= ~p.

W systemie tym — przeciwnie niz w KRZ (por. **R1.1.2.3) — zadne-
go z termindow pierwotnych, tj. =, A, v oraz ~, nie da sie zdefiniowa¢,
uzywajac terminow pozostalych. Wszystkie prawa tego systemu logiki
intuicjonistycznej sa prawami klasycznej logiki zdan, lecz nie odwrotnie.
Do tautologii KRZ niedowodliwych w systemie Heytinga naleza np.:
pv~p, ~~p=p, (~p=p)=p,
[(p=d=pl=p, ~pPrd=(pv~q.

Dodanie do (AI,) formuly p v ~p (prawa wylaczonego $rodka) skut-
kuje uzyskaniem aksjomatyki dla KRZ. System ten, tak samo jak KRZ,
jest rozstrzygalny i pelny (jeden z dowoddéw pelnoéci podal A. Tarski).

Okazalo sie jednak, ze zaproponowana przez Heytinga matrycowa
interpretacja tego systemu nie jest don adekwatna, tj. ogol tez wypro-
wadzalnych z (AI) nie jest identyczny z ogélem zawartoSci matrycy,

O 00 J O O

—

tzn. ogbdltem formul, ktére w danej matrycy przyjmuja dla dowolnego
wartoSciowania warto$¢ wyr6zniona (,prawdziwosci”, ktora jest w ma-
trycach Heytinga warto$¢é 2, a warto$ci pozostale to 1 i 0). Oto (zgodne
z oryginalnymi matrycami) definicje tabelkowe dla negacji, implikacji,
koniunkgcji i alternatywy:

aQ)
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o
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Jak wida¢, dla koniunkcji i alternatywy obowiazuja funkcje maksimum
iminimum (rozumiane tak, jak w omoéwionych w **RII.1 systemach logiki
wielowarto$ciowej).

Heyting okazal, ze wszystkie tezy jego systemu przyjmuja warto$¢ wy-
rézniong dla kazdego wartoSciowania, J. Lukasiewicz udowodnil jednak,
Ze nie jest spelniona zaleznos¢ odwrotna, tj. ze sa wyrazenia wyr6znione
przez matryce Heytinga, a niebedgce tezami jego systemu'®. Do formut
takich naleza na przyklad:

1) Gp=a=>{la=p)=al=a}

(2) ~pv~~p

B) (p=wdvia=p

@ [~p=>@Qvl=~p=q vV (~p=7)]
(5) [(~~p=p)=(pv~pl=(~pv~~p)
(6) pvip=(@Qv~aql

Lukasiewicz okazal takze, ze matryce Heytinga sa adekwatne dla ra-
chunku, w ktorym aksjomatyka (AI) jest uzupelniona (wzmocniona)
aksjomatem réwnoksztaltnym z powyzsza formula (1). System ten, zwany
logika Heytinga-Eukasiewicza, zapoczatkowal badania nad tzw. logikami
posrednimi, tj. rachunkami zdan zawartymi w KRZ, a bogatszymi od
systemu Heytinga (nadsystemami dla tego systemu). Na przyklad wzbo-
gacenie aksjomatyki (AI,,) o formuly, kolejno (2)-(6), prowadzi do syste-
mow logiki posredniej, odpowiednio: z tzw. stabym prawem wylaczonego
$rodka, Dummetta, Kreisela-Putnama, Scotta, Jankova.

Charakterystyka logik pos$rednich byla wynikiem badan nad seman-
tykami systemoéw logiki intuicjonistycznej. Czgstkowe wyniki w tym
zakresie osiggneli m.in. T. Umezawa, K. Godel, A. Tarski, M.H. Stone,
M. Dummett, S. Kripke, a wyniki podstawowe dla og6lnej charakterystyki
matryc semantycznych logiki intuicjonistycznej osiagnat S. Jaskowski,
ktory podal zasady konstrukeji nieskonczonego ciggu matryc, z ktoérych
kazda wyznacza okres$lony system logiki poéredniej, a iloczyn zawarto-
$ci matryc tego ciggu jest adekwatny dla systemu (AI)". Przestrzen

'8 Lukasiewicz podal takze aksjomatyke réwnowazng dla (AI) — zob.: L. Borkow-

ski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 212. Inne aksjomatyki
réwnowazne z (AI,,) opracowane przez logikow polskich — zob. J. Wolenski, Filo-
zoficzna szkola lwowsko-warszawska, dz. cyt., s. 128.

19

Zob. tamze, s. 128—129 (gdzie takze informacje o innych wynikach logikéow pol-
skich znaczacych dla rozumienia logiki intuicjonistycznej) oraz J.K. Kobzinski,
Logiki posrednie, dz. cyt., s. 370-371.
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systemow logik zdan odkrytych w badaniach nad logika intuicjonistycz-
ng jest nieskonczona. W przestrzeni tej KRZ i system Heytinga to tylko
wyr6znione punkty, a innymi (nazwanymi) sa np. wymienione wyzej
systemy; sg takze w tej przestrzeni logiki stabsze od (AI,) (np. tzw. logika
minimalna Johanssona, uzyskana w wyniku pominiecia w (AI,,) aksjoma-
tu (10)), sa takze nieskonczone podzbiory logik posrednich okreslonego
typu (np. logiki Godla)®.

20 Zob.: tamze, s. 379-381; J. Wolenski, Filozoficzna szkota lwowsko-warszawska,
dz. cyt., s. 128—-130 (w pracach tych sa odestania do tworcow i do zrédlowych pu-
blikacji).






ROZDZIAL 1l

RACHUNEK PREDYKATOW

W rozdziale tym, po ogblnych uwagach o rachunkach predykatow, sa
scharakteryzowane: tzw. wezszy rachunek predykatow (WRP) oraz jego
odmiana wzbogacona o pojecie identyczno$ci, a nastepnie teoria wynika-
nia zdan kategorycznych, zwana tradycyjnie sylogistyka, a wspolczes$nie,
ogoblniej: teoria zdan kategorycznych.

1. Uwagi ogolne’

1.1 Systemy rachunku predykatéw sa zwane réwniez rachunkami funk-
cyjnymi (coraz rzadziej?) albo rachunkami kwantyfikatoréw (zwykle).
Na potrzebe budowania i stosowania tych rachunkoéw wskazuje fakt, ze
w logice zdan sa badane relacje logiczne miedzy zdaniami niezalezne od
budowy zdan prostych. Rachunki zdaniowe nie dostarczaja wiec me-
tod sprawdzania wynikania miedzyzdaniowego zaleznego od logicznych

L ‘W uwagach ogélnych sa wykorzystane przyklady i opisy zaczerpniete z paragrafow

7.3.1i 7.3.2 w: A. Jonkisz, Elementy logiki stosowanej, dz. cyt., s. 109-115.
Monograficzne opracowanie klasycznego rachunku predykatéw jest zawarte w:
W.A. Pogorzelski, Klasyczny rachunek kwantyfikatoréw. Zarys teorii, Warszawa
1981.

Termin ,rachunek funkcyjny” jest trafnie stosowany jako nazwa rozszerzenia ra-
chunku predykatéow o terminy (symbole) funkcyjne, stosowanego do formalizacji
teorii, w ktorych terminami pierwotnymi sa funkcje (oraz stale indywiduowe wilas-
ciwe dla danej teorii). Zob. A. Grzegorczyk, Zarys logiki matematycznej, dz. cyt.,
s. 177-186.
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zwigzkow ogloszonych wewnatrz zdan prostych. Sp6jrzmy na zdania:
Bywajq ztosliwe tesciowe oraz Niektore kobiety sq ztosliwe albo Kazdy
kon jest ssakiem oraz Niektére ssaki majq ogon (przyktad pochodzacy od
B. Russella). Ot6z dla wnioskowan, w ktérych na podstawie pierwszego
w tych parach zdania uznaje sie drugie — wnioskowan, ktére zdrowo-
rozsagdkowo oceniamy jako poprawne logicznie, a ocene te potwierdza
logika — nie da sie znaleZ¢ podstaw w logice zdan, nawet jesli uwzgledni
sie ich ukryte zalozenia, czesto obecne w rozumowaniach formulowanych
w jezyku naturalnym. Schematy tych wnioskowan widoczne w jezyku
KRZ, w ktorych sa uwzglednione przestanki domyslne, to: (p A 1) = q;
w schemacie tym w pierwszym wnioskowaniu trzeba podstawié: p/By-
wajq ztosliwe tesciowe, r/Kazda teSciowa jest kobietq, q/Niektore ko-
biety sq ztosliwe, a w drugim: p/Kazdy kon jest ssakiem, r/Kazdy kon
ma ogon, q/Niektére ssaki majq ogon (w obu wnioskowaniach zdanie
podstawiane za r jest zalozeniem domySlnym). Formula (p A r) = q nie
jest jednak tautologia KRZ.

Praw wnioskowania wnikajgcych w zwigzki logiczne oglaszane w zda-
niach prostych dostarcza logika predykatow. Sa w niej stosowane terminy
odnoszace sie do skltadnikow zdan: predykaty (w gramatyce odpowiadaja
im orzeczenia), argumenty predykatow (odpowiednik podmiotu) oraz
kwantyfikatory, czyli wyrazenia informujace, czy predykat jest orzekany
o wszystkich, czy o niektérych przedmiotach danej kategorii.

1.2 Predykaty to funktory zdaniotworcze o argumentach nazwowych.
Kategoria predykatu (jak kazdego funktora) zalezy od liczby jego ar-
gumentow (predykaty jednoargumentowe, dwuargumentowe, ... n-ar-
gumentowe) oraz od kategorii argumentéow (*RV.1). Gdy orzekana jest
wlasnoé¢, predykat jest jednoargumentowy, gdy jest oznajmiana relacja,
predykat wigze tyle argumentow, ile czlonéw ma relacja wigzaca indy-
widua (relacje dwuczlonowe, trojcztonowe itd.). Na liczbe argumentow
wskazuje liczba zmiennych indywiduowych umieszczanych w nawiasie
po zmiennej predykatowej. Jako zmiennych reprezentujacych nazwy in-
dywiduéw, tj. nazwy jednostkowe, uzywa si¢ znakow x, y, z, ..., X, X,, ...,
X, w roli zmiennych predykatowych wystepuja symbole P, Q, R, S, ...,
P, ..., reprezentujace predykaty, np. nazwy wlasnosci przystugujacych
indywiduom oraz nazwy relacji wigzacych indywidua. Predykatami jed-
noargumentowymi sg np.: Swieci (... $wieci), filozof (... jest filozofem),
liczba parzysta (... jest liczbq parzystq); do dwuargumentowych naleza
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na przyklad: ... jest glupszy od ...; ... jest mniejsze niz ...; ... jest prezy-
dentem panstwa ...; przyklady orzecznikow trojargumentowych to: ... jest
najmniejszq wspolnq wielokrotnosciq liczb ...1 ...; ... lezy miedzy ... a ... .

Na przyklad w formule P(x) mozna za zmienng predykatowa P podstawiaé
nazwy wlasnosci (wysoki, filozof, liczba parzysta), za zmienna X — nazwe
jednostkowa (Patac Kultury, Sokrates, trzy) otrzymujac zdania np. Pa-
tac Kultury jest wysoki; Sokrates jest wysoki; Patac Kultury jest liczbq
parzystq; Sokrates jest filozofem; trzy jest liczbq parzystq itd.

Argumentami predykatéw pierwszego rzedu sg tylko nazwy jednost-
kowe, tj. nazwy indywiduéw, argumentami predykatow wyzszych rzedoéw
sa predykaty rzedow nizszych; dokladniej: predykat jest rzedu n wtedy
i tylko, gdy wiaze argumenty (co najmniej jeden), ktore sa predykatami
rzedu n—1. Na przyktad w zdaniach 2 = 5, 2 < 3 predykaty = oraz < sa
pierwszego rzedu, a formuly x = y, X < y — jesli wiadomo, ze wolno za
zmienne w nich wystepujace podstawiaé¢ wylgcznie nazwy jednostko-
we — sg wyrazeniami rachunku predykatoéw pierwszego rzedu. Natomiast
w zdaniach: Bycie czlowiekiem 1 bycie ptakiem to wtasnosci wyklu-
czajqce sie albo Bycie kwadratem i bycie prostokqgtem réwnobocznym
to to samo sa uzyte predykaty rzedu drugiego, poniewaz argumentami
predykatu ,wykluczajq sie” sa nazwy wlasnos$ci, czyli predykaty rzedu
pierwszego ,jest czlowiekiem” i ,jest ptakiem”, a argumentami predykatu
»t0 to samo co” sa predykaty pierwszego rzedu ,jest kwadratem” oraz
Jest prostokqtem réwnobocznym”. Zauwazmy, ze to samo wyrazenie, np.
znak = moze by¢ uzyte jako predykat roznych rzedow: w wyrazeniu x = y,
w ktérym sg uzyte zmienne indywiduowe, jest orzecznikiem pierwszego
rzedu, natomiast w wyrazeniu ze zmiennymi predykatowymi P = Q jest
predykatem (co najmniej) drugiego rzedu (liczba oznaczajaca rzad tego
predykatu jest o jeden wieksza niz niemniejsza sposrod liczb oznaczaja-
cych rzedy predykatow P oraz Q). Zakres predykatu identycznosci jest
wiec okreslony jedynie wtedy, gdy jest zdefiniowane uniwersum, do ktére-
go naleza zakresy jego argumentow (zmiennych). Poniewaz w rachunkach
logicznych (tzw. z identyczno$cig) zakresu tego, ze wzgledu na ogdlnosc,
sie nie zaweza (jest nieokreslony), predykat ten nie jest traktowany jako
orzecznik opisowy, lecz jako stata logiczna.

Zkolei kwantyfikatory (wyrazenia okre$lajace ilo§¢) naleza do tzw. ope-
ratoréw, czyli do funktoréw wigzacych zmienne (*RV.2). W rachunkach
predykatow kwantyfikatory sg stalymi logicznymi wlaéciwymi dla tych
rachunkow, dlatego rachunki predykatéw nazywa sie rowniez rachunkami
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kwantyfikatorow. NajczeSciej sa stosowane dwa sposrod kwantyfikatorow,
tj. wyrazenie dla kazdego, ktére — warto przypomnie¢ przyjeta umowe —
bedzie w tych analizach symbolizowane przez: A, a nazywane kwantyfi-
katorem ogoélnym (duzym), oraz wyrazenie dla pewnego, brane w zna-
czeniu — istnieje co najmniej jedno takie, zZe ..., oznaczane symbolem V
i nazywane kwantyfikatorem szczegétowym (malym, egzystencjalnym).

W prosty spos6b mozna wprowadzi¢ symbole odpowiadajace uszcze-
gblowieniom kwantyfikatora egzystencjalnego, tj.:

V, = dla doktadnie jednego jest tak, ze ... albo istnieje doktadnie jedno
takie, ze ...

V, = dla dokladnie dwdéch albo istniejq doktadnie dwa takie, Ze ...

V, = dla doktadnie k jest tak, ze ... albo istnieje dokladnie k takich, ze ... .

Napisy: (A x, y) ..., (V 2) ... sa odczytywane: dla kazdego x 1 dla
kazdego y ... (albo krocej: dla kazdego x i y ...) oraz istnieje z takie,
ze ... . Kwantyfikator uzyty w pierwszym napisie wiaze zmienne x oraz y,
a w drugim — zmienna z. Jesli zmienne wystepujace w formule sa wigza-
ne roznymi kwantyfikatorami, to symbole kwantyfikatoréw i zwigzanych
przez nie zmiennych bedg wpisywane w jednym nawiasie poprzedzajacym
dang formule, np. (A x, y V 2) ..., co bedzie odczytywane: dla kazdego x
1y istnieje z takie, ze ... .

Zmienne wypisane w nawiasie bezposrednio po kwantyfikatorze
sq objete tym kwantyfikatorem, czyli sa przez kwantyfikator zwigzane
w miejscach nalezacych do zasiegu kwantyfikatora, tj. w wyrazeniu na-
stepujacym po kwantyfikatorze albo w jego czeSci. Zasieg kwantyfikatora
musi by¢ jednoznacznie wskazany w zapisie formuly. Dlatego sa potrzebne
umowy notacyjne co do zaznaczania zasiegu kwantyfikatorow, zwlaszcza
gdy zasieg jest czeScia wlasciwg wyrazenia, ktore nastepuje po kwanty-
fikatorze. Rezygnujac z innych umoéw upraszczajacych takie napisy (np.
ze kwantyfikatory wigza mocniej niz sp6jniki prawdziwosciowe KRZ),
przyjmijmy, ze do zaznaczania zasiegu beda uzywane wylacznie nawiasy
kwadratowe, a przy tym nie trzeba zaznacza¢ zasiegu tylko wtedy, gdy bez
nawiaséw kwadratowych jest on jednoznacznie okreslony.

1.3 Rachunki predykatow sa dzielone ze wzgledu na (i) liczbe argumen-
tow wigzanych przez predykaty, (ii) uwzglednione w rachunku state lo-
giczne oraz (iii) kategorie zmiennych, ktére sa wigzane kwantyfikatorami.
Jak wida¢, kryterium pierwsze i trzecie dotyczg rodzaju predykatow sto-
sowanych w danym rachunku: rodzaju ze wzgledu na liczbe argumentow
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oraz rodzaju ze wzgledu na rzad predykatow, ktory jest wyznaczony przez
kategorie zmiennych wigzanych kwantyfikatorami.

Ad. (i). Jedli chodzi o liczbe argumentéw wigzanych przez predykat,
to w jednoargumentowych rachunkach predykatow uwzglednia sie tylko
orzeczniki o jednym argumencie (x jest studentem, y jest liczbq pierw-
szq), w rachunkach wieloargumentowych pojawiaja sie predykaty ozna-
czajace relacje dwuczlonowe (x jest wiekszy niz y, y jest starszy niz x),
tréjezlonowe (x lezy miedzy y a z) itd. Podstawowe wyrazenia rachunkow
jednoargumentowych maja posta¢ P(x), gdzie P reprezentuje predykaty
jednoargumentowe, a X jest zmienng indywiduowa, za ktéra mozna pod-
stawia¢ jednostkowe nazwy. W podstawowych formulach rachunkéw
wieloargumentowych moze by¢ wiecej zmiennych indywiduowych, np.
P(x, y), Qlx, y, 2), R(x, y, z, 1), S(x), 1= 1, 2, ... n.

Ad. (ii). Obok stalych logicznych przejetych z rachunku zdan (ogo6l-
nie: klasycznego badz nieklasycznego) statymi specyficznymi kazdego
rachunku predykatéw sa kwantyfikatory, a ponadto moga by¢ dolaczane
inne stale (np. znaki identycznosci, deskrypcji, abstrakeji) wprowadzane
jako pierwotne, tj. do slownika, badZ definiowane za pomoca funktorow
KRZ i kwantyfikatorow. Na przyklad dolgczajac znak identyczno$ci (abs-
trakeji, deskrypcji), otrzymuje sie tzw. rachunek predykatow z identycz-
no$cia (znakiem abstrakeji, deskrypcji).

Ad. (iii). W rachunku predykatéw pierwszego rzedu kwantyfikatory
wiaza jedynie zmienne indywiduowe, np. (A X)..., (V z)... . Natomiast
w rachunkach rzedéw wyzszych sa rowniez wigzane zmienne predykato-
we, np. (A P)..., (V Q)..., a rzad rachunku zalezy od tego, czy predykaty
zwigzane kwantyfikatorami sg orzekane o indywiduach (rachunek pre-
dykatow rzedu drugiego), o zbiorach indywiduéw (rzad trzeci), klasach
zbioréw (czwarty) itd. Na przyklad formula (A P) [x =y = (P(X) < P(y))]
nalezy do rachunku predykatéw drugiego rzedu — o ile wiadomo, co warto
ponownie podkreslié, ze za x i y mozna podstawia¢ nazwy indywidu-
6w — wyrazeniem trzeciego rzedu jest np. (A Q) [(A xX) (S(x) < P(x)) =
(Q(S) & Q(P))] itd. Rachunek predykatow o nieskonczonej liczbie rzedow
jest zwany rachunkiem rzedu w.

Okreslone wyzej wlasno$ci rachunkéw moga by¢ laczone, np. jedno-
argumentowy rachunek predykatow pierwszego rzedu (zwany tez jedno-
argumentowym wezszym rachunkiem funkcyjnym), wieloargumentowy
rachunek predykatow pierwszego rzedu, rachunek predykatow pierwsze-
go rzedu z identycznoScia.
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1.4 Dla wyrazen rachunku predykatéw nie ma uniwersalnej metody
sprawdzania ich tautologicznoSci, analogicznej do metody zero-jedynko-
wej dla wyrazen KRZ; rozstrzygalne s3 tylko pewne typy wyrazen, czyli
pewne fragmenty rachunkéw predykatow. Dlatego rachunki predykatéw
sa budowane metoda dowodowa — zalozeniowa lub aksjomatyczna.

2. Klasyczny rachunek predykatow

Rachunkiem predykatow klasycznym jest nazywany kazdy system nad-
budowany nad klasycznym rachunkiem zdan. Rozumiany weziej kla-
syczny rachunek predykatéow to — podstawowy rowniez w niniejszej
prezentacji — tzw. wezszy rachunek predykatow (WRP), czyli wsparty
na KRZ rachunek predykatow pierwszego rzedu. Po prezentacji systemu
WRP sa w koncowej czeci tego podrozdziatu udowodnione podstawowe
twierdzenia, w ktorych jest uzyte pojecie identycznoéci (WRP z iden-
tycznodcia).

2.1 Wezszy rachunek predykatéw (WRP)

Wezszy rachunek predykatow jest ograniczony do predykatoéw pierw-
szego rzedu, tj. orzekanych o indywiduach, o dowolnej liczbie argumen-
tow, a jego stalymi logicznymi swoistymi, tj. nie liczac stalych przejetych
z KRZ, sa wylacznie kwantyfikatory, ktore wigza wylacznie zmienne indy-
widuowe. Po charakterystyce jezyka WRP jest w czeéci 2.1.2 rozwiniety
zalozeniowy system tego rachunku: jego reguly i definicje wyjSciowe,
a nastepnie dowody wybranych tez.

2.1.1 Stownik, sktadnia i formuty WRP

a) Poniewaz dowolny rachunek predykatow jest oparty na KRZ, dlatego
w stowniku WRP wystepuja wszystkie symbole klasycznego rachunku
zdan, a ponadto:

(i) symbole stalych specyficznych dla rachunku predykatéw, tj. symbole
kwantyfikatoréw: ogdlnego A oraz szczegdlowego V;
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(ii) symbole nazwowe:

— symbole zmienne, zwane zmiennymi indywiduowymi, tj. reprezen-

tujace nazwy jednostkowe: X, y, z, ..., X, ...;

— stale (tylko w wierszach dowodow) oznaczajgce indywidua: a, b,

vy 8y By ey By
(iii) symbole reprezentujace predykaty pierwszego rzedu, tj. zmienne
predykatowe:

- jednoargumentowe: A, B, C, ..., A, ...;

— wieloargumentowe: P, Q, R, S, ..., P, ...

Tak samo jak w KRZ przyjmujemy, ze: symboli zmiennych (tu — na-
zwowych) jest nieskonczenie (lecz — przeliczalnie) wiele, zbiér symboli
nazwowych stalych moze by¢ skonczony (a nawet pusty, co znaczy, ze
nie ma ich w jezyku), natomiast zbior symboli predykatow jest niepusty.

Z kolei w metajezyku WRP sg uzywane:

- zmienne a, B, Y, §, ..., a, a,, ... — reprezentujace symbole nazw
jednostkowych, czyli reprezentujace zmienne indywiduowe;

— zmienne @, ¥, X, ..., @, D,, ... — reprezentujace dowolne wyrazenia
zdaniowe WRP.

W metajezyku moga by¢ rowniez uzywane — tak samo jak w metajezy-
ku KRZ — cudzystowowe nazwy jednostkowe dowolnych formut WRP oraz
quasi-cudzystowowe nazwy ogélne formul zdaniowych, oznaczajace for-
muly o wskazanej nazwa cudzystowowa budowie, tj. formuly podpadajace
pod schemat napisu ujetego (znajdujacego sie pomiedzy) znakami M oraz 1.

b) Jesli chodzi o skladnie, to mozna powiedzie¢, ze do wyrazen (formut)
WRP naleza wszystkie i tylko:

— tzw. formuly elementarne (atomiczne), tj. napisy ztozone z pre-
dykatu i nastepujacych po nim zmiennych reprezentujacych ar-
gumenty tego predykatu, np. P(x), Q(X, y, z); ogblnie — wyrazenia
postaci: P(x,, ..., X_), gdzie P jest n-argumentowym predykatem
1-rzedu;

— wyrazenia otrzymane w wyniku laczenia formut WRP spéjnikami
KRZ, co znaczy, ze wyrazeniami WRP sg formuly ~(®), (@) A (P),
(@) v (P), (D) v (P), (@) = (V) itd., w ktorych @ oraz ¥ sg for-
mutami tego rachunku;

— wyrazenie otrzymane w wyniku zwigzania kwantyfikatorem co naj-
mniej jednej zmiennej wystepujacej w danej formule WRP, np.
wyrazenie (A X) [Q (X, y, z)] otrzymane z Q(X, y, z); og6lniej: jesli
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@ jest wyrazeniem WRP, a a jest zmienng indywiduowa wystepu-
jaca w @, to do wyrazen tego rachunku naleza takze (A a) @ oraz
(Va) .

Stosujac te reguly skladni, da sie rozstrzygnaé, ze nie sa formulami
WRP na przyklad napisy:

(AX)= (Vy) P(x,y) oraz (V x) P(x) v Q(x).

Poprzednik tej implikacji nie jest formula WRP, natomiast drugie
wyrazenie nie jest — o ile nie przyjmie sie dodatkowych uméw — jed-
noznaczne, mozna je bowiem odczytaé jako (V x) [P(x)] v Q(x) albo tez
(V x) [P(x) v Q(x)]. Tak jak w innych rachunkach dla usuniecia wielo-
znaczno$ci sa tu uzywane wylgcznie nawiasy (kazde z ostatnich dwoch
wyrazen jest formula WRP), z ktorych mozna w zapisie formul zrezygno-
wac tylko wtedy, gdy i bez nich wyrazenie jest jednoznaczne.

W kontekscie funkcji zdaniowych byla juz mowa o zmiennych wolnych
i zwigzanych kwantyfikatorem (¥*RIII.4), tu warto doda¢, ze wystepujaca
w formule WRP zmienna moze by¢ zwigzana w pewnych miejscach swo-
jego w niej wystepowania, a w pozostalych miejscach moze by¢ zmienna
wolng. Na przyklad w wyrazeniu:

((AxV y) [P, ] A QX)) = (Q) A (Vy) RE))
zmienna X jest zwigzana na pierwszym miejscu, wolna na miejscu dru-
gim, a zmienna y jest zwigzana na miejscu pierwszym, wolna na dru-
gim i zwigzana na miejscu trzecim. Dlatego tak wazne jest zaznaczanie
zasiegu kwantyfikatora, tj. tego fragmentu wyrazenia, ktory jest objety
jego ,dzialaniem”, fragmentu, w ktoérym zmienne wyliczone po znaku
kwantyfikatora s zwigzane.

¢) O zmiennej wystepujacej w wyrazeniu @ méwimy, ze jest w tym wyra-
zeniu wolna wtedy i tylko, gdy jest wolna w jakims$ (co najmniej jednym)
miejscu swojego wystepowania w @; w przeciwnym razie, tj. gdy zmienna
jest zwigzana w kazdym miejscu swojego wystepowania w @, méwimy, ze
jest w tym wyrazeniu zwigzana.

Formuly, ktérych wszystkie zmienne sa w tym mocniejszym sen-
sie zwigzane, tj. zwigzane w kazdym miejscu swojego wystepowania, to
tzw. formuly zamkniete, czyli zdania WRP. Pozostale formuly, zwane
otwartymi, nalezg do funkcji zdaniowych, czyli zawierajacych zmien-
ne wolne schematow zdan, ktore sa przeksztalcane w zdania w wyniku
wyeliminowania zmiennych wolnych, a mozna to zrobié¢, podstawiajac
zamiast zmiennej stalg, tj. nazwe przedmiotu z zakresu danej zmiennej,
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lub wiazac zmienng kwantyfikatorem (oba te sposoby mozna stosowac
w jednej funkcji — zob. *RIIL.4).

Zdania (formuly zamkniete) sformulowane w symbolicznym jezyku
WRP moga by¢ przeksztalcane w zdania jezyka naturalnego w wyniku
interpretacji, tj. podstawienia stalych za wystepujace w formule zmienne
predykatowe, tj. konkretnych orzecznikéw. Na przyklad interpretujac for-
mule (V x) [P(x) A ~Q(x)] w sposbb P/logik (doktadniej: jest logikiem),
Q/rozsqdny otrzymuje sie (po odpowiednich poprawkach jezykowych)
zdanie Niektorzy logicy nie sq rozsqdni. Da sie rowniez budowaé formuly
WRP, ktoére sa schematami zdan jezyka naturalnego, choé czasami moze
to prowadzi¢ do napiséw o wiele bardziej zlozonych niz ich naturalne od-
powiedniki. W schemacie takim trzeba uwzgledni¢ wszystkie predykaty,
spojniki i kwantyfikatory uzyte, nie zawsze wprost, w wypowiedzi jezyka
naturalnego. Na przyklad schematem zdania Kazdy student zdat jakis
egzamin jest formuta (A x) [S(X) = (V y) [E(y) A Z(X, y)]]; schemat ten
odczytujemy: dla kazdego X, jezeli x jest studentem, to istnieje y takie,
ze y jest egzaminem i x zdal y. Z kolei zdanie Niektorzy narciarze lubiq
tylko twarde stoki jest w logice predykatéw reprezentowane formula:
(VX)INX) A Ay (SW) A (L(x, y)] = T, tj. istnieje x takie, ze x jest
narciarzem i dla kazdego y, jesli y jest stokiem i x lubi y, to y jest twardy.

Analiza schematéw zdan jezyka naturalnego, schematow sformu-
lowanych w rachunku predykatéw, ulatwia wykrycie ich wieloznacz-
nosci, a sprawdzenie schematéw wnioskowan — wykrycie ich wadli-
woéci badZ potwierdzenie poprawnoéci logicznej. Na przyklad zdanie:
Wszyscy ludzie nie sq lubiani mozna rozumieé zgodnie ze schematem
(A X) [C(X) = ~L(x)], czyli w znaczeniu Kazdy cztowiek nie jest lubiany
(jest nielubiany) albo tez wedtug formuly ~(A x) [C(x) = L(X)], a wiec
w sensie Nieprawda, ze kazdy czltowiek jest lubiany, tzn. Sq tacy, ktérzy
nie sq lubiani.

Niektore formuty WRP maja te wlasnoéc, ze dowolna ich interpretacja
przeksztalca je w zdania prawdziwe. Formuly takie nazywamy prawami
WRP. Prawami sa np. formuly:

(V x) ~P(x) = ~(A x) P(x)

(AX) [P(X) = Q)] = ~(V x) [P(X) A ~Q(X)]

(AX) [P(X) = Q)] = ((V x) P(x) = (V x) QX))

(A x, y) [Qx, y) = POIT = ((V %, y) Qx, y) = (V x) P(x)

(AX) [P A QO] = (A X) P(X) A (A X) Q(X)).
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Z pierwszej z tych formul — odczytywanej: jezeli istnieje x takie, ze
nie pe od X, to nieprawda, ze dla kazdego x pe od X — mozna otrzymac,
podstawiajac za zmienna P konkretny predykat, takie np. zdania: Jezeli
ktos jest nieuczciwy, to nie kazdy jest uczciwy; Jesli cos nie jest intere-
sujqce, to nie wszystko jest interesujqce itd. Drugg formule — jesli dla
dowolnego x jest tak, ze jesli P od x, to Q od X, to nieprawda, ze istnieje
x takie, by P od x i nie Q od x — mozna zamieni¢ w zdanie prawdziwe,
podstawiajac np. Poniewaz jesli cos$ jest czerwone, to jest kolorowe, wiec
nie ma czegos, co bytoby czerwone, a nie byto kolorowe. Podstawiajac
te same predykaty w formule trzeciej (Jesli dla kazdego x jest tak, ze o ile
P od x, to Q od x, to jesli istnieje x takie, ze P od X, to istnieje tez x takie,
ze Q od x) otrzymujemy zdanie: Poniewaz jesli co$ jest czerwone, to jest
kolorowe, wiec jesli istnieje co$ czerwonego, to istnieje cos$ kolorowego.
Formule czwarta (Jeéli dla dowolnych x oraz y jest tak, ze o ile Q od x, y
to P od x, to jedli istnieja x oraz y takie, ze Q od x, y, to istnieje x, takie
ze P od x) mozna skonkretyzowac np. zdaniem: Poniewaz jesli ktos jest
czyims$ ojcem, to jest mezczyznq, wiec jesli istnieje ktos, kto jest ojcem
kogos, to istnieje mezczyzna. Podstawieniem formuly ostatniej (Jezeli
dla kazdego x P od x i Q od X, to dla kazdego x P od x oraz dla kazdego
X Q od x) jest np. Jesli kazda bombka jest kulista i kolorowa, to kazda
bombka jest kulista i kazda bombka jest kolorowa (podstawienie to
zaweza zakres zmiennej x).

2.1.2 Zatozeniowy system WRP

Zostana najpierw sformulowane reguly pierwotne — dowodzenia oraz
dolaczania nowych wierszy do dowodu — uzupekhione specyficznymi defi-
nicjami przyjmowanymi u podstaw budowania systemu WRP, a nastepnie
sa w nim dowodzone wybrane tezy®.

Prezentowany tu system WRP — podobnie jak zalozeniowy system KRZ — jest opar-
ty na opracowanym przez Shupeckiego i Borkowskiego (zob. J. Stupecki, L. Bor-
kowski, Elementy logiki matematycznej 1 teorii mnogosci, dz. cyt.; L. Borkowski,
Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt.). Modyfikacje systemu orygi-
nalnego polegaja na ulepszeniach symbolicznego zapisu, innym doborze i ukladzie
tez oraz na uproszczeniu niektérych dowodow.
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2.1.2.1 Reguly i definicje wyj$ciowe

W punkcie wyjscia systemu sg przyjete:

(i) reguly systemu zalozeniowego KRZ — reguly dolaczania wierszy
do dowodu i budowania dowodéw, zaréwno reguly pierwotne, jak
i wtorne — rozszerzone (wzmocnione) na wyrazenia WRP;

(ii) reguly pierwotne dolaczania i opuszczania kwantyfikatorow;

(iii) definicje tzw. kwantyfikatoroéw o ograniczonym zakresie®.

Ad. (i) Wzmocnienie regul systemu zalozeniowego KRZ polega na do-

laczeniu wyrazein WRP do zakresu zmiennych metajezykowych @, ¥, ...,

wystepujacych w schematach lub opisach regul. Na przyklad korzystajac

z tak rozumianej reguly odrywania (pierwotnej w systemie zatozeniowym

KRZ), mozna na podstawie implikacji

(AX) [P(X) = Q(X)] = ~(V x) [P(x) A ~Q(X)] oraz jej poprzednika

(A X) [P(X) = Q(X)]

uzna¢ nastepnik ~(V x) [P(x) A ~ Q(X)];

albo — korzystajac kolejno z w tym sensie wzmocnionych regut DA, NK

i TOL — uzna¢ negacje ~(A x) [P(x) A Q(x)] na podstawie wyrazenia

~(A x) P(x) 1 tezy (A x) [P(x) A Q)] = ((A x) P(xX) A (A x) Q(x)).

Ad. (ii) Do sformutowania regul dolaczania i opuszczania kwantyfikato-

row niezbedne jest wlasciwe dla rachunku predykatow pojecie wyrazenia

uzyskanego wskutek prawidlowego podstawienia. Ot6z jesli @ jest wyra-

zeniem rachunku predykatow, to @(a/p) jest wynikiem prawidlowego

podstawienia wtw:

(1a) a jest zmienna wolna w wyrazeniu @;

(1b) B jest wyrazeniem tej samej kategorii sktadniowej co a (wyrazenie

podstawiane 8 moze by¢ zloZone);

(1c) podstawienia a/f dokonano w kazdym miejscu, w ktérym a wyste-

puje jako zmienna wolna w wyrazeniu @;

4 Na marginesie warto zauwazy¢, ze roznica miedzy zalozeniowymi i aksjomatycz-

nymi systemami rachunku predykatow jest pochodna réznicy miedzy systemami
dedukcyjnymi KRZ budowanymi zatozeniowo albo aksjomatycznie. Mianowicie
u podstaw aksjomatycznego systemu rachunku predykatéw mozna przyjac¢ wybrang
aksjomatyke KRZ rozszerzona na formuly rachunku predykatow, a reguly wypro-
wadzania wzmocni¢ specyficznymi dla wyrazen z kwantyfikatorami (zob. J. Shu-
pecki, L. Borkowski, Elementy logiki matematycznej i teorii mnogosci, dz. cyt.,
s. 96—98). Najprostszym sposobem nawiazania do aksjomatyki KRZ jest uznanie za
aksjomaty rachunku predykatow podstawien wszystkich tez zakladanego systemu
KRZ — zob. np. T. Batég, Podstawy logiki, dz. cyt., s. 112-118.
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(2) zadna zmienna wolna wyrazenia ff nie staje sie w wyniku podstawienia
zwigzana w wyrazeniu @(a/p).

Jesli nie jest spelniony warunek (1a) powyzszej definicji, to wyraze-
nie @(a/p) jest identyczne z @, np.: (Vx) x>y Xy + 1) =(Vx) x> y.
Z @ jest rowniez identyczny wynik prawidlowego podstawienia @(a/a).
Jesli natomiast nie jest spetniony ktory$ z warunkéw (1b)—(2), to symbol
@(a/p) nie oznacza zadnego wyrazenia. Jest tak dla (nieprawidlowego)
podstawienia wedlug schematu (V x) x >y (y/x + 1), ktérego wynikiem
jestnapis (V x) [x > x + 1]: podstawienie to nie spelnia warunku 2, zmien-
nax, ktora jest wolna w wyrazeniu X + 1, po podstawieniu, tj. w wyrazeniu
(V x) [x > x + 1], staje sie zmienna zwigzana.

Pojecie prawidlowego podstawienia daje podstawe dla sformulowania
regut dolaczania i opuszczania kwantyfikatorow.

Regula opuszczania kwantyfikatora ogoélnego

OA ANa) @
@(a/P)
Widoczne w tym schemacie wyrazenie @(a/f3) jest wynikiem prawi-

dlowego podstawienia za zmienng wolng a wystepujaca w @. Oto przy-
klady zastosowania tej reguty:

AX)AX) | (AX)AC) | (AX)AX) [(AX)XRY [(AX)XRY[(AX)[AKX) v ~AX)]
AX) A(y) A(a) XRy YRy AX) v ~ AX)

Jak wida¢, regula ta obejmuje rowniez przypadki wnioskowan od
(A a) @ do wyrazenia @ (przyklady w kolumnach pierwszej, czwartej
1 piatej), jako ze prawidlowe podstawienie @(a/a) jest identyczne z .

Regula dolaczania kwantyfikatora ogélnego
DA 0]
ANa) @
Bez ograniczen wolno stosowa¢ te regule tylko do tez rachunku predyka-
tow, np. od wyrazenia X - 1 = x mozna przej$c¢ do (A x) x - 1 = x. Natomiast
w przypadku wyrazen pojawiajacych sie w wierszach dowoddw, a niebe-
dacych tezami, kwantyfikator ogdlny wiazacy zmienna a mozna dotaczy¢,
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tylko gdy a nie jest zmienng wolna w zalozeniach dowodu (takze — w za-
lozeniach dodatkowych). Jesli bowiem a jest w zalozeniach wolna, to
nie jest dowolna, jako ze jej zakres jest ograniczony zgodnie z formula,
w ktorej zmienna ta wystepuje w zalozeniach. Na przyklad od przyjetego
w zalozeniu warunku x < 0 nie mozna przej$¢ do twierdzenia: (A x) x < 0.

Regula dolaczania kwantyfikatora szczegélowego

DV D(a/p)
Vao

Nie ma szczegdlnych ograniczen zwiazanych ze stosowaniem tej reguly,
nie liczac wymagan zwigzanych z prawidlowym podstawianiem: wyra-
zenie @(a/p) jest wynikiem prawidlowego podstawienia za zmienng a
w wyrazeniu @. Oto przyklady zastosowania tej reguly.

A(a) AW) A(X) yRy 2eN
(Vx)AX) (Vx)AX) (Vx) AX) (VX)X R x VX)xeN

Tak jak w przypadku reguly OA i ta regula sa objete sytuacje (przyklad
w kolumnie trzeciej), w ktorych od wyrazenia @ przechodzi sie do (V a) @:
prawidlowe podstawienie @(a/a) jest identyczne z @, teraz jednak — prze-
ciwnie niz w przypadku reguly OA — kierunek podstawiania jest przeciwny
do kierunku wnioskowania.

Regula opuszczania kwantyfikatora szczegélowego

W dowodach sg stosowane dwie odmiany tej reguly — z wprowadzaniem
symboli stalych oraz bez ich wprowadzania. Dowody z wprowadzaniem
stalych sa bardziej intuicyjne, cho¢ dowody niektérych wyrazen (np. tez
sformulowanych metasystemowo) sg prostsze, gdy stosuje sie sposéb bez
wprowadzania statych.

— z wprowadzaniem stalych

ov Va) @
@(a/rﬁl, - ﬁn)

W schemacie tym f3,, ..., B, to zmienne wolne wyrazenia @ rozne od a.
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—Jeslin = 1, to Tjest funktorem nazwotworczym argumentéw nazwo-
wych B, ...,B.,a Ty oo, jest nazwa jednostkowa przedmiotu (zaleznego
od B, ..., B,) spelniajacego @;

— Jedli n = 0, to schemat OV upraszcza sie do:

Vao
d(alT1)
gdzie 7 jest nazwa jednostkowa oznaczajaca przedmiot spetniajacy @.

Konieczne jest przy tym, by w kazdym stosowaniu reguly OV w tym
samym dowodzie stosowa¢ nowy symbol stalej (a,, a, ...; albo a, b, ...).

Vyx<y<z Vy2<y<z Vy2<y<5 | (VX y)x<y<z
Xx<a <z 2<a <z 2<ax<h a<b <z

Pierwsze trzy kolumny majg ilustrowac malejaca zalezno$¢ wprowadzanej
stalej od pozostalych zmiennych (n = 2, 1, 0), a kolumna ostatnia — ko-
nieczno$¢ wprowadzania odrebnych symboli stalych w kazdorazowym
stosowaniu reguly OV.

— bez wprowadzania stalych

Aby zastosowa¢ do wyrazenia (V a) @ regule OV bez wprowadzania sta-
lych indywiduowych, potrzebne w dowodzie wyrazenie ¥ — czyli od-
powiednik @(a/71) z wersji ze zmiennymi — uzyskuje sie, wychodzac od
zalozenia dodatkowego .

oV Vao
=
1’24

Te odmiane reguly OV wolno stosowac, o ile zmienna a nie jest wolna ani
w zalozeniach dowodu, ani w wyrazeniu .

Ad. (iii) Pojecie kwantyfikatora o ograniczonym zakresie jest okreslone
w nastepujacych definicjach (w alternatywnych jest uzyty metajezykowy
znak rownoéci definicyjnej).

Dl.a A9(a) VP < (Aa)dla)= P
albo (A () ¥ =, (A @) [9(a) = P];

D1.b (V&(a) V< (Va) [dla) A P]
albo (V @(a)) ¥ =4 (V a) [®(a) A P].
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Sens tych definicji sformulowanych w jezyku symbolicznym latwo
jest oddac takze w jezyku naturalnym: kwantyfikatory takie réznia sie od
zwyklych tym, ze prawidlowo$¢ ogloszona w wyrazeniu poprzedzonym
takim kwantyfikatorem obowigzuje w zakresie zawezonym formula @,
czyli dotyczy tych tylko indywiduéw, ktore spelniaja warunek @.

Oto przyklady zastosowania tych definicji (beda oznaczane takze jako
dfA,g, i dfV, ).

Ax>0) x| =x< (AX)[x>0)=|x] =x];

(Vx#+0a-x=ac(VX)[x+0Ara-x=al;

X X
JeieliyiO,to?:zax:y-z<:>(/\y¢0)[—:z<:>x:y-z].
Yy

2.1.2.2 Tezy WRP

W dowodach tez sa stosowane takie same jak w KRZ umowy dodatkowe,
wedle analogicznych kryteriow dowodzone wyrazenia sa takze dobrane,
uporzadkowane i pogrupowane (**RI1.3).

T1 (AXx) AKX = Ay).

Dowoéd:
1. (Ax)AKX) {zal.}
Ay) {OA: 1}.

T2 AQY) = (V x) AKX).

Dowdd:
1. Aly) {zal.}
(V x) AX) {DV: 1}.

W dowodach formul WRP dogodnie jest korzystaé z metajezykowych
odpowiednikéw tez T1 oraz T2 (dowody tych metatez sa analogiczne do
dowodow T1 i T2):

MT1 |(Aa) @ = d(a/p);
MT2 | &(a/B) = (V a) D.

Zgodnie z M1 oraz z M2 tezg WRP jest kazde formuta tego rachunku row-
noksztaltna z, odpowiednio, (A a) @ = ®(a/p) oraz z ®(a/p) = (V a) D.
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T3 ~(AX)AX) < (V X) ~AX).

Dowdd:
Oba dowody, zaréwno implikacji prostej [, jak i odwrotnej [, sa nie-
wprost.

H

1. ~(Ax)AX) {zal.}

2. ~(Vx)~AX) {zdn.}

3. ~AX) = (Vx) ~AKX) {MT2}

4. A(X) {TOL: 3, 2}

5. (Ax)AKX) {DA: 4}
Sprz.: 1, 5.

Regula dolaczenia kwantyfikatora ogdlnego jest w wierszu 5. zasto-
sowana poprawnie, poniewaz zwigzana nim zmienna X nie jest w zaloze-
niach dowodu wolna.

H

1. (Vx)~AX) {zal.}

2. (Ax)AKX) {zdn.}

3. ~A(a) {0V: 1}

4. A(a) {OA: 2}
Sprz.: 3, 4.

Teza T3 daje podstawe wtornej regule dolgczania nowych wierszy
do dowodu, zwanej regula negowania kwantyfikatora ogbélnego, w skro-
cie ~A:

~A ~(ANa) @

Va~0

T4 ~(Vx)AKX) < (AX) ~AX).

Dowédd:

H

1. ~(Vx)AX) {zal.}

2. A(X) = (Vx) AKX) {MT2}

3. ~A(X) {TOL: 2, 1}
(A X) ~A(X) {DA: 3}.

Regula dolaczenia kwantyfikatora ogdlnego jest w ostatnim wierszu dowo-
du zastosowana poprawnie, bo zmienna x nie jest w zalozeniach dowodu
wolna.
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H

1. (AxX) ~AX) {zal.}

2. (VX)AKX) {zdn.}

3. A(a) {Ov: 2}

4. ~A(a) {OA: 1}
Sprz.: 3, 4.

Na tezie T4 jest oparta regula wtorna negowania kwantyfikatora
szczegblowego:

~V ~Va)®
(Aa) ~®
Uogdlnieniem regul ~A i ~V jest tzw. regula negowania wyrazen
z ukladem kwantyfikatorow, ktora bedzie oznaczana skrétem ~AV. Pod

regule te podpadajg m.in. nastepujace dwa schematy wnioskowan do
nowego wiersza dowodu:

~ANa)(Va)Aa)..Ka)d ~Va)Aa)Va,)..Ka)D
Va)Aa)Va)..K a)~D Aa)Va)Aa) .. (K a)~D

W schematach tych K oraz K’ sa zmiennymi kwantyfikatorowymi, za ktore
mozna podstawiac¢ symbole A oraz V, a przy: tym jesli k jest liczba niepa-
rzysta, to za zmienne K oraz K’ trzeba podstawi¢ symbol kwantyfikatora
wigzgcego zmienng a, w tym szeregu, w ktorym wystepuje dana zmienna
kwantyfikatorowa (K wystepuje w szeregu nad kreska, K’ jest w szeregu
dolnym); natomiast jesli k jest liczbg parzystg, to za obie te zmienne jest
podstawiany symbol kwantyfikatora, ktéry w odpowiednim szeregu wigze
zmienng q,.

W zakresie stosowania tych dwéch schematéw wnioskowan sa na
przyktad wszystkie rownowaznosci o budowie:

~(AV A2 D = (VA YV 2) ~,

~(VX(AY) @<= (AX)V y) ~P.

Regula ~AV dotyczy jednak sytuacji negowania formul WRP roz-
poczynajacych sie od dowolnego ukladu kwantyfikatoréw, tj. nie tylko
takiego, ze kwantyfikatory A oraz V wystepuja naprzemiennie. Jesli K
jest ciggiem K, K,, ..., K, kwantyfikatoréw poprzedzajacych forme zda-
niowa @, w ktérym K| jest kwantyfikatorem, og6lnym albo szczegétowym,
wigzacym zmienng a,, tj. reprezentuje napis (A a,) albo (V a,), K, wigze
zmienng a, itd., to odpowiednikiem tego ukladu kwantyfikatorow uzy-
skanym w wyniku negacji jest ciag kwantyfikatorow K’, w ktérym kolejne
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kwantyfikatory wigza te same zmienne, co odpowiadajace im kwantyfi-
katory z K, lecz z ogblnych sa zamieniane na szczegblowe i odwrotnie.
Korzystajgc z tych skrétéw notacyjnych mozna stwierdzié, ze:

MMT1 }~(K)® <K ~0.

Twierdzenie to daje podstawy do uznania takich np. metajezykowych
rownowaznosci:

~ANa)Aa)Va) @<= (Va)V a)Aa,) ~D;

~(Va)Aa)Aa)Va) D= (Aa)Va)Va)Aa) ~D.

Pod pierwsza z tych rbwnowaznoSci podpada miedzy innymi zapisa-
na w jezyku przedmiotowym WRP réwnowazno$é ~(A X)(A y)(V z) & <
< (VX)(V y)(A z) ~@ oraz kazda z jej interpretacji (konkretyzacji), na
przyklad interpretacji @ (zakresem zmiennych x, y, z jest zbio6r liczb rze-
czywistych) takiej: ~(AX)(AY)(V2)x=y -z V)V YNA2) x#y -z

Kolejna grupe tez WRP mozna nazwac ogdlnie prawami rozkladania
kwantyfikatoréw na argumenty spojnikow prawdziwosciowych (czltony
koniunkgji, alternatywy, implikacji itd.) oraz wyciggania kwantyfikatoréw
z cztondéw wyrazen ztozonych przed takie wyrazenia. Prawa tej grupy
sq tez nazywane — pro$ciej, lecz nie tak dokladnie — prawami rozkladu
kwantyfikatora.

T5 (A X)[AX) A BX)] < ((Ax) AX) A (A X) B(x)).

Dowéd:

H

1. (AX)[AKX) A BX)] {zal.}

2. A(X) A B(X) {OA: 1}
3. AX) {OK: 2}
4. B(x) {OK: 2}
5. (AX)AKX) {DA: 3}
6. (Ax)B(X) {DA: 4}

(A X) AC) A (A X) B(x) {DK: 5, 6}.

Dowdd implikacji odwrotnej jest analogiczny (korzysta sie w nim z tych
samych regut).

Zgodnie z T5 kwantyfikator ogolny mozna rozkladac (implikacja pro-
sta) na czlony koniunkcji oraz wyciggac (implikacja odwrotna) przed jej
czlony — stad nazwa: prawo rozkladania i wyciggania kwantyfikatora
ogolnego na/przed czlony koniunkcji. Tak samo nazywa sie wtorng regule
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wnioskowania opartq na tej tezie (wtérng ze wzgledu na T5), ktora bedzie
oznaczana jako AlA.

FAUZN ANa) [@ A Y]
AN DPANQ) W

T6 (A Xx) [AX) = B(X)] = ((Ax) A(X) = (A x) B(x)).

Dowod:

1. (AX)[AKX) = B(X)] {zal.}

2. (Ax)AKX) {zal.}

3. AX) = B(Xx) {OA: 1}

4. AX) {OA: 2}

5. B(X) {RO: 3, 4}
(A x) B(x) {DA: 5}.

Regula DA jest w ostatnim wierszu dowodu zastosowana poprawnie,
poniewaz zmienna X nie jest w zalozeniach wolna. Zgodnie z T6 kwan-
tyfikator ogélny mozna rozlozy¢ na czlony implikacji. Poniewaz jednak
implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, wiec kwantyfikator ten nie moze
by¢ wyciagany przed czlony implikacji. Tak samo bedzie nazywana regula
wnioskowania wtérna wzgledem T6, skrotowo oznaczana przez A|=.

A= Aa) [D= V]
Aa) @
YR'4

T7 (A X)[AKX) = BX)] = ((Vx) A(X) = (Vx) B(x)).

Dowéd:

1. (AX)[AX) = B(X)] {zal.}

2. (VxX)AKX) {zal.}

3. A(a) = B(a) {OA: 1}

4, A(a) {OV: 2}

5. B(a) {RO: 3, 4}
(VX) B(x) {DV: 5}.

Teza T7 jest zwana prawem rozkladania kwantyfikatora ogbélnego na
szczegblowy w implikacji. Oparta na tej tezie regula bedzie oznaczana

jako AJV_.

127



RACHUNEK PREDYKATOW

AV ANa) [D= V]
Vaod

NVaw

=

Analogiczne do tez T6 i T7, ktore mowia o prawidlowosciach rozkla-
dania kwantyfikatora ogblnego w implikacji, sg tezy dotyczace rozkladania
tego kwantyfikatora w rownowaznosci.

T8 (A X)[AKX) © B(X)] = ((A x) AX) < (A x) B(x)).

Dowéd:
1. (AX)[AKX) < B(X)] {zal.}
2. AKX) < B(x) {OA: 1}
1.1 (A x)AX) {zd.}
1.2 AX) {OA: 1.1}
1.3 B®X) {RO_:2,1.2}
1.4 (AXx)B(X) {DA: 1.3}

3. (AX)AX) = (A Xx)B(x) {1.1= 1.4}

Analogicznie, wychodzac od zalozenia 2.1 (A x) B(x), uzyskuje sie
implikacje odwrotna:
4, (AX)BX) = (Ax)AX) {21 =24}

(A X) AX) < (A x) B(x) {DR:3,4}. =

Dowod kolejnego twierdzenia roézni sie tym tylko, ze korzysta sie
w nim takze z reguly opuszczania i dodawania kwantyfikatora szczego-
lowego.

T9 (AX)[AKX) < BX)] = (Vx) AX)  (VX) B(x)).

Analogiczne do schematéw wnioskowania A]= oraz A|V_ sa takze
oparte na T8 i T9 wtorne reguly dolaczania nowych wierszy do dowodu
(beda oznaczane jako Al<> oraz A|V_).

ANe ANa) [P P] AV, Aa) [P P]

N deNa) W VaPesNVa)d

Prawa T8 i T9 podpadaja pod metateze gloszaca, ze teza WRP jest
kazda formutla o nastepujgcym, opisanym w metajezyku ksztalcie:

MT3 ANa) [P P]=((Ka)ds (Ka)WP).

W metatezie tej K jest zmienng kwantyfikatorowa, tj. reprezentuje kwan-
tyfikator og6lny albo szczegotowy.
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Metateza MT3 podpada pod tzw. prawo ekstensjonalnos$ci dla kwan-
tyfikatorow. Aby zapisaé to prawo w sposob og6lny i skrotowy, przyjmijmy
ponownie, ze K jest ciaggiem K, K,,, ..., K, kwantyfikatoréw poprzedzaja-
cych forme zdaniowa, w ktorym K jest kwantyfikatorem, og6élnym albo
szczegolowym, wigzacym zmienng a,, tj. reprezentuje napis (A a,) albo
(V a,), kwantyfikator K, wigze zmienng a, itd., czyli: dla kazdego 1 <i <k,
K. jest kwantyfikatorem ogélnym albo szczegélowym wigzgcym zmien-
ng a,. Korzystajac z tych skrotow notacyjnych, mozna napisac:

MMT2 |(Aa,a,..,a)[@e P]= (KO KY).

Dowdd tej tezy jest indukeyjny ze wzgleduna 1l <i< k. Dlak =1
twierdzenie MMT2 upraszcza sie do formuly:
Na) [P P]l=((Ka) P (Ka) P),
ktorej dowdd jest oparty na jednokrotnym zastosowaniu RO do meta-
tezy MT3 i poprzednika tej uproszczonej formuly. Pelny dowdd wyma-
ga przyjecia w charakterze zalozenia dowodzonego twierdzenia ogolnej
postaci poprzednika MMT2 oraz zapisania i udowodnienia warunku
indukcyjnego®.

Na prawie ekstensjonalnoéci dla kwantyfikatoré6w oraz prawie eks-
tensjonalnosci dla réwnowazno$ci (regule zastepowania czlonéow row-
nowaznych) jest oparta regula ekstensjonalno$ci dla kwantyfikatorow.

RZ, . ANa,, a,, ..., ) [© < W]
X
X(o/Ww)

Zgodnie z ta regula na podstawie wyrazenia (A a,, a,,, ..., a,) [® < V],
w ktérym a,, a,, ..., @, s3 wszystkimi zmiennymi wolnymi wyrazen @
oraz ¥ — co znaczy, ze w @ oraz ¥ nie ma innych zmiennych wolnych
oprocz zwigzanych kwantyfikatorem ogélnym w formule (A a,, a,,, ..., a,)
[® < ¥] — a takze uznanego wyrazenia X mozna w kolejnym wierszu do-
wodu uznaé¢ wyrazenie X(®@/ ), tj. wynik prawidlowego zastapienia w X
jednego z cztonéw rownowaznosci @ < Wjej drugim czlonem. Jak widac,
regule te mozna potraktowaé jako wzmocnienie znanej z KRZ reguly za-
stepowania czlonéw réwnowaznosci (zwanej tez regula ekstensjonalnosci
dla rownowaznos$ci) — wzmocnienie, tj. uogélnienie na wyrazenia WRP.

5

Zob. L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 104—105.
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RZ, OoV
X
X(oHWP)

T10 ((Ax)AX) v (A x)B(x)) = (A x) [AKX) v B(X)].

Dowéd:

1. (Ax)AX) v (AX)B(X) {zal.}
1.1 (Ax)AKX) {zd.}
1.2 AX) {OA: 1.1}
1.3 AX) vBX) {DA: 1.2}
1.4 (AX)[AX) v BX)] {DA: 1.3}.

Poniewaz z zalozenia 2.1 (A x) B(x) rowniez uzyskuje sie, stosujac te
same reguly, wyrazenie 1.4 (w pelnym dowodzie wiersz ten bylby ozna-
czony jako 2.4), wiec dowdd tej formuly — zgodnie z regulg budowania
dowodow rozgalezionych wprost — mozna uzna¢ za zakonczony. B

Prawo T10 pozwala wyciaga¢ kwantyfikator ogdlny przed czlony al-
ternatywy, poniewaz jednak implikacja odwrotna jest falszywa, nie wolno
rozkladac tego kwantyfikatora na czlony alternatywy. Na prawie tym jest
wsparta, tak samo nazywana, regula (bedzie oznaczana jako v|A).

Vv|A AN dv(Aa) W
ANa)[®v P]

T11 (VX)) [AX) ABMX)] = ((Vx) A(X) A (V x) B(X)).

Dowod:

1. (VX)) [AX) ABX)] {zal.}

2. A(a) A B(a) {OA: 1}
3. A(a) {OK: 2}
4. B(a) {OK: 2}
5. (Vx)AKX) {DV: 3}
6. (Vx)BX) {DV: 4}

(Vx) A(X) A (VX)B(X) {DK: 5, 6}.

Na podstawie T11 mozna rozklada¢ kwantyfikator szczegdlowy na
czlony koniunkcji, ale nie odwrotnie, tj. na podstawie tego, ze istnieje co$
o jakiej$ cesze (A) oraz istnieje co$ o cesze (B), nie mozna uznac, ze istnieje
co$, czemu przystuguja obie te cechy. Implikacji T11 (zwana prawem
rozkladania kwantyfikatora szczegdlowego na czlony koniunkeji) odpo-
wiada regula wnioskowania (tak samo nazywana, a oznaczana jako V|A).
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Via Va)[DAW]
VadArNVaW¥W

T12 (Vx)[AX) vBX)] < (VX)AX) v (V x)B(X)).

Dowod:

H

1. (Vx)[AX) v B(x)] {zal.}

2. A(a) v B(a) {0V: 1}
1.1 A(a) {zd.}
1.2 (Vx)AX) {DV: 1.1}
1.3 (Vx)AX) v (Vx)BX) {DA: 1.2}.

Zakladajac jako kolejny wiersz dowodu: 2.1 B(a), uzyskuje sie te sama
(1.3) alternatywe, stosujac te same reguly, co znaczy, ze dowod implikacji
prostej — zgodnie z regula budowania dowodoéw rozgalezionych wprost —
jest zakonczony.

H

1. (Vx)AX) v (VX)B(X) {zal.}
1.1 (Vx)AX) {zd.}
1.2 A(a) {OV: 1.1}
1.3 A(a)v B(a) {DA: 1.2}
1.4 (Vx)[AKX) v BX)] {DV: 1.3}.

Tak samo (korzystajac z tych samych schematéw wnioskowania) da sie
wyprowadzié alternatywe 1.4, przyjmujac jako zalozenie dodatkowe drugi
ze sktadnikéw alternatywy 1., co — zgodnie z regula dotyczaca dowodow
rozgalezionych wprost — wystarcza, by uzna¢ T12 za teze WRP. B

Zgodnie z T12 kwantyfikator szczegdlowy mozna i rozklada¢ (im-
plikacja prosta) na czlony alternatywy i wyciaga¢ (implikacja odwrotna)
przed jej czlony — stad nazwa: prawo rozkladania i wyciggania kwantyfi-
katora szczegdlowego na/przed czlony alternatywy. Rownowazno$é T12
ma latwo uchwytne znaczenie intuicyjne: jesli istnieje co$ o cesze (A) lub
istnieje co$ o cesze (B), to istnieje cos, co ma ceche pierwsza lub druga
(A v B) —iodwrotnie. Tak samo jak prawo nazywa sie wtorna (ze wzgledu
na T12) regule wnioskowania, ktora bedzie oznaczana jako Viv.

Viv Va)[Dv ¥]
VadovVaW¥
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Kolejna grupa tez (T13-T20) dotyczy prawidlowo$ci przenosze-
nia kwantyfikatoréw przed czlony wyrazenia zlozonego, w ktérym jeden
z czlondw nie zawiera jako zmiennej wolnej zmiennej zwigzanej przez
ten kwantyfikator w czlonie drugim. Nazywa sie je prawami przenoszenia
kwantyfikatoréw w wyrazeniach zlozonych ze zmienna zdaniowa albo
krocej — prawami przenoszenia kwantyfikatoro6w. Na prawach T13-T20
sq oparte wtorne reguly wnioskowania/dolaczania nowych wierszy do
dowodu (ich schematy nie beda formulowane).

T13 (AX) [pvAX] < (pv (Ax) AX).

Dowdd:

H

1. (AX)[pvAX)] {zal.}

2. pvA(KX) {OA: 1}
1.1 p {zd.}
1.2 pv(Ax)AX) {DA: 1.1}
21 ~p {zd.}
2.2 AX) {0A: 2,2.1}
2.3 (Ax)AKX) {DA: 2.2}.

Warto zauwazyc¢, ze regule DA mozna zastosowac do wiersza 2.2, ponie-
waz zmienna X nie jest wolna w zatozeniach — ani dowodzonej formuly, tj.
w zalozeniu 1., ani w zaloZeniu dowodu (dodatkowym), tj. w 2.1. Dlatego
nie mozna w 2.1 zalozy¢ drugiego cztonu alternatywy 2, tj. formuly A(x),
bo zmienna x bylaby w tym zalozeniu wolna i nie mozna by jej uogdblnic¢
do (A x) A(X).
24 pv(AX)AX) {DA: 2.3}

Poniewaz nastepnik dowodzonej implikacji, tj. napis p v (A x) A(x), zo-
stal uzyskany z kazdego z czlonow alternatywy, ktora jest w dowodzie
lub ktéra mozna don dotaczy¢ — a chodzi o zasade wylaczonego $rodka:
p v ~p — wiec, zgodnie z regula budowania rozgalezionych dowodow
wprost, dowod implikacji prostej jest zakonczony.

=

1. pv(Ax)AX) {zal.}
1.1 p {zd.}
1.2 pvAKX) {DA: 1.1}
2.1 (Ax)AX) {zd.}
2.2 AX) {OA: 2.1}
23 pvAX) {DA: 2.2}
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Jako ze alternatywa: p v A(x) zostala uzyskana z kazdego zalozenn do-

datkowych, ktoérych alternatywa jest w wierszu 1., wiec — korzystajac

z prawa dylematu konstrukcyjnego prostego — mozna w glownym toku

dowodu uzna¢:

2. pvAX) {DKP:1,1.1=1.2,2.1=2.3}.

Formule 2. mozna uogo6lni¢, bo zmienna x nie jest w zalozeniach wolna:
AX)[pvAX)]. =

T14 (VX)) [pArAX)] < (p AV X)AX).

Dowdd:
H
1. (V) [pAAX)] {zal.}
2. prA(@ {OV: 1}
3.p {OK: 2}
4. A@) {OK: 2}
5. (Vx)AX) {DV: 4}
p A (VXx)AKX) {DK: 3, 5}
H
1. p {zal.}
2. (VxX)AX) {zal.}
3. A(a) {oV: 2}
4. pAA@) {DK: 1, 3}
(Vx) [p A A(X)] {DV: 4}.

T15 (AX)[p=AX]< (p= (Ax)AX).

Dowéd:

H

1. (AX)[p=AX)] {zal.}

2. p {zal.}

3. p=>AX) {OA: 1}

4. A(X) {RO: 3, 2}
(A x) AX) {DA: 4}

=

1. p=(AXx)AX) {zal.}
1.1 p {zd.}
1.2 (Ax)AKX) {RO: 1, 1.1}
1.3 AX) {OA: 1.2}
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2. p=>AX) {1.1 = 1.3}
(AX) [p= AX)] {DA: 2}.

T16 (VX)[p=AX]< (p= (Vx)AKX).

Dowdd tego prawa jest analogiczny do dowodu T15, z tym ze korzysta
sie w nim z regul opuszczania i dolaczania dla kwantyfikatora szczego-
lowego.

Teza T16 dotyczy praw przenoszenia kwantyfikatora szczegblowego
w implikacji: kwantyfikator ten mozna przenosi¢ sprzed implikacji do jej
nastepnika () oraz wyciagaé¢ go przed implikacje z jej nastepnika ([-).
Oczywi$cie i w przypadku tego prawa jest spelniony warunek sformulo-
wany dla praw przenoszenia, tj. ze jeden z czlondéw wyrazenia zlozonego
(tu — poprzednik implikacji) nie zawiera jako zmiennej wolnej zmienne;j
zwigzanej przez kwantyfikator w czlonie drugim.

T17 (A X)[AX) = p]l< (VX)) AKX) = p).

Dowdd:

H

1. (AX) [AG) = p] {zaL}

2. (Vx)AKX) {zal.}

3. A@=p {OA: 1}

4. A(a) {0V: 2}
p {RO: 3, 4}.

=

1. VX)AX)=p {zal.}

2. ~(AXx)[AKX) = p] {zdn.}

3. (Vx)~[A(X) = p)] {~A: 2}

4. (VX [AK) A ~p)] {NK: 3}

5. ~pA(VXx)AX) {T14: 4}

6. ~p {OK: 5}

7. A@) {OK: OV: 5}

8. (Vx)AX) {DV: 7}

9. p {RO: 1, 8}
sprz.: 6, 9.
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T18 (V x) [A(X) = p] < (A X) AKX) = p).

Dowdd:
H
1. (V) [AKX) = p] {zal.}
2. (AX)AKX) {zal.}
3. A@=p {0V: 1}
4. A(a) {OA: 2}
p {RO: 3, 4}
H
1. AXAX)=p {zal.}
1.1 ~p {zd.}
1.2 ~(A x) A(X) {TOL: 1, 1.1}
1.3 (Vx) ~AX) {~A: 1.2}
1.4 ~A(a) {OV: 1.3}
2. ~p=~A(a) {1.1 = 1.4}
3. A@=p {TR_: 2}
Vx) [AX) = p] {DV:3}. m

Jak wida¢, prawa T17 i T18 réznig sie od udowodnionych wezesniej
praw przenoszenia kwantyfikatoréw tym, ze przenoszeniu kwantyfikatora
(z czlonu wyrazenia przed wyrazenie i odwrotnie) towarzyszy zmiana
kwantyfikatora (ogblnego na szczegblowy i odwrotnie).

Prawami WRP s3 takze implikacje T19 i T20 (w ich dowodach ko-
rzysta sie z regul opuszczania kwantyfikatora, odpowiednio, og6lnego lub
szczegblowego):

T19 (A x) [AKX) = p]l = (A X) A(X) = p);
T20 ((Vx)AX) = p) = (VX)) [AKX) = pl.

Implikacje odwrotne do tez T19 i T20 sa falszywe.

2.2 WRP z identycznoscia

Jak wskazuje uzyta w 2.2 nazwa ,,WRP z identyczno$cia”, jezyk tego
rachunku jest rozszerzeniem jezyka WRP o termin (symbol) identycz-
noéci. Dlatego charakterystyka tak rozszerzonego WRP jest skupiona na
wlasnoSciach relacji identycznoSci.
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2.1.1 Skracajacy nazwe relacji identycznos$ci symbol = jest odczytywany
nie tylko jako ,jest identyczne z”, lecz takze ,jest rowne”, ,rowna sie”.
Na przyktad formuly a = b, x = y itp. odczytujemy: a jest identyczne z b
(rowne z b, réwna sie b); x jest rowne (rowna sie, jest identyczne z) y.
Negacje wyrazen stwierdzajacych identyczno$c, np. ~(x = y) sg réwniez
zapisywane z uzyciem symbolu #, odczytywanego jak wyrazenia ,nie jest
identyczne z” lub ,,nie réwna sie” lub ,,jest rozne/rozni sie”.

Analogicznie jest wzbogacony metajezyk tego rachunku, tj. w meta-
jezykowych zmiennych reprezentujacych wyrazenia zdaniowe tego ra-
chunku, w cudzystowowych nazwach jednostkowych jego formul oraz
w ogdlnych nazwach quasi-cudzystowowych moze by¢ uzywany symbol
relacji identycznosci.

Rozszerzone sa rowniez reguly skladni jezyka tego rachunku. Do
formul elementarnych — oprocz wszystkich, ktore spetniajg reguly skla-
dniowe jezyka WRP — nalezg bowiem takze wszystkie wyrazenia o bu-
dowie fa = 1, a do jego formut zlozonych wyrazenia utworzone z for-
mul elementarnych przy uzyciu spdjnikow prawdziwo$ciowych KRZ,
kwantyfikatoréw wiazgcych zmienne indywiduowe oraz symbolu relacji
identycznosci, przy czym relacja = moze wigza¢ indywidua oznaczane
nazwami jednostkowymi wprowadzonymi zgodnie z regula OV, tj. na-
zwami podpadajacymi pod ogélny schemat Ty o (uwagi do tej reguly
sa sformulowane w czeéci 2.1.2.1).

W WRP z identyczno$cia obowiazuja wszystkie regulty WRP (pierwot-
ne i wtorne), a wiec takze wszystkie tezy WRP, rozszerzone na wyrazenia
z symbolem identyczno$ci (analogicznie jak reguly KRZ byly rozszerzone,
~wzmocnione” tak, by obja¢ wyrazenia WRP).

2.1.2 Relacja identyczno$ci jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, czyli
jest relacja rownowaznos$ciowa. Te wlasnosci relacji = byly juz w tym opra-
cowaniu wykorzystywane, gdy byla mowa o definicjach rowno$ciowych
(*RVIIL.1.3). Warto podkresli¢, ze wlasnosci te przysluguja relacji iden-
tycznoSci w dowolnym zbiorze, tj. dla dowolnych zakreséw zmiennych
uzytych w napisach wskazujacych na te wlasnosci. Dlatego w ponizszych
formulach nie jest potrzebne relatywizowanie tych wlasnos$ci do jakiego$
okres$lonego zbioru. Prawdziwe sa zatem nastepujace prawa:

®  Warto takze zapowiedzie¢, ze relacja identyczno$ci jest takze oznaczana, zwlaszeza
w ogoblnych rozwazaniach dotyczacych relacji (**RIV.2), symbolem I, a wtedy za-
miast np. X = X jest napis x I x.
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X=X (zwrotno$e);
X=Ty=y=xX (symetryczno$c);
XZTYAY=z=>X=z (przechodnio$é).

W systemie dedukcyjnym prawa odpowiadajgce tym wlasnoSciom
relacji identyczno$ci powinny by¢ jednak uznane na podstawie regul
aksjomatycznych lub dowodzenia. W tym celu wystarczy przyjaé w cha-
rakterze aksjomatu prawo zwrotno$ci dla identycznoSci oraz dotgczy¢ do
regul pierwotnych systemu WRP z identycznos$cia regule zastepowania
dla identyczno$é (RZ_).

Al x=x.

Stosujac do Al regule dolaczania kwantyfikatora szczegdlowego,
uznajemy za teze:

T21 (Vy)y=x

Jesliby za zmienne nazwowe mozna bylo podstawia¢ nazwy puste,
wtedy kazda konkretyzacja T21, w ktdrej za x zostalaby podstawiona
nazwa pusta, bytaby zdaniem falszywym, jak np. zdanie Istnieje przed-
miot identyczny z liczbq dodatniq mniejszq od zera, a proSciej: Istnieje
liczba dodatnia mniejsza od 0. W kontek$cie T21 widaé wiec wyraznie,
ze — zgodnie z przyjetym wyzej warunkiem — za zmienne indywiduowe
rachunku predykatéw nie wolno podstawiaé nazw pustych.

RZ_ T,=1,

0]
(T MT,)

Wyrazenie @(1,//t,) jest uzyskane z @ w wyniku prawidlowego za-
stapienia wystgpujacego w nim n-krotnie napisu 7, napisem 7, (n = 0),
przy czym — jak wiadomo (zob. 2.1, uwagi do RZ, _ oraz **R1.3.2.2,
uwagi do RZ_) — dokonujgc zastgpowania, nie trzeba — przeciwnie niz
w przypadku podstawiania — zastepowac T, przez 1, w kazdym miejscu
wystgpowania 7, w formule @. Jednakze w miejscach, w ktérych dokonuje
sie zastepowania, musi by¢ tak, ze:

(i) kazda zmienna zastgpowanego wyrazenia 1, wystepuje w @ jako
zmienna wolna;

(ii) zadna zmienna wolna wyrazenia zastgpujacego 7, nie moze zostac
zwigzana w wyrazeniu @(t,/t,) @.
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Jedli 7, nie wystepuje w @ lub gdy nie zostalo zastgpione na zadnym
miejscu swojego wystepowania, to @(t,//1,) = D.

Zgodnie z RZ_ mozna w kolejnym wierszu dowodu uznaé wyrazenie
@(t,//T,) na tej podstawie, ze jest wezesniej uznana (okazana) rownos¢
T, = T, oraz jest uznane wyrazenie Q.

Dowdd prawa symetrycznosci dla identycznosci jest oparty na regule
RZ_ zastosowanej do A1, czyli identycznosci x = X, w ktorej lewa strone za-
stepuje sie na podstawie zalozenia x = y dowodzonej implikacji symbolem y.

T22 x=y=y=x {RZ_: A1, x=y}.

Reguta RZ_ wystarczy tez do udowodnienia prawa przechodnioéci
dla identyczno$ci.

T23 X=yAry=z=>Xx=z {RZ_:x=y,y =z}
oraz do udowodnienia implikacji:
T24 (P(x) Ax=y) = P(y) {RZ_: x =y, P(X)}.

Interpretujac te implikacje, mozna powiedzie¢, ze jezeli dowolna for-
mula jest spelniona dla jakiego$ przedmiotu, to jest tez spelniona dla
przedmiotu z nim identycznego; albo: cokolwiek jest prawda dla jakiego$
przedmiotu, jest tez prawda dla kazdego przedmiotu z nim identycznego,
tzn. prawdziwe orzekanie o jakimkolwiek przedmiocie nie zalezy od nazw
uzywanych na oznaczenie danego przedmiotu.

Stosujac do T24 regule (prawo) transpozycji dla implikacji (**RI.3:
T7), otrzymujemy prawo réwnowazne z implikacja T24:

~P) = ~(P(X) Ax=y),

w ktorego konteksScie zalozenie, ze P(x) oraz ~P(y) implikuje negacje
~(x=y):
T25 (P(X) A ~P(y)) = ~(x=y).

Zgodnie z implikacjag T25 mozna twierdzi¢, ze jesli jakakolwiek for-
mula jest spelniona przez przedmiot x, a nie jest spelniona przez przed-
miot y, to przedmioty te nie sg identyczne; lub, krocej: jesli co$ jest praw-
da o X, a nie jest prawda o y, to przedmioty x oraz y sa rozne.

T26 P(x) < (Vy =x)P®).

Dowéd:
Zastosowanie w dowodzie implikacji prostej reguly DV do koniunkcji
X =X A P(x) {DK: zal., A1} prowadzi do uznania formuly:
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) (Vy ly=xAP@],

rownowaznej z

(Vy=x) PQy) RZ_: (%), dfV .}

W dowodzie implikacji odwrotnej: zalozenie (V y = x) P(y) jest rowno-
wazne z

) (Vy ly=xAP@] {zat, dtV__ },
wobec czego

(***) a =xaP(a) {OV: (**)} — przedmiot a_jest zalezny
od zmiennej x),
a zatem: P(x) {RZ_: (***)}.m

Zgodnie z T26 jezeli o danym (dowolnym) przedmiocie mozna praw-
dziwie orzec P, to istnieje przedmiot identyczny z danym, o ktérym P moz-
na prawdziwie orzec; i odwrotnie: jezeli wiadomo, zZe istnieje przedmiot,
o ktérym mozna prawdziwie orzec P oraz ze przedmiot ten jest identyczny
z danym, to mozna prawdziwie orzec P o danym przedmiocie.

T27 PXx) < (Ay=x)P).

Dowod:

H Zastosowanie reguly RZ_ do zalozenia 1. P(x) i zaloZenia dodatkowego
1.1 y = x daje podstawy do uznania, ze 1.2 P(y), czyli do przyjecia impli-
kacji 2. y = x = P(y) {1.1 = 1.2}, ktéra mozna uogblni¢ do

3.(Ay) [y =x= P(y)] {DA: 2},

jako ze zalozenie 1.1 dotyczy dowolnego przedmiotu y, formula 3. jest
réwnowazna z: (Ay = x) P(y) {df/\ogr}.

[H Wynikiem zastosowania RZ_ do zalozenia implikacji odwrotne;
i df/\ogr jest formula: (A y) [y = x) = P(y)], ktoérej uszczegdlowieniem jest
m.in. napis (*) x = x = P(x). Na podstawie RO zastosowanej do (*) oraz
A1 uzyskuje sie P(x).

Wedlug T27: jesli co$ (P) jest prawda o jakims, tj. dowolnym da-
nym, przedmiocie, to jest tez prawda o kazdym przedmiocie identycznym
z danym; oraz cos$, jesli jest prawda o kazdym przedmiocie identycz-
nym z danym, to jest tez prawdg o danym’.

7 Twierdzenia T25-T27 sg zgodne ze sformulowang przez G.W. Leibniza zasa-
da identycznos$ci przedmiotéw nierozréznialnych: jesli dowolne przedmioty maja
wszystkie wlasnosci wspoélne, to sg one identyczne. Warto jednak dostrzec, ze zde-
finiowanie identyczno$ci jako relacji spelnionej dla danych przedmiotow wtedy
i tylko, gdy dla dowolnej wlasnosci jest tak, ze o ile przystuguje ona pierwszemu,
to przysluguje drugiemu przedmiotowi, i odwrotnie — wymaga logiki 2. rzedu,

139



RACHUNEK PREDYKATOW

Dolaczenie do WRP symbolu identyczno$ci daje mozliwos$é zdefinio-
wania w systemie o tak wzbogaconym stowniku tzw. kwantyfikatorow
iloSciowych, tj. kwantyfikatora jednostkowego V , jak réwniez wzmian-
kowane wyzej (**RIII.1.2) udciSlenia kwantyfikatora szczegolowego, tj.
V,, Vg ooy V.

MD1 }(V,a) ®(a) < (Va) D) A ~(V a, B) [D(a) » D) A a + ]

Pod te metajezykowa definicje podpadajg wszystkie sformulowane
w jezyku przedmiotowym réwnowazno$ci o ksztalcie wskazanym w MD1,
np.: (V, X) P(X) & (Vx) PG) A ~(V x, y) [PX) A P(y) A X #yl.

Odczytujac MD1 w jezyku naturalnym, mozna powiedzieé, ze istnieje
dokladnie jeden przedmiot speliajacy funkcje @, np. jedyny x o wias-
noSci P, wtedy i tylko, gdy istnieje przedmiot speliajacy funkcje @ oraz
nie istnieja dwa ré6zne przedmioty spelniajace te funkcje. Udowodnienie
tego twierdzenia — zwanego w teorii definicji warunkiem istnienia i je-
dynoSci — jest w metodologii nauk, nie tylko dedukcyjnych, koniecznym
warunkiem budowania teorii dotyczacych obiektu, ktory jest desygnatem
nazwy zdefiniowanej w punkcie wyjécia danego systemu. Definicje nie-
speliajace tego warunku prowadza bowiem do sprzecznosSci (*RVII.2).

Na podstawie MD1, korzystajac z regut TR_, NK i ON, mozna udo-
wodni¢ prawo (regule) negowania kwantyfikatora jednostkowego:

T28 ~(V,x) P(x) & ~(V x) P(X) v (V X, y) [P(X) A P(y) A X # yl.

Rozumienie formuly T28 jest zgodne z interpretacjg definicji MD1:
jezeli nie jest tak, ze istnieje dokladnie jeden przedmiot o wlasnoéci P, to
nie istnieje zaden taki przedmiot lub istnieje wiecej takich przedmiotow
(a wiec istniejg co najmniej dwa).

Stosujac do MD1 reguly ~V oraz NK, otrzymujemy:

MT4 }1(V, @) ®(a) < (Va) D) A (A a, B) [(P(a) A D(B) = a=p1
a korzystajac z MT4, uzyskuje sie:
MT5 }7(V,a) &) < (Va) [D(a) A (AR D(B) = B =al.

Dowdd:

H Polaczenie 1. (V, a) @(a) z zalozeniem dowodu niewprost, tj.

w definicji tej trzeba bowiem zwiazaé kwantyfikatorem og6lnym takze zmienne
predykatowe.
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2. ~(Val[2(a) A (AP)[@P) = p=all
prowadzi do sprzeczno$ci. Mianowicie zalozenie 1. jest — zgodnie z MT4 —
rownowazne z koniunkcja:
3a.(Va) d(a) A3.b(Aa, p) [@(a) A D(P) = a=pf]
Oznaczmy przedmiot, o ktérym mowa w 3a przez ,a":
4. @(a)
Rozwiniecie negacji 2. wedlug praw WRP i KRZ uzasadnia przyjecie:
5. N [~(@(@) A (AP) [PP) = =)l {~V:2}
oraz
6. AN [~(@(@)Vv~AP[PP) =p=a)]] {NK:5}.
Przypuszczenie, ze 1.1 (A a) ~@(a) {zd.}, rownowazne z
1.2 ~(Va) @(a) {~V ~V: 1.1}, jest sprzeczne z 3a.
Natomiast przypuszczenie:

21N ~AP) [@P) = f=a)l {zd.}

daje podstawe do uznania:
22ANa) (VD) [P(B) A B+ a)] {~A: 2.1}

Poniewaz 2.2 jest spelnione dla dowolnego a, wiec takze dla przedmiotu a:
230Mb)Ab+a {OA, OV: 2.2}

Laczac 2.3 z 4., mozna uznad, ze
2.4 @(a) A D(b), co w kontekscie 3b prowadzi jednak do réwnosci
25a=b {RO: OA: 3b, 2.4},
sprzecznej z 2.3.
[H Z zalozenia
L. (Vo [P A AP [PPB) = f=all
implikacji odwrotnej rownowaznos$ci MT4 wynikaja formuly:
2. (Va) o(a);
3. Va)(AP)[D(B) = B=al {OK: V|v: 1};
4. (AP [PP) = p=d] {OV: 3}.
Poniewaz przypuszczenie, ze
1.1 ~Aa, P @) A (@PB)=a=p)] {zd.}

prowadzi do sprzecznosci:

1.2 (@ APPB)ra+p {OV: ~A: 1.1}
1.3 a=p {RO: 4., OK: 1.2};
sprz.: 1.3, 1.2, wiec:
5. (Aaq, p) [(@(a) A D(B)) = a=p] {1.1 = sprz.}
6. (Va)da)AAa,p) [(P(a) A D(B)) = a=LF]{DK:2, 5} oraz
(V, @) ®(a) {RO_: MT4,6}. m
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Teza WRP z identyczno$cia jest (wyzej oznaczone jako T21) twier-
dzenie:

T29.a (Vy)y=x {DV: A1},
ktore mozna, uzywajac kwantyfikatora jednostkowego, wzmocnié do:
T29.b (V,y)y=x,

w ktorego dowodzie niewprost korzysta sie z T28 oraz A1 i ktére — zgod-
nie z MT4 — jest rownowazne tezie:

T30.a (VY y=xArAy,2)[y=xrz=x)=y=1z],
uogolnialnej do
T30.b AX (VY y=xarAy,2)[(y=xrz=x)=>y=2z]].

W my$l T30.b dla dowolnego danego przedmiotu jest prawda, ze istnieje
dokladnie jeden przedmiot identyczny z danym.

Prawo (regula) ekstensjonalno$ci dla kwantyfikatorow (MT3) obej-
muje rowniez kwantyfikator jednostkowy:

T31 (AX)[P(X) <= Q)] = ((V,x)P(x) < (V,x) Q(xX)) {RP: MT3(K/V }.

3. Teoria wynikania zdan kategorycznych

Teoria badajaca zwiazki logiczne miedzy tzw. klasycznymi zdaniami ka-
tegorycznymi (zapoczatkowana przez Arystotelesa) jest tradycyjnie nazy-
wana sylogistyka, a takze klasycznym rachunkiem nazw®. Poniewaz obok
wnioskowan zwanych sylogizmami sa w tej teorii badane takze tzw. wnios-
kowania bezposrednie (z jednej przestanki), wiec lepsza dla tej teorii jest
nazwa opisowa, uzyta w tytule niniejszego podrozdzialu. Teoria wynikania
zdan kategorycznych obejmuje bowiem dowolne wnioskowania, ktérych
przestanki i wniosek sa zdaniami kategorycznymi, a wiec takze wnios-
kowania bezpoérednie i sylogizmy. We wspolczesnych ujeciach logiki

8 Zob. J. bukasiewicz, Sylogistyka Arystotelesa z punktu widzenia wspélczesnej
logiki formalnej, Warszawa 1988; L. Gumanski, Wprowadzenie w logike wspot-
czesngq, dz. cyt., s. 74—101.
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teoria ta jest uymowana jako fragment wezszego, jednoargumentowego
rachunku predykatow?.

W podrozdziale tym sg uwzglednione: podstawowe prawa wynika-
nia zdan kategorycznycyh, stosowane metody sprawdzania poprawnos$ci
wnioskowan z takimi zdaniami — zaré6wno tradycyjne, jak i nowsze —
a takze interpretacja zdan kategorycznych w WRP.

3.1 Podstawowe prawa wynikania

Po uwagach nawiazujgcych do rodzajow zdan kategorycznych oraz umow
co do zapisu takich zdan i reprezentowania oglaszanych w nich zwiazkow
logicznych zostang oméwione prawa kwadratu logicznego (takze w po-
roéwnaniu z prawami logiki modalnej i deontycznej) oraz prawa konwers;ji,
obwersji, kontrapozycji i inwers;ji.

3.1.1 Jak wiadomo (*RIII.1.2.1), sa cztery rodzaje tzw. klasycznych zdan

kategorycznych:
ogolnotwierdzace, postaci: kazde S jest P (krocej: Sa P)
ogoblnoprzeczace, o schemacie: Zadne S nie jest P (SeP
szczegblowotwierdzace, o budowie: niektére S sq P (SipP)
szczegOlowoprzeczace, ksztattu: niektére S nie sq P (SoP).

Zdaniami kategorycznymi sa np. Kazdy kot jest ptakiem; Zaden mez-
czyzna nie jest tesciowq; Niektére wyktady sq nudne; Niektorzy studenci
nie sq abstynentami; lecz takze, co nie jest juz widoczne wprost: Kto pije,
ten $pi; Bywa, ze czlowiek sie potknie; Glupi, kto czeka na lepszy dzien;
Nie bedzie zbawiony, kto nie mitowat; Sq uprzejmi celnicy; Jezeli bogaty,
to szczesliwy; Nie wszystko zloto, co sie Swieci itd.

Litery a, e, 7, 0 sa symbolami stalych logicznych specyficznych dla
teorii wynikania zdan kategorycznych, tj. funktoréw kazde jest; zadne nie
Jjest; niektore sq; niektére nie sq. W zdaniach sformulowanych w jezyku
potocznym funktory te sa czesto zastepowane, gtownie dla zwiezlosci,

9

W: P. Kulicki, Aksjomatyczne systemy rachunku nazw (Lublin 2011) sa zapre-
zentowane i omdowione rézne — zroéznicowane logicznie (semantycznie) i meta-
logicznie — systemy z intencja ukazania rachunku nazw jako dyscypliny w logice
autonomicznej wzgledem rachunkéw predykatow i zbiorow.

19 Obecne ujecie jest rozwinieciem czesci 7.3.3 w: A. Jonkisz, Elementy logiki stoso-
wanej, dz. cyt., s. 115-122.
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przez inne wyrazenia (kto..., ten...; bywa, ze; sq tacy ...; nie jest ..., kto
Jest; jezeli kto$ jest ..., to jest ... itd.)!. Laczniki te naleza do kategorii
funktoréw zdaniotworczych dwoch argumentoéw nazwowych (wskaznik
.z
kategorii: —).
n,n

Symbole zmienne (najczesciej S, P, M, N itd.) uzywane w schematach
zdan kategorycznych sa zmiennymi predykatowymi. Poniewaz jednak re-
prezentuja predykaty jednoargumentowe, mozna je traktowac jako zmien-
ne nazwowe, co w niektorych zdaniach kategorycznych wida¢ wprost (kot,
ptak, mezczyzna, teSciowa, nudne, student, abstynent), a w innych — po
przeformulowaniu, ktore nie zmienia relacji ogloszonej w zdaniu katego-
rycznym: kto pije = taki, ktory pije; potknie sie = taki, ktéry sie potyka
itd. Nazwy podstawiane za te zmienne to tzw. terminy: pierwszy z nich
jest podmiotem zdania kategorycznego, drugi jego orzecznikiem.

Zdania utworzone za pomoca tych czterech funktoré6w nazywa sie
kategorycznymi, poniewaz sa w nich opisywane zwigzki miedzy kate-
goriami, np. kategoriami S oraz P. Odréznia sie przy tym jako$¢ zdania
kategorycznego (twierdzace, przeczace) oraz ilos¢ (ogolne, szczegdlowe).

Zwiazki oglaszane w zdaniach kategorycznych mozna w prosty spo-
sob przedstawi¢ na diagramach Venna (byly uzywane do badania relacji
miedzy zakresami nazw — *RIV.4). Na rysunkach obrazujacych relacje
miedzy zakresami nazw niepusto$¢ zbioru jest zaznaczana znakiem +,
natomiast te czeéci rysunku, ktére odpowiadajg zbiorom pustym, beda
wykreélane (rysunek jest wtedy czytelniejszy), cho¢ mozna w nich takze
by¢ postawiony znak minus (dla uproszczenia trudniejszych rysunkow).
Stosujac te umowy, mozna tak oto przedstawi¢ prawdziwo$é¢ kolejnych
zdan kategorycznych (pominiete sa symbole w otoczeniu zakresow).

Ze zdan kategorycznych ogélnych wynika, ze pewne zbiory sa puste.
Skoro S a P = nie istniejq S, ktore nie sq P, to wykreSlamy te czes$é rysunku,
na ktorej sa jednoczesnie symbole S i nP. Zaznaczajac prawdziwo$é zdania
ogolnoprzeczacego (S e P), wskazujemy, ze puste jest pole, na ktorym sa
jednoczeénie S oraz P (nie istniejq S, ktére sq P).

11 Symbole tych statych, dla uproszczenia zapisu zdan kategorycznych, beda pisane
kursywa (co przyjete w opracowaniach z logiki), natomiast symbol negacji przedna-
zwowej, takze w symbolach zdan kategorycznych — drukiem zwyklym, co potrzebne
takze dla odréznienia od litery n stosowanej w pierwszej czeéci calego opracowania
jako skrotu tzw. uogodlnionej negacji non (zob. *RIIL.3.2.1).

144



TEORIA WYNIKANIA ZDAN KATEGORYCZNYCH
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Natomiast prawdziwo$c¢ zdan szczegbdlowych jest ugruntowana w nie-
pustosci pewnych zbioréw, dlatego wstawiamy znak plus tam, gdzie sa
razem symbole S oraz P (dla zdania S i P) albo tam, gdzie wystepuja
symbole S oraz nP (dla zdania S o P).

SiP SoP

3.1.2 Korzystajac z przyjetej interpretacji zdan kategorycznych i od-
powiednich praw rachunku kwantyfikatoréw, mozna wskaza¢ zwigzki
miedzy zdaniami kategorycznymi oraz sformulowac¢ podstawowe prawa
wynikania zdan kategorycznych, tradycyjnie zwane prawami kwadratu
logicznego.
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SaP zdania przeciwne SeP

wykluczajgce i niedopetniajgce

zdanie podporzgdkowane

SiP dopetniajgce i niewykluczajgce SoP

Na powyzszym wykresie (a takze na kolejnym) linia pojedyncza
sa polaczone pary zdan sprzecznych, linia podwojna zdania przeciw-
ne, linia pojedyncza przerywana zdania tzw. podprzeciwne, a strzalka
wskazuje na kierunek wynikania od zdania ogélnego do zdania podpo-
rzadkowanego!?.

Cztery pierwsze prawa kwadratu logicznego méwia o sprzecznych
zdaniach kategorycznych:

~SaP)<SoP | ~(SeP)<SiP | ~(SiP<SeP | ~(SoP)=SaP

W zapamietaniu tych praw pomaga regula: zaprzeczenie zmienia
iloé¢ i jako$¢ zdania kategorycznego. Zgodnie z ta regula: zdanie ogdl-
notwierdzace jest po zaprzeczeniu (réwnowaznos$ciowo) zastepowane
zdaniem szczeg6lowoprzeczacym, ogblnoprzeczace zdaniem szczegdlo-
wotwierdzacym — i odwrotnie. W zapisie zdan kategorycznych znaczy
to, ze w wyniku zaprzeczania wymieniane sg funktory a z o oraz e z 1.
Sprzeczno$é zachodzi zatem pomiedzy zdaniami S a P oraz S o P, a takze
miedzy zdaniami pary S e P oraz S i P. Zdania sprzeczne wzajemnie sie
wykluczaja i dopelniaja, tzn. nie moga by¢ jednocze$nie ani prawdziwe,

12 Wykresy opracowane na podstawie Z. Ziembinski, Logika praktyczna, Warszawa
1974, s.127-1281175.

146



TEORIA WYNIKANIA ZDAN KATEGORYCZNYCH

ani falszywe, jak na przyklad: Kazdy student jest muzykiem oraz Nie-
ktérzy studenci nie sq muzykami; Zaden student nie jest bogaty oraz
Niektérzy studenci sq bogaci.

Kolejne prawa kwadratu logicznego méwia o zwigzkach logicznych
miedzy tzw. zdaniami przeciwnymi (ogblnotwierdzacym i ogblnoprzecza-
cym), podprzeciwnymi (szczegblowotwierdzace i szczegdlowoprzeczace)
oraz podporzadkowanymi (zdania ogdlne i zdania szczeg6lowe).

zdania przeciwne zdania podprzeciwne | zdania podporzadkowane
SaP= ~(SeP) ~(SiP)=(SoP) SaP=SiP
SeP=~(SaP) ~(SoP)=(SiP) SeP=SoP

Zdania przeciwne wykluczaja sie, tj. nie moga by¢ jednocze$nie praw-
dziwe, lecz nie dopelniaja sie, co znaczy, ze moga by¢ jednoczesnie fal-
szywe, jak np. zdania: Kazdy student jest muzykiem i Zaden student nie
Jjest muzykiem.

Zdania podprzeciwne nie wykluczaja sie, bo moga by¢ zarazem praw-
dziwe (Niektorzy studenci sq muzykami; Niektorzy studenci nie sq mu-
zykami), lecz sie dopehiaja, tzn. nie moga by¢ zarazem falszywe (o ile
nazwy podstawiane w schematach za zmienne nie sg puste).

Co sie natomiast tyczy zdan podporzadkowanych (zdanie S i P jest
podporzadkowane zdaniu S a P, a zdanie S o P — zdaniu S e P), to ze
zdania ogo6lnego wynika logicznie zdanie szczegblowe, co znaczy, ze jesli
prawdziwe jest zdanie ogoblne, to zdanie podporzadkowane tez jest praw-
dziwe, a wiec jesli falszywe jest zdanie podporzadkowane, to falszywe jest
takze zdanie ogolne.

3.1.3 Warto takze poréwnac prawa kwadratu logicznego dla zdan kate-
gorycznych z prawami dla zdan modalnych i deontycznych. Na ponizszym
wykresie ustalenia znane z klasycznego kwadratu logicznego sg uzupel-
nione o prawidtowoéci dotyczgce zdan modalnych i deontycznych.
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Np »Wp < Zp

— Kp\ ,'.\ /K~p -
SaP / / SeP

SoP
\“ M~p <
Fp

Linie laczace pary zdan — rozumiane jak na wykresie dla zdan kate-
gorycznych — sg uzupelione symbolami spdjnikdéw prawdziwoSciowych,
ktore oddaja zwiazki logiczne miedzy zdaniami danej pary — zwiazki zgod-
ne z prawami bezposredniego wynikania dla zdan kategorycznych oraz
dla zdan modalnych i deontycznych (zob. **RIIL.2 i **RIL.3). Jak wida¢,
oprocz znanych z kwadratu logicznego sprzecznych zdan Sa P i So Poraz
SePiSiP,sprzeczne sg takze zdania modalne Kp i M~p oraz K~p i Mp;
oraz zdania deontyczne Np i Fp, Zp i Dp, a takze Wp i Op, czyli zdania
stwierdzajace deontologiczng waznos¢ vs obojetnosé tego, co ogloszone
w p (co oczywiste, jako ze pierwszy z tych funktoréw jest zdefiniowany
alternatywa Np v Zp, a drugi koniunkcjg ~Np A ~Zp). Do zdan przeciw-
nych, obok S a P i S e P, naleza rowniez zdania modalne Kp i K~p oraz
deontyczne Np i Zp, a takze Np, Op i Zp, Op. Z kolei w kategorii zdan
podprzeciwnych sa, obok SiPiSo P, Mpi M~p, Dp i Fp, a takze Wp
i Dp oraz Wp i Fp. Natomiast relacja wynikania wiaze, oprocz par S a P,
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SiPorazSeP, S o P, takze zdania (kolejnos¢ wazna) Kp, p, Mp i K~p,
~p, M~p oraz pary zdan deontycznych Np,Wp; Zp,Wp; Op, Dp; Op, Fp.
Relacje logiczne miedzy zdaniami: sprzecznymi oddaje spojnik al-
ternatywy rozlacznej; przeciwnymi — funktor dysjunkcji, a podprze-
ciwnymi — alternatywy zwyklej. Dlatego sa prawami logiki formuly:
SaPvSoP,SePvSiP,Kpv M~p,Npv Fpitd;SaP/SeP,
Kp/K~p,Np/Zpitd.; SiPv So P, Mp v M~p, Dp v Fp itd. Prawami
logiki sa takze wszystkie formuly implikacyjne zgodne z relacja wynika-
nia zaznaczong na wykresie, np.: SaP= SiP,SeP = So P,Kp = p,
p = Mp, Kp = Mp, Np =Wp; Zp =Wp, Op = Dp, Op = Fp;
oraz prawa uzyskana z takich implikacji w wyniku transpozycji, np.
~(SiP)=~(SaP),~(SoP)=~(SeP), ~p=~Kpitd.

3.1.4 Prawa wynikania zdan kategorycznych oraz oparte na nich sche-
maty/reguly niezawodnego wnioskowania uzyskuje sie takze w wyniku
odpowiednich przeksztalcen schematéw zdan kategorycznych, obejmuja-
cych przestawianie podmiotu z orzecznikiem, ich negowanie oraz zmiane
iloci badz jako$ci zdania. Odmiany tych przeksztalcen to tzw. konwersja,
obwersja, kontrapozycja i inwersja; tak samo sg nazywane prawa wyni-
kania miedzy zdaniami uzyskanymi w wyniku takich przeksztaltcen, tj.
prawa konwersji, obwersji, kontrapozycji i inwersji.

Konwersja polega na przestawieniu podmiotu z orzecznikiem, z za-
chowaniem ilosci zdan (konwersja zwykla), albo na przestawieniu i zmia-
nie iloéci zdania na szczegdlowa (konwersja z ograniczeniem). W jej wy-
niku uzyskuje sie nastepujgce prawa:

— konwersja zwykla: SeP<PeS, SiP=PiS,

— konwersja ograniczona: SaP=PiS, SeP=PoS,

na ktorych mozna oprze¢ dwanascie schematéw (regul) niezawodnego
wnioskowania.

Na przyklad prawo S e P < P e S daje podstawe czterem niezawod-
nym schematom:

SeP , PeS , ~PeS i ~SelP '

PeS SeP ~SeP ~PeS
SeP ;, ~Po S
PoS ~SeP.

aprawoSe P = Po S — dwom:
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W wyniku obwersji, polegajacej na negacji orzecznika i zmianie ja-
koéci zdania, uzyskuje sie cztery tak przeksztalcone zdania i cztery row-
nowaznos$ciowe prawa:

SaP<SenP, SiP&SonP, SeP<SanP, SoP<SinP
(czyli szesnasScie niezawodnych regul wnioskowania).

Dokonujac kontrapozycji, zawsze przestawiamy podmiot i orzecznik
oraz negujemy i podmiot, i orzecznik (kontrapozycja zupelna) albo ne-
gujemy tylko podmiot (kontrapozycja cze$ciowa, ograniczona); moze sie
przy tym zmieniac ilo$¢ i jako$é funktorow (zdan kategorycznych). Oto
relacje miedzy zdaniami kategorycznymi a uzyskanymi z nich w wyniku

kontrapozycji:
— kontrapozycja zupeklna:

SaP < nPans§, SoP < nPons, SeP=nPons,
— kontrapozycja ograniczona:

SaP<nPesS, SoP<nPiS, SeP=nPiS.

Prawa te daja podstawe dwudziestu schematom niezawodnego wniosko-
wania (dla zdania S i P nie ma analogicznych praw).

Inwersja polega na zmianie, a dokladniej — na ograniczeniu iloSci zda-
nia oraz zaprzeczeniu podmiotu i orzecznika (inwersja zupela) albo na
ograniczeniu ilo$ci i zmianie jakoSci zdania oraz zaprzeczeniu podmiotu
(inwersja czeSciowa, niezupelna). W wyniku tych przeksztalcen uzyskuje
sie cztery prawa sylogistyki:

— inwersja zupeka: SaP=nSinP, SeP=nSonP,
— inwersja niezupelna: SaP=nSoP, SeP=nSiP.
Prawa te daja podstawe o§miu schematom niezawodnego wnioskowania.

3.2. Sprawdzanie poprawnosci logicznej wnioskowan ze zdaniami
kategorycznymi

Sylogizmem bedziemy nazywali, rozszerzajac tradycyjne znaczenie tego
terminu, implikacje zbudowana ze zdan kategorycznych taka, ze nastep-
nik jest zdaniem kategorycznym, a poprzednik albo jest zdaniem katego-
rycznym zawierajacym te same terminy co nastepnik, albo jest koniunk-
cja dwoch zdan kategorycznych, ktore (i) maja jeden termin wspdlny,
niewystepujacy w nastepniku, (ii) ich terminy r6zne sa podmiotem lub
orzecznikiem nastepnika; a przy tym wszystkie zdania kategoryczne da-
nej implikacji, jak i wystepujace w nich terminy moga by¢ zanegowane.
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Sylogizmem — a moéwiac Scislej i w terminologii tradycyjnej — trybem
sylogistycznym bedziemy nazywaé takze schematy wnioskowan zbudo-
wanych ze zdan kategorycznych, w ktoérych zdania z poprzednika takiej
implikacji sg zalozeniami, a nastepnik jest wnioskiem.

3.2.1 Tradycyjne metody sylogistyki

Tradycyjne metody wymagaja dokladniejszego opisu sylogizméw. Trze-

ba, po pierwsze, zna¢ rodzaje termin6w oraz przestanek wystepujacych

w sylogizmie. Mianowicie:

— termin wiekszy to orzecznik (P) wniosku, mniejszy to jego podmiot
(S), a $redni (M) to termin wspdlny dla przestanek;

— przestanka wieksza to zawierajaca termin wiekszy, a przeslanka
mniejsza zawiera termin mniejszy.

3.2.1.1 Niezawodne tryby wnioskowania

Tryby sylogistyczne sa dzielone na rodzaje, zwane tradycyjnie figurami
(od I do IV). By podzial ten byl jednoznaczny, przyjmuje sie umowy co
do kolejnoéci zapisu przeslanek (schematow przestanek) w trybie, tj.
najpierw w schemacie ma by¢ zapisana przestanka wieksza, po niej mniej-
sza. Kryterium podzialu trybow na rodzaje jest rola, jaka termin $redni
pelni w przestankach, tzn. czy jest w nich podmiotem, czy orzecznikiem.

Mianowicie:

— w tzw. figurze pierwszej sa wszystkie tryby, w ktorych termin $redni
jest podmiotem w przestance wiekszej, a orzecznikiem w mniejszej;

— wschematach figury drugiej termin ten jest orzecznikiem w obu prze-
stankach;

— wfigurze trzeciej jest w schematach wnioskowania podmiotem w obu
przestankach;

— a w zbiorze tryboéw zebranych w figurze czwartej jest orzecznikiem
w przeslance wiekszej i podmiotem w przestance mniejsze;j.
Kryterium tego podzialu jest schematycznie wskazane w ponizszej

tabeli.
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I I 1" v
MfP PfM MfP PfM
SfM SfM MfS MfS
SfP SfP SfP SfP

W schematach tych f jest zmienna funktorowa, za ktérag mozna pod-
stawia¢ symbole stale ze zbioru {a, e, i, 0}. Sposrod 256 trybow (tzw.
klasycznych), uzyskanych w wyniku wszystkich mozliwych podstawien
w przestankach i wniosku, tylko 24 sa niezawodne (poprawne, stuszne).
Dla ich rozpoznawania sa stosowane ulatwiajace zapamietanie nazwy:
uzyte w nich samogloski jednoznacznie wskazuja na stala podstawiana
za f w kolejnych zdaniach kategorycznych sylogizmu, tj. w przeslance
wiekszej, mniejszej oraz we wniosku (istotna jest taka wla$nie kolejnos¢,
zgodna z umow3 co do zapisu trybow).

I tak, posrod trybow figury I poprawne sa: Barbara, Celarent, Darii,
Ferio oraz Barbari i Celaront. Dwa ostatnie tryby sa tzw. oslabionymi
wersjami dwoch trybow pierwszych — w tym sensie, ze zamiast upraw-
nionego wniosku ogoélnego jest w nich przyjmowany podporzadkowany
wnioskowi ogblnemu wniosek szczegolowy.

Barbara Celarent Darii Ferio Barbari Celaront
MaP MeP MaP MeP MaP MeP
SaM SaM SiM SiM SaM SaM
SaP SeP SiP SoP SiP SoP

— Niezawodne tryby figury II sg wskazane mnemotechnicznymi stowa-
mi: Cesare, Camestres, Festino, Baroco oraz Cesaro i Camestros.

— Odpowiednie wskazniki dla trybu trzeciego to Darapti, Disamis, Da-
tisi, Felapton, Bocardo, Ferison.

— Niezawodne schematy wnioskowan podpadajacych pod figure IV to
odpowiedniki stbw Bamalip, Calemes, Dimatis, Fesapo, Fresison oraz
Calemos.

Poprawne formalnie sg takze wszystkie wnioskowania, ktérych sche-
maty da sie sprowadzié¢ do ktérego$ z tryb6w niezawodnych na podstawie
praw kwadratu logicznego i przeksztalcania zdan kategorycznych oraz
po ich zapisaniu zgodnie z kolejnoécia: przestanka wieksza, przestanka
mniejsza. Na przyklad, dopiero gdy w zapisie wnioskowan o schematach:

(NaSANeP)=SoP,

(SaPAPaM)=SaM,
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oraz(SaMASeP)=MoP
zmieni sie kolejnosé przestanek, uzyskuje sie tryby:

NeP PaM SeP
Nas SaP SaM
SoP SaM MoP

ktbére mozna rozpoznac jako Felapton z figury III (wnioskowanie pierwsze
i trzecie) oraz Barbara z figury I'°.

3.2.1.2 Dyrektywy (warunki) dla przestanek i wniosku

Do sprawdzania poprawnosci formalnej wnioskowan sylogistycznych sa
takze stosowane dyrektywy (warunki), ktére wnioskowanie poprawne
logicznie musi spelniac. Sa one rozmaicie formulowane, w zapropono-
wanym tu ujeciu sa podzielone na wymagania dotyczace przestanek oraz
warunki nakladane na wniosek. Mianowicie:

D@) Posrod przestanek ma by¢ (co najmniej jedna) przestanka twierdza-
ca oraz przestanka ogolna, a termin $redni musi by¢ w przestankach
(w co najmniej jednej) rozlozony;

D(ii) wniosek moze by¢ twierdzacy, tylko gdy obie przeslanki sa twier-
dzace, a ogoblny, tylko gdy obie przestanki sa ogoblne oraz termin
rozlozony we wniosku musi by¢ roztozony w przestankach.

13- W nazwach trybow figur II-1V sg takze wskazane sposoby sprowadzania danego
trybu do odpowiedniego z figury I, ktorej tryby sa traktowane jako podstawowe.
Pierwsza litera nazwy trybu wskazuje, ze dany tryb jest sprowadzalny do tego
trybu figury I, ktéry rozpoczyna sie na te sama litere, np. Cesare i Camestres do
Celarent, Festino do Ferio itd. Je§li w nazwie trybu jest litera r, to nalezy przepro-
wadzi¢ dowdd zalozeniowy niewprost, uzyskujac sprzecznos¢ z odpowiednim try-
bem figury I, pozostale tryby sa sprowadzane do figury I sposobem zatozeniowym
wprost. Z kolei wystepujace po samogloskach w nazwie trybu (czyli po symbolach
a, e, i, o wlasciwych dla sylogistyki) spolgloski s, p wskazuja, ze: dana przeslan-
ke (4j. z samogloska poprzedzajaca spolgloske wskaznikowa) trzeba przeksztalci¢
zgodnie z prawem konwersji prostej (litera s) albo konwersji ograniczonej (litera
p); a spolgloska m wskazuje, ze nalezy w dowodzonym trybie przestawi¢ przestanki
(mniejsza potraktowaé jako wieksza). Zob.: L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki
1 teorii mnogosci, dz. cyt., s. 179-180; M. Lechniak, Elementy logiki dla prawni-
kow, Lublin 2012, s. 206—208, gdzie jest pelniejszy opis i przyklady wykorzystania
tych wskaznikow.
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Przy tym: termin rozlozony (in. uzyty w pelnym zakresie) to taki, ktory
jest podmiotem zdania ogblnego lub orzecznikiem zdania przeczacego.

Kazdy z warunkow skltadowych D(i)—(ii) jest konieczny dla uznania
wnioskowania za poprawne logicznie, a prawdziwa koniunkcja tych wa-
runkoéw wystarcza do ogloszenia poprawnosci logiczne;j.

Mozna sprawdzi¢, ze dyrektywy D(i)—(ii) sa spelnione dla kazdego
z wyzej wskazanych 24 trybow, tj. Barbara, Celarent, ..., Fresison, Ce-
lemos. Stosujac ten zestaw warunkow, mozna takze, bez dodatkowych
przeksztalcen, sprawdzi¢ poprawno$¢ wnioskowan, ktorych przestanki sa
zapisane w dowolnej kolejno$ci, o ile nie zawierajg negacji.

Na przyktad warunki poprawnos$ci D(i) oraz D(ii) sa spelnione dla
wnioskowan:

(NaSANeP)=SoP;

(SaPAPaM)=SaM;

(SaMaASeP)=MoP.
D(i): W kazdym wnioskowaniu jest przestanka twierdzaca (w drugim obie
sg twierdzace), jest przestanka ogoélna (w kazdym sa dwie ogdlne) i jest
roztozony termin $redni (N w pierwszym wnioskowaniu, P w drugim
i S w trzecim sa podmiotami zdania ogdlnego).
D(ii): Gdy chodzi o wymagajace uzasadnienia wlasno$ci wniosku, to
twierdzacy, a takze ogolny jest tylko wniosek drugiego rozumowania, jest
to jednak uprawnione, bo obie jego przeslanki tez sg twierdzgce i obie
tez sq ogodlne; co sie z kolei tyczy rozlozenia terminéw we wnioskach
tych rozumowan, to w pierwszym wniosku terminem rozlozonym jest P
(jest orzecznikiem przeczacego wniosku) — i jest on réwniez rozltozony
w przestankach (w drugiej jest orzecznikiem zdania przeczacego); w dru-
gim wniosku rozlozony jest termin S (jako podmiot zdania og6lnego)
ijest tez rozlozony w przestankach (jest podmiotem ogolnej przestanki
pierwszej); a w trzecim wniosku roztozony jest termin P (jako orzecznik
zdania przeczacego) i jest on tez rozlozony w przestance drugiej tego
wnioskowania.

By natomiast zastosowa¢ te tradycyjne sposoby (mnemotechniczny
i dyrektywalny) do wnioskowan zawierajacych negacje przedzdaniowe
lub przednazwowe, trzeba najpierw schematy takich wnioskowan spro-
wadzi¢ — korzystajac z praw kwadratu logicznego i przeksztalcania zdan
kategorycznych — do schematéw réwnowaznych z oryginalnymi, a nieza-
wierajacych negacji. Oto przyklady:
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» Schemat wnioskowania:

(PanMASenP)=~(M1S)
da sie przeksztalci¢ — stosujac do tej implikacji regule zastepowania dla
rownowazno$ci oraz podstawienia prawa obwersji: P a nM < P e M oraz
SenP < SaP,atakze prawo ~(MiS) < M e S — do rbwnowaznej z nim
implikacji: (PeM A SaP)=>MeS.

Whnioskowanie to spelnia warunki D(i)—(ii): posrod przestanek
jest ogoblna i twierdzaca, termin $redni (P) jest w przestankach rozlozo-
ny (w pierwszej jest podmiotem zdania ogblnego); wniosek ogélny jest
uprawniony, bo obie przestanki sa ogolne, oba terminy wniosku sa w nim
rozlozone i sa tez rozlozone w przestankach (M jest orzecznikiem zdania
przeczacego, a S jest podmiotem zdania ogdlnego).

Gdy w schemacie dla tego wnioskowania zmieni sie kolejnos¢ prze-
stanek (zgodnie z umowa co do zapisu trybow), uzyskuje sie schemat:

SaPAPeM)=MeS,
podpadajacy pod tryb Calemes figury IV.

» Roéwnowazno$ciowego wyeliminowania negacji wymaga rowniez im-
plikacja: (~(So P) A ~(M aP)) = ~(M e nS).

Zgodnie z prawami kwadratu logicznego ~(S o P) < S a P,
~(MaP)e MoP, ~(MenS) < MinS oraz prawem obwersji M i nS <
< M o S implikacja ta jest rbwnowazna z: (SaPAMOP) = Mo S.

Whnioskowanie to ma przestanke twierdzaca i przeslanke og6lna

(pierwsza), termin $redni jest roztozony (w drugiej przestance); wniosek
nie jest og6lny ani twierdzacy, a rozlozony w nim termin S jest tez roz-
lozony w przestankach (w pierwszej jest podmiotem zdania ogblnego).
Schemat tego wnioskowania jest zgodny z trybem Baroco figury II.
» Stosujac do (~S 0 nP A M o0 nP) = M 1 nS regule zastepowania, korzy-
sta sie z rownowaznoSci (prawa kwadratu i praw obwersji): ~(S o nP) <
< SanP,SanP<SeP,MonP< MiP,MinS< Mo S — uzyskujac
implikacje rownowazna z wyjéciowa: (SePAMiP)= Mo S.

Wnioskowanie ma przestanke twierdzaca i przestanke ogolna, ter-
min P jest rozlozony w pierwszej przestance; wniosek nie jest ogdlny ani
twierdzacy, rozlozony w nim termin S jest takze rozlozony w pierwszej
przestance (podmiot zdania ogblnego) — wnioskowanie jest wiec nie-
zawodne wg regul D(i)—(ii). Jego schemat jest niezawodnym trybem
figury 11, tj. Festino.
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» Przeksztalcen umozliwiajacych stosowanie tradycyjnych metod spraw-

dzania poprawnosci logicznej wymagaja takze schematy:

PenM ~(RoM) ~(T onS) M anR
M anS ~(SaM) EonS MonS
~(SiP) ~(SenR) EinT ~(SenR)

Mozna je zapisa¢ rownowaznie — zgodnie z prawami sprzeczno$ci

z kwadratu i prawami obwersji — w postaci schematow:

PaM RaM TeS MeR
MeS SoM EiS MiS
SeP SoR EoT SoR

w ktoérych widaé, ze sa to tryby niezawodnego wnioskowania, kolejno:
Calemes figury IV, Baroco i Festino figury II oraz Ferison figury III.
» Zastosowanie praw kwadratu logicznego i obwersji do implikacji:

(SonPA~MeP)=MeS oraz (SenPAPonM)= ~(SeM)
prowadzi do ich zapisania w postaci rownowaznej bez negacji:

SiPAMiP)=>MeS oraz (SaPAPiM)=SiM.

Schematy te nie spelniaja warunkow D(i)—(ii): w pierwszym nie ma
przestanki ogoblnej, a w drugim jest wprawdzie przestanka i ogblna, i twier-
dzaca, lecz termin $redni (P) nie jest w przestankach roztozony. Wnios-
kowania o tych schematach nie sa wiec poprawne logicznie, a potwier-
dza te ocene fakt, ze posrod trybow figury II, do ktorej nalezy schemat
pierwszego wnioskowania, nie ma trybu niezawodnego zgodnego z tym
schematem; tak samo po$rod trybow figury I — bo do niej nalezy schemat
wnioskowania drugiego zapisany w kolejnosci przestanek (PiM A SaP) —
nie ma trybu niezawodnego o ukladzie funktorow: i, a, i.

» Nie sa takze poprawne logicznie wnioskowania podpadajace pod takie
na przyklad schematy:

E o nW SanM
~(TeW) nDanS
TeE ~(DiM)

Roéownowazne odpowiedniki tych schematow — uzyskane na podstawie
praw sprzeczno$ci oraz obwersji i kontrapozycji (nD a nS < S a D jest
podstawieniem prawa kontrapozycji S a P < nP a nS) — nadajace sie do
ich oceny metodami tradycyjnymi, wygladaja tak:
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Eiw SeM
Tiw SaD
TeE DeM

W figurze II, do ktérej nalezy schemat pierwszego wnioskowania,
nie ma niezawodnego trybu o ukladzie funktoréow i, i, e. Widaé takze,
ze wnioskowanie to nie spelnia warunku poprawnosci D(i), brak w nim
bowiem przeslanki og6lnej. Z kolei schemat drugiego wnioskowania
nalezy do figury II, w ktérej nie ma trybu niezawodnego e, a, e. Co do
sprawdzania na podstawie dyrektyw D(i)—(ii) to wnioskowanie o ta-
kim schemacie spelnia wprawdzie warunek D(i), bo jest przestanka
twierdzaca i jest przestanka ogblna oraz termin $redni jest rozltozony
(w obu przestankach), spelnia takze czeSciowo wymog D(ii), tj. w czeSci
wymagajacej dla wniosku ogdlnego dwoch ogoélnych przestanek, lecz nie
spelnia wymagania, by termin roztozony we wniosku by} rozlozony takze
w przestankach: oba terminy wniosku sg bowiem rozlozone (D jest pod-
miotem zdania ogblnego, M jest orzecznikiem przeczacego), natomiast
w przestankach rozlozony jest tylko termin M (jest orzecznikiem zdania
przeczacego).

3.2.2 Udoskonalona metoda Venna

Metoda Venna (zwana takze metoda Eulera) tez jest od dawna znanym
sposobem sprawdzania relacji logicznych miedzy zdaniami. Zastoso-
wana do wnioskowan sylogistycznych jest oparta na opisanych wyzej
sposobach zaznaczania na rysunkach relacji logicznych oglaszanych
w zdaniach kategorycznych. Metoda ta, zmodyfikowana odpowiednio
do jej stosowania do sprawdzania poprawnosci logicznej wnioskowan
zbudowanych ze zdan kategorycznych, moze by¢ uzywana zaréwno do
wnioskowan bezposrednich (z jednej przestanki), do klasycznych sy-
logizmoéw, jak réwniez do wnioskowan z wiecej niz dwiema przestan-
kami, cho¢ im wiecej jest w nich terminéw, tym trudniej jest wykonac
potrzebny rysunek. Formulowane w jezyku naturalnym wnioskowania
zbudowane ze zdan kategorycznych najczesciej jednak maja jedna lub
dwie przestanki. Proste wnioskowania da sie wprawdzie tatwiej spraw-
dzi¢ ktérym$ ze sposobdéw tradycyjnych, zmodyfikowana dla potrzeb
sylogistyki metoda diagramdéw Venna jest jednak szczegodlnie przydatna,
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gdy trzeba ocenia¢ sylogizmy z wieloma negacjami (przednazwowymi
lub przedzdaniowymi)“.

Opis tej metody warto polaczy¢ z przykladami jej zastosowania do
sprawdzenia konkretnych sylogizméw. Sprawdzanie poprawnosci lo-
gicznej konkretnych rozumowan ze zdaniami kategorycznymi jest jed-
nocze$nie sprawdzaniem niezawodnos$ci schematow i ogolnej waznosci
implikacji, pod ktére podpadaja dane rozumowania.

(1) Poniewaz niektorzy studenci sa bogaci, wiec niektorzy studenci nie
sq bogaci.

(2) Poniewaz nie wszystkie teSciowe nie sa ztosliwe, a kazda teSciowa jest
kobieta, wiec niektore kobiety sa zlosliwe.

W pierwszym rozumowaniu wniosek jest wyprowadzony zjednej tylko
przestanki (tzw. wnioskowanie bezposrednie), drugie wnioskowanie jest
klasycznym sylogizmem, tj. wnioskowaniem z dwoch przestanek o odpo-
wiednio dobranych i rozmieszczonych terminach.

Oto opis kolejnych dzialan skladajacych sie na te metode.

I. Zbudowa¢ schemat rozumowania i wyeliminowa¢ negacje przedzda-
niowe.

Uwagi:

(i) W schematach zdan lepiej jest rozpoczac od wpisania symbolu funk-
tora oraz uzywac pierwszej (duzej) litery nazw jako ich skrotow, nie za-
pominajac o zaznaczeniu negacji przednazwowych wystepujacych w ro-
zumowaniu.

Schematy wnioskowan (1) i (2), wykonane zgodnie z ta uwaga, wy-
gladaja nastepujaco:

~(Tan2)
SiB TakK
SoB KiZ

14 Metoda zwana tu zmodyfikowana jest oparta na opisanej w: L. Gumanski, Wpro-
wadzenie w logike wspoblczesng, dz. cyt., s. 92—100, a modyfikacja polega na:
wskazanym w kroku Lii eliminowaniu negacji, upraszczajacym odpowiedni dia-
gram i sprawdzanie wynikania, oraz zaproponowanym sposobie reprezentowania
pol bez ich rysowania (jest opisany w koficowej cze$ci niniejszej prezentacji), ktory
jest przydatny zwlaszcza wtedy, gdy trudno jest wykona¢ rysunek odpowiedni dla
ocenianego wnioskowania, jak jest w przypadku kazdego wnioskowania zawiera-
jacego wiecej niz trzy terminy.
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(ii) wyeliminowac negacje przedzdaniowe znaczy zastapi¢ w schemacie
rozumowania zdania kategoryczne poprzedzone negacja zdaniami row-
nowaznymi bez negacji — zgodnie z prawami kwadratu logicznego.

~SaP)<SoP | ~(SeP)<SiP | ~SiP<SeP | ~(SoP)<SaP

W schemacie pierwszego wnioskowania nie ma zdan zaprzeczonych,
natomiast w drugim schemacie trzeba zastapi¢ zdanie ~(T a nZ) zdaniem
rownowaznym, tj. T 0 nZ:

Tonz

TaK

KiZ
(iii) Podstawa dla kolejnych czynnosci jest schemat otrzymany po wyeli-
minowaniu negacji przedzdaniowych.
II. Wykona¢ rysunek odpowiedni do schematu wnioskowania.
Uwagi:
(i) Na rysunku powinno by¢ tyle krzyzujacych sie zakreséw (okregdw), ile
jest terminéw w schemacie. W pierwszym wnioskowaniu sg dwa terminy
(S oraz B), w drugim sa trzy (T, nZ, K). Nie sa odrebnymi terminami
symbol nazwy i jego negacja (np. nZ oraz Z).
(ii) W kazdej czesci rysunku (wliczajac otoczenie) powinien by¢ wpisany
termin badz jego zaprzeczenie. Jesli sa dwa terminy, kazdy z nich jest wpi-
sany w dwoch czeSciach rysunku i zaprzeczenie kazdego z nich w dwoch;
dla trzech terminéw — w czterech czeSciach rysunku.

Oto rysunki odpowiednie dla powyzszych wnioskowan.

Aty
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(iii) Aby unikna¢ pomytki, lepiej jest wpisywac terminy w takiej kolejno-
Sci, w jakiej pojawiaja sie w rozumowaniu. Dlatego w przykladzie z trzema
terminami pierwszy okrag jest zakresem nazwy T, drugi zakresem nazwy
nZ (wtedy w otoczeniu wpisuje sie symbol Z), trzeci zakresem nazwy K.
III. Zaznaczy¢ na rysunku prawdziwos$é przesltanek.

Uwagi:

(i) Do zaznaczania relacji ogloszonych w zdaniach kategorycznych be-
dacych kolejnymi przestankami jest stosowany sposob wyzej wskazany
(w3.1).

(ii) Na rysunkach z wiekszg niz dwa liczba okregbw trzeba zaznaczac wy-
kresleniem albo znakiem plus wiecej niz jedna cze$¢ rysunku. Odpowied-
nie zaznaczenia trzeba wykonaé¢ w kazdym polu spelniajacym warunki do
wykre$lenia lub postawienia znaku +, np. na diagramach z trzema okre-
gami zaznaczenie prawdziwosci kazdego zdania kategorycznego wymaga
uwzglednienia dwoch czesci rysunku.

(iii) Zaznaczenie prawdziwoéci kolejnej przestanki moze wymagac wy-
kreslenia pola, na ktérym zostal uprzednio postawiony znak plus (jak zo-
stalo to wykonane w diagramie drugim w polu z symbolami: T, Z, nK, +),
albo tez postawienia znaku plus w polu uprzednio zakre§lonym — w takiej
sytuacji (w uprzednio zakreskowanej czesci rysunku) znaku plus sie nie
stawia.

nS nB

W przypadku pierwszego z ocenianych wnioskowan, w ktorym jest
tylko jedna przestanka, wystarczy postawié¢ znak plus w czeSci wspoélnej
zakres6w nazw S i B. W drugim wnioskowaniu zaznaczamy najpierw prze-
slanke szczegolowotwierdzaca, stawiajgc znak plus na obu polach, gdzie
wystepuja razem znaki T oraz Z, a nastepnie, zaznaczajac prawdziwo$c
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drugiej przestanki, wykre§lamy oba pola, na ktorych T jest z nK, w tym

rowniez pole T, nK, Z, na ktérym jest postawiony znak plus.

IV. Odczytaé z rysunku, czy wniosek wynika z przestanek, stosujac od-

powiednia dla wniosku regule wynikania; sformulowaé¢ konicowa ocene

wnioskowania.

Moéwiac ogolnikowo, wniosek wynika z przestanek, gdy po zazna-
czeniu ich prawdziwos$ci sa na rysunku spelnione zwiazki ogloszone we
wniosku. Mowiac dokladniej, wniosek wynika wtedy i tylko, gdy jest spel-
niona reguta wynikania wta$ciwa dla danego wniosku. Sprawdzajac, czy
jest spelniona reguta, bierzemy pod uwage wszystkie pola, tgcznie z oto-
czeniem, lecz tylko pola niezakreskowane. Reguly dla poszczegdlnych
rodzajow zdan sg nastepujace:

1. Zdanie og6lnotwierdzace wynika wtedy i tylko, gdy jest na rysunku
pole, na ktérym znajduje sie i podmiot, i orzecznik wniosku, a przy
tym podmiot znajduje sie tylko na tym polu;

2. wniosek ogdlnoprzeczacy wynika wtedy i tylko, gdy nie ma takiego
pola, na ktérym podmiot i orzecznik wystepuja razem;

3. zdanie szczegblowotwierdzace wynika zawsze i tylko wtedy, gdy
jest takie pole tzw. jednoznaczne, na ktérym sa podmiot i orzecznik
wniosku;

4. wniosek szczegblowoprzeczacy — gdy jest pole jednoznaczne, na kt6-
rym jest podmiot, a nie ma orzecznika, czyli jest zaprzeczenie orzecz-
nika wniosku.

W regutach dla wnioskow szczegbdlowych pojawia sie pojecie tzw.
pola jednoznacznego. Ot6z pole jednoznaczne to takie, ktore jest wyroz-
nione przez jaki§ symbol; ,wyréznione” w tym sensie, ze dany symbol
wystepuje wylacznie na tym polu (warto przypomnieé¢ — spoéréd pol
niezakreskowanych); a symbole to: terminy, zaprzeczenia terminéw oraz
znak plus. Lepiej jest odrebnie zaznaczy¢ symbol wyr6zniajacy pole (np.
otoczeniem lub podkresleniem), bo tym samym zaznacza sie pole jedno-
znaczne, na ktéorym trzeba sprawdzac, czy jest spelniona odpowiednia
regula wynikania.

Proste jest sprawdzenie wynikania w pierwszym z przyktadowych ro-
zumowan. Poniewaz jego wniosek jest zdaniem szczegdlowoprzeczacym,
stosujemy czwarta regule, czyli sprawdzamy najpierw, czy w ogole jest
pole jednoznaczne, a nastepnie dopiero, czy na polu jednoznacznym jest
tak, jak tego wymaga regula. Stwierdzamy, ze na rysunku jest wprawdzie
pole jednoznaczne, tj. cze$é wspoélna zakresow S i B, wyr6zniona przez
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znak plus, lecz na polu tym sa i podmiot S, i orzecznik B wniosku, a po-
winny sie znajdowac, zgodnie z regula czwarta, podmiot i zaprzeczenie
orzecznika, czyli S i nB. Zatem regula wynikania nie jest spelniona, co
znaczy, ze wniosek nie wynika z przeslanek, a zatem schemat nie jest
niezawodny, a jeszcze inaczej mowiac — implikacja (S B = S o B) nie jest
prawem sylogistyki, czy og6lniej — WRP. Wnioskowanie to nie jest wiec
poprawne pod wzgledem logicznym, mimo Ze i jego zalozenie, i wniosek
sg zdaniami prawdziwymi. Sprawdzana byla jednak nie prawdziwosc,
lecz poprawnosé logiczna, czyli relacja wynikania miedzy przestankami
a wnioskiem.

Oceniajac drugie wnioskowanie, korzystamy z reguly trzeciej. Jak
w poprzednim przykladzie szukamy najpierw pola jednoznacznego: jest
nim cze$¢ rysunku z symbolami T, K, Z oraz z wyrdzniajagcym symbolem
plus (znak plus byl wprawdzie postawiony takze na polu T, Z, nK, lecz nie
jest teraz brany pod uwage, poniewaz pole to jest wykre$lone). Spraw-
dzamy wiec, czy na tym polu wystepuja podmiot i orzecznik wniosku.
Rzeczywiscie, znajduja sie tam symbole K i Z, co $wiadczy o wynika-
niu wniosku, a wiec o tym, ze schemat tego wnioskowania jest prawem,
a samo wnioskowanie jest poprawne pod wzgledem logicznym.

Zaleta metody Venna opisanej w punktach I-IV — widoczna zwlasz-
cza gdy sie ja por6wna z metoda mnemotechniczng (figur i tryb6w) oraz
dyrektywalng — jest to, ze mozna jg stosowac bezposrednio do oceny
wnioskowan ze zdaniami kategorycznymi: ,bezposrednio”, tj. bez uprzed-
niego nadawania schematowi wnioskowania formy nadajgcej sie do jego
oceny innymi metodami (poréwnawcze przyklady zastosowania tych me-
tod sa analizowane takze w kolejnym paragrafie). Natomiast wada tej
metody jest wymog wykonania odpowiedniego rysunku, co jest ucigzliwe
juz przy trzech terminach, a nasila sie, gdy w zdaniach kategorycznych
ocenianego wnioskowania termin6w jest wiecej. Juz bowiem dla wniosko-
wan z czterema terminami na odpowiednim dla nich rysunku jest 16 pol,
przy pigciu terminach sa 32 czeSci rysunku itd. (ogélnie pol jest 2" gdzie
n to liczba terminéw). Wykonanie takich rysunkow jest mozliwe, lecz
trudnoéci z tym zwigzane wilaéciwie wykluczaja zastosowannie metody
rysunkéw Venna dla wnioskowan z wiecej niz czterema terminami. W ta-
kich sytuacjach mozna jednak zastosowaé te metode w wersji skroconej,
polegajacej na reprezentowaniu poél bez ich rysowania.

Na przyklad dla wnioskowanie o schemacie (zgodnym z rozbudowa-
nym trybem Barbara):
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(AaBaABaCaCaD)=AaD

odpowiedni rysunek zawiera 16 pol, ktore sa reprezentowane nastepuja-
cymi zbiorami symboli {A, B, C, D}, {nA, B, C, D}, {A, nB, C, D}, {A, B,
nC, D}, { A, B, C, nD}, {nA, nB, C, D}, {nA, B, nC, D}, {nA, B, C, nD},
{A, nB, nC, D}, {A, nB, C, nD}, {A, B, nC, nD}, {nA, nB, nC, D}, {nA, nB,
C, nD}, {nA, B, nC, nD}, {A, nB, nC, nD}, {nA, nB, nC, nD}. Zanaczenie
na rysunku kolejnych przestanek ogblnych wymaga wykreslenia pdl od-
powiadajacym zbiorom, ktore — zgodnie z dang przestanka — sa puste, co
W opisywanej teraz metodzie skroconej mozna zaznaczaé wykre$leniem
odpowiedniego zbioru symboli. I tak, zgodnie z pierwsza przestanka,
pusty jest kazdy zbiér wspotoznaczany przez symbole A i nB, tj.:

{A, B, C, D}, {nA, B, C, D}, {A-RB—€B?, {A, B, nC, D}, {A, B, C, nD},
{nA, nB, C, D}, {nA, B, nC, D}, {nA, B, C, nD}, {A-nB;rE, B}, {AnB~E;
ab}, {A, B, nC, nD}, {nA, nB, nC, D}, {nA, nB, C, nD}, {nA, B, nC, nD},
{A-nB,RENDB}, {nA, nB, nC, nD}.

Uwzglednienie drugiej przestanki wymaga uznania za puste zbioréw ozna-
czanych przez symbole B i nC:

{A, B, C, D}, {nA, B, C, D}, {AnB-E-B}, {A-BnEDB1, {A, B, C, nD},
{nA, nB, C, D}, {rA-B-rEDL, {nA, B, C, nD}, {A-AB-AEBY, {A-RB-EnbY,
A BnENDB}, {nA, nB, nC, D}, {nA, nB, C, nD}, {nA; B;r€nb}, {AnB;
AcnAbY, {nA, nB, nC, nD},

a zgodnie z przestanka trzecia puste sg zbiory oznaczane przez symbole
CinD:

{A, B, C, D}, {nA, B, C, D}, {A-nB-EDB}, A BnEB}, {ABEnbl,
{nA, nB, C, D}, {(sA-B:rC: B}, (BA B EnbY, (A NBNE B}, (ANnBE;
AbB}, (A-BnEnb}, {nA, nB, nC, D}, (rARB-ChbY}, (A B RENDBY,
{AnBnCnbY, {nA, nB, nC, nD}.

Na odpowiednim rysunku niezakreskowane pozostalyby wiec jedynie pola
reprezentowane teraz przez zbiory symboli {A, B, C, D}, {nA, B, C, D},
{nA, nB, nC, D}, {nA, nB, nC, nD}. Jak wida¢, reguta wynikania dla wnios-
ku ogolnotwierdzacego A a D jest spelniona, jako ze jest pole (tu — pierw-
sze), na ktorym symbol A wystepuje razem z D, a przy tym A jest tylko
na tym polu.

Dla wnioskowania o schemacie (AaBABaCaCaD)= AiD (rozbu-
dowany tryb Barbari) uwzglednienie przeslanek prowadzi do tego samego
zestawu ,,pol” niezakreskowanych, polem jednoznacznym, wyr6znionym
przez symbol A, jest {A, B, C, D} i sa na tym polu, wymagane dla wniosku
szczegdlowotwierdzacego, symbole A oraz D.
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OczywiScie te metode reprezentowania pol mozna stosowacé takze
w sytuacjach prostszych, tj. dla wnioskowan z mniejsza liczba termindw.
Na przyklad dla sprawdzonych wyzej pelna metoda Venna schematow:
SiB=SoBoraz(TonZATaK)=KiZ
odpowiednikami diagramow sa:

{S, B}, {nS, B}, {S, nB}, {nS, nB}

oraz

{T, Z, K}, {nT, Z, K}, {T, nZ, K}, {T, Z, nK}, {nT, nZ, K}, {nT, Z, nK},
{T, nZ, nK}, {nT, nZ, nK}.

Stosujac metode Venna skrocong do pierwszego z tych schematow,
trzeba — zgodnie z przestanka S i B — wskaza¢ znakiem + na niepustosé
zbioru oznaczonego symbolami S oraz B:

{S, B, +}, {nS, B}, {S, nB}, {nS, nB}.

Spoérod powyzszych symboli tylko znak + jest wyrdzniajacy, wiec tylko
pole {S, B, +} jest jednoznaczne (w sensie ustalonym w regutach wy-
nikania dla wnioskéw szczegolowych) i na nim trzeba sprawdzac, czy
wystepuja — zgodnie z regula 4. — symbole S oraz nB. Poniewaz nie ma
drugiego z tych symboli, wiec wniosek S o B nie wynika ze zdania S i B.

W przypadku drugiego wnioskowania trzeba najpierw — zgodnie
z przestanka T 0 nZ — zaznaczy¢ niepusto$¢ tych zbioréow sposrod re-
prezentujacych czesci diagramu Venna, ktore sg oznaczone symbolami
T oraz Z:

{T,Z, K, +}, {nT, Z, K}, {T, nZ, K}, {T, Z, nK, +}, {nT, nZ, K}, {nT, Z, nK},
{T, nZ, nK}, {nT, nZ, nK},

a nastepnie — w my$l przesltanki T a K — zaznaczy¢ pusto$é zbioréw ozna-
czanych symbolami T oraz nK:

{T,Z,K, +}, {nT, Z, K}, {T, nZ, K}, {=2Znk—+}, {nT, nZ, K}, {nT, Z, nK},
FnZnK}, {nT, nZ, nK}.

Jak wida¢, regula wynikania dla wniosku szczegdtowotwierdzacego (re-
gula trzecia) jest spelniona, jako zZe jest pole jednoznaczne, wyr6znione
znakiem +, tj. {T, Z, K, +}, 1 sa na tym polu symbole K oraz Z'5.

15" Opisany sposéb reprezentowania pol zaproponowalem po nieudanych prébach

narysowania na zajeciach z logiki diagramu odpowiedniego dla wnioskowan
z czterema terminami (btedy w kolejnych rysunkach trafnie dostrzegal p. Piotr
Jastrzebski).
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3.3 Interpretacja zdan kategorycznych w WRP

W zdaniach kategorycznych badanych w sylogistyce wystepuja jedynie
orzeczniki jednoargumentowe oraz state logiczne sylogistyki — symboli-
zowane przez a, €, i, 0 — ktére sa wyrazeniami okreslajacymi ilo$¢, czyli
kwantyfikatorami: kazde (dla kazdego), zadne (dla zadnego), niektore
(dla pewnego). Zdania kategoryczne da sie wiec zinterpretowac w jezyku
rachunku predykatow. Przyjmuje sie zwykle nastepujacy sposob przekla-
du zdan kategorycznych na zdania rachunku kwantyfikatoréw (symbol S
wskazuje na sylogistyke, cho¢ interpretacja dotyczy dowolnych wniosko-
wan zlozonych ze zdan kategorycznych):

S|WRP

SaP < Nieistnigja S, ktore nie sg P < (A x) [S(X) = P(X)];
SeP <« Nieistniegjg S, ktore sa P < (A x) [S(X) = ~P(X)];
SiP <« Istnieja S, ktore sg P < (V x) [S(X) A P(X)];

SoP < Istniejg S, ktore nie sa P < (V x) [S(X) A ~P(X)].

Rownowaznoéci sformulowane w S|WRP daja podstawe tzw. slabej
interpretacji sylogistyki. Dolaczenie do tych réwnowaznos$ci warunku, ze
kategoria oznaczana przez S jest niepusta, tj, ze: (V x) S(x), jest interpre-
tacja sylogistyki zwang mocng. Sylogistyke mozna wiec potraktowac jako
fragment klasycznego rachunku predykatéw — miesci sie w tej jego czedci,
w ktorej bada sie relacje wynikania miedzy zdaniami z predykatami jedno-
argumentowymi, a gdy sie chce (zgodnie z ujeciem klasycznym) wykluczy¢
nazwy puste, wtedy w interpretacji zdan ogélnych trzeba doda¢ warunek
istnienia (co najmniej jednego) indywiduum kategorii S.

Sylogizmy, zapisane w postaci formul WRP, moga by¢ sprawdzane do-
wodowymi metodami tego rachunku. W pierwszym z ponizszych przykla-
dow sa zapisane schematy wnioskowania, w jezyku sylogistyki i w jezyku
WRP, w drugim implikacja zaczerpnieta z sylogistyki jest przelozona na
implikacje w jezyku WRP.

1) Schematy wnioskowania:

SaP
PaM

SaM
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(A X) [SC) = P(X)]
(A x) [P(X) = M(X)]

(AX) [S() = M(X)]

Formula WRP:
{(AX) [S(X) = P(X)] A (A X) [P(X) = MX)]} = (A x) [S(X) = M(x)].
Dowdd:

1. (AX)[S(x) = P(x)] {zal.}

2. (AX)[P(xX) = M(X)]} {zal.}

W wyniku opuszczenia kwantyfikatorow w zalozeniach:
3. S(x) = P(x) {OA: 1}

4. P(x) = M(x) {OA: 2}

5. (SO) = P(X)) A (P(X) = M(X) {DK: 3, 4}

Korzystajac z prawa przechodniosci implikacji:
) (@@= PAVP=X) = (D= X), uzyskuje sie:
6. S(X) = M(x) {RO: (*), 5}

(A X) [SC) = M(X)] {DA: 6}.
Dolgczenie kwantyfikatora w ostatnim kroku jest poprawne, bo zmienna
X nie jest wolna w zalozeniach (reprezentuje dowolny przedmiot).
2) Implikacja w jezyku sylogistyki: (Ka O A Ka S) = Si O; przeklad na je-
zyk WRP: (A x) [K(X) = O(x)] A (AX) [K(X) = S(X)]) = (V Xx) [O(x) ASCO].
Dowdd:
1. (AX)[KX) = 0Xx)] {zal.}
2. (AX)[K(X) = SX)D {zal.}
Przyjmujemy w dowodzie, zgodnie z mocng interpretacja sylogistyki,
zalozenie:

3. (VX)K(x)
W wyniku opuszczenia kwantyfikatoréw w zalozeniach:
4. K(a) {0V: 3}
5. K(a) = O(a) {OA: 1}
6. K(a) = S(a) {OA: 2}
7. O(a) {RO: 5, 4}
8. S(a) {RO: 5, 6}
9. O(a) A S(a) {DK: 7, 8}
(V x) [O(x) A SC)] {DV: 9}.
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Trafna ocena poprawnosci logicznej wnioskowania nie zalezy, co oczy-
wiste, od obranej metody jej sprawdzania. Latwo jest sprawdzié, Ze nie-
zawodne tryby sylogistyczne spehiaja konieczne warunki poprawnosci
stawiane w metodzie dyrektywalnej oraz udowodni¢ w WRP implikacje
odpowiadajgce niezawodnym schematom wnioskowania. Sposréd do-
stepnych srodkow lepiej jest jednak wybra¢ ten, ktory najszybciej dopro-
wadza do sformutowania oceny poprawnosci konkretnego wnioskowania.

Dla ilustracji niezaleznos$ci oceny poprawnoéci od metod i poréwnanie
r6znej ich wydajnosci warto kazda z nich zastosowaé do wybranych wnio-
skowan (rysunki wymagane w metodzie Venna beda jedynie opisywane).
a) Poniewaz niektore zdania (Z) nie sg nieobalane (nO) i niektére dogma-

ty (D) nie sa nieobalane, wiec niektoére zdania sa dogmatami.

Do oceny, ze wnioskowanie a) nie jest poprawne logicznie, prowadza
imetody tradycyjne, i metoda Venna, a to wskazuje, ze schemat tego wnio-
skowanie nie jest prawem i szukanie jego dowodu w WRP bezzasadne.
— Metoda figur/trybow
Korzystajac z praw obwersji, mozna implikacje (ZonO ADonO) = ZiD
zapisa¢ w postaci réwnowaznej (Zi O A D i O) = Z i D). By zastosowaé
do niej sprawdzanie wg trybow niezawodnych, trzeba zapisac¢ jej schemat
w kolejnosci przestanka wieksza, przestanka mniejsza:

1
DiO
Zi0O
Z1iD

Po$rod niezawodnych trybow figury II nie ma schematu i, i, 1.

— Metoda dyrektyw

Whnioskowanie to spelnia wprawdzie dyrektywy dla wniosku, lecz nie

spelnia warunku dotyczacego przestanek, bo nie ma przestanki ogolne;j.

— Metoda Venna

Zastosowanie metody Venna do schematu (ZonO AD onO) = Zi D (tak

samo, jak do rownowaznego: (Zi O A D i O) = Z i D) ujawnia, Ze nie sg

spelnione warunki wynikania dla wniosku szczegotowego, poniewaz nie

ma na odpowiednim rysunku pola jednoznacznego.

b) Skoro kazde przestuchanie (P) jest moralnie niedopuszczalne (nD),
a kazdy egzamin (E) jest moralnie dopuszczalny, to niektére egzaminy
nie sg przestuchaniami.
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Stosujac dowolng z oméwionych metod, da sie uzasadnié ocene, ze
wnioskowanie to jest poprawne logicznie (sprawa poprawnosci trescio-
wej, tj. prawdziwosci zalozen, jest poza metodami logiki). Oryginalny
schemat tego wnioskowania da sie rownowazno$ciowo przeksztalci¢ do
postaci latwiejszej do oceny. Mianowicie, zgodna ze schematem tego
wnioskowania jest implikacja (P anD A E a D) = E o P, ktéra — w mysl
prawa obwersji P a nD < P e D — mozna réwnowaznie zapisac jako:

(PeDAEaD)=Eo0P;

a stosujgc prawo konwersji P e D < D e P, uzyskuje sie

(DePAEaD)=EoP.
— Metoda figur/trybéw
Kolejno$¢ przestanek jest taka, jak wymagana w tej metodzie. Jak wi-
da¢, schemat wnioskowania (P e D A E a D) = E o P nalezy do figury II,
a rownowazny z nim schemat

(DeP AEaD)= E oP nalezy do figury I:

PeD DeP
EaD EaD
EoP EoP

Cesaro | Celaront

Posrod niezawodnych trybow figury I jest tryb niezawodny Cesaro (osta-

bienie trybu Cesare), a w figurze I niezawodny tryb Celaront (oslabienie

Celarent).

— Metoda dyrektyw

Oba schematy speliajg warunki dla przestanek. Jest w nich przestanka

twierdzaca (mniejsza) oraz ogdlna (dwie sa ogblne), a termin $redni jest

rozlozony: w pierwszym schemacie jest orzecznikiem zdania przeczacego,

aw drugim jest podmiotem zdania og6lnego (oba roztozenia w przestance

pierwszej). Schematy spelniaja takze wymagania stawiane wnioskom: roz-

lozony we wniosku termin P jest tez rozlozony w pierwszej przestance, bo

w pierwszym schemacie jest podmiotem zdania ogblnego, a w drugim jest

orzecznikiem zdania przeczacego (inne wymagania sg ,,pusto spelnione”,

bo wniosek nie jest ani twierdzacy, ani ogdlny).

— Metoda Venna

Metode mozna zastosowac bez przeksztalcania implikacji
(PanDAEaD)=EO0P,
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a takze do rownowaznych z nig implikacji (P e D A Ea D) = E o P oraz
(DeP AEaD)= E oP.Niezaleznie od wybranego do sprawdzania sche-
matu sa spelnione warunki wynikania dla wniosku E o P: jest bowiem na
odpowiednim rysunku pole jednoznaczne (wyr6znione przez symbol E),
na ktoérym jest podmiot i jest zaprzeczenie orzecznika tego wniosku.

— Metoda dowodowa

Oto przektad implikacji (D e P A E a D) = E 0 P na jezyk WRP:

((Ax) [D(X) = ~P()] A (A X) [E(X) = D)D) = (V X) [E(X) A ~P(X)].
Dowod:

1. (Ax)[D(XX) = ~P(X)] {zal.}
2. (AX)[E(X)= D)D) {zal.}
3. (VX)EX) {zal., int. mocna}
4. E(@) {OV: 3}
5. E(a) = D(a) {OA: 2}
6. D(a) = ~P(a) {OA: 1}
7. D(a) {RO: 5, 4}
8. ~P(a) {RO: 6, 7}
9. E(a) A ~P(a) {DK: 7, 8}
(Vx) [E(X) A ~P(X)] {DV: 9}.

Jak wida¢ w powyzszym przykladzie, latwiej jest, jesli przed dowodzeniem

w WRP przeksztalci sie schematy wnioskowan tak, by pozby¢ sie negacji

przednazwowych (wykorzystujac prawa obwersji), a w samym dowodzie

moze by¢ potrzebna mocna interpretacja sylogistyki (zalozenie 3.)

¢) Poniewaz zaden czyn sprawiedliwy (S) nie jest niemoralny (nM) oraz
zadne przestepstwo (P) nie jest moralne, wiec kazde przestepstwo jest
czynem niesprawiedliwym.

— Metoda figur/trybéw

Korzystajgc z odpowiednich podstawien praw obwersji, mianowicie

SenM < SaMorazP anS < PeS, mozna schemat tego wnioskowania,

tj. (SenM A P e M) = P a nS zastapi¢ implikacja rownowazna, tj.:

SaMAPeM)=PeS.

SaM
PeM

PeS
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Kolejnoéc¢ przestanek jest odpowiednia dla metody figur/trybow, schemat
nalezy do figury II oraz jest zgodny z niezawodnym trybem Camestres.
— Metoda dyrektyw (warunkéw)

Schemat spelnia warunki D(i): jest przestanka twierdzaca (pierwsza)
ijest ogolna (obie), termin Sredni jest orzecznikiem przestanki przecza-
cej (czyli jest rozlozony). Schemat spelnia takze wymagania D(ii): sg
wymagane dla wniosku ogo6lnego dwie przestanki ogblne, a oba terminy
rozlozone we wniosku (P podmiotem og6lnego, a S jest orzecznikiem
przeczacego) sa tez roztozone w przestankach (oba sa podmiotem zdania
og6lnego).

— Metoda Venna

Mozna ja zastosowaé zarowno do schematu (SenM A P e M) = P anS,
jak i do rownowaznego z nim (Sa M A P e M) = P e S — uzyskujac na obu
odpowiednich rysunkach potwierdzenie niezawodnos$ci wnioskowan. Na
pierwszym sa spelnione warunki wynikania dla wniosku ogblnotwierdza-
cego P a nS (jest pole, na ktérym P jest razem z nS oraz P jest tylko na
tym polu), a na drugim rysunku — dla wniosku ogélnoprzeczacego P e S
(nie ma pola, na ktérym terminy tego wniosku wystepuja razem).

— Metoda dowodowa

Przeklad implikacji (Sa M A P e M) = P e S na jezyk WRP:

(A X) [SG) = MOO] A (A X) [P(X) = ~MO)]) = (A X) [P(X) = ~S(X)].
Dowéd:

1. (AX)[S(X) = MX)] {zal.}
2. (AX)[P(X) = ~M(x) {zal.}
3. S(x) = M(x) {OA: 1}
4, P(x) = ~M(x) {OA: 2}
Przypusémy, dla dowolnego X, ze
1.1 P(XX) {zd.}
1.2 ~M(x) {RO: 4, 1.1}
1.3 ~S(x) {TOL: 3, 1.2}
6. P(xX) = ~S(x) {1.1= 1.3}

(AX) [P(X) = ~S(x)] {DA: 6}.



ROZDZIAL IV

OGOLNA TEORIA MNOGOSCI

W prezentacjach wynikow ogdlnej teorii mnogosci sa zwykle uwzgled-
niane: rachunek zbioréw, teoria relacji oraz teoria liczb kardynalnych.
Do podstawowych wynikow — zagadnien, pojec, twierdzen — tych trzech
dzialow teorii mnogo$ci sa rowniez zawezone analizy zawarte w kolejnych
czesciach niniejszego rozdziatu. W punkcie wyjScia tych analiz sa przyjete
wszystkie reguly dowodzenia — budowania dowodo6w i dolgczanie wierszy
do dowodu — oaraz tezy zalozeniowych systemé6w KRZ i WRP scharakte-
ryzowanych w **RI.3 i **RIIL.2. Uzupelieniem tych gléwnych dzialow
ogoblnej teorii mnogosci — warto$ciowym nie tylko z perspektywy histo-
rycznej — jest zawarta w ostatnim podrozdziale charakterystyka antynomii
oraz sposobdéw ich usuwania z podstaw teorii zbioréw (i matematyki).

1. Rachunek zbioréw

Po wprowadzeniu wlaéciwej dla rachunku zbioréw terminologii i sym-
boliki i uwagach dotyczacych jego podstawowych pojeé (zbioru, zbioru
pustego i uniwersalnego), sg scharakteryzowane — definicjami i uzasad-
nionymi dowodowo twierdzeniami — relacje miedzy zbiorami, dziala-
nia na zbiorach, pojecie zbiorow wyznaczonych przez funkcje zdaniowe,
a w paragrafie koncowym jest podjete zagadnienie interpretacji sylogistyki
w rachunku zbioréw.
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1.1. Podstawowe pojecia rachunku zbiorow

W symbolicznym jezyku rachunku zbioréw beda uzywane wszystkie sym-
bole znane z WRP (a wiec takze — wszystkie symbole KRZ)!. Ponadto sym-
bole: A, B, C, ..., X, Y, Z, ktore najczeSciej beda stosowane na oznaczenie
zbioréw, symbole a, b, c, ..., X, Y, z na oznaczenie elementow zbioru (takze
symbole indeksowane, gdy bedzie potrzeba, np. A, A, ..., A, i X, X}, Xy, ...,
x,) oraz symbole € oraz ¢ skracajace powiedzenie, ze jakis$ obiekt jest albo
ze nie jest elementem zbioru, np. x € A, a ¢ Z. Elementami zbior6w moga
by¢ zbiory, zbiory zbiorow itd.; zbiory zawierajace jako swoje elementy
wylacznie zbiory, beda tez nazywane klasami lub rodzinami zbioréw i gdy
bedzie to ulatwialo odczytanie wzoréw, beda oznaczane duzymi literami
wytluszczonymi, np. A, B, ..., Z.

Wtasciwe dla tego rachunku terminy zbioru oraz bycia elementem
zbioru beda definiowane tylko nie wprost, tj. przez konteksty, w ktorych
beda uzywane. Dlatego warto w niniejszych uwagach wprowadzajacych
podkresli¢, ze zbior bedzie w catym rozdziale rozumiany jako zbior w sen-
sie dystrybutywnym, a w tym podrozdziale — jako nieuporzadkowany
zbidr w sensie dystrybutywnym. O zbiorze rozumianym dystrybutywnie,
tj. teoriomnogosSciowo (vs rozumianym kolektywnie, tj. mereologicznie),
byta juz wzmianka w koncepcji podziatu (*RVI.2). Tu warto doda¢, ze
zbidr rozumiany dystrybutywnie jest zespolem wyznaczonym jednoznacz-
nie wylacznie przez okreslenie (wskazanie, zdefiniowanie) tych i tylko
tych przedmiotow, ktore sa jego elementami; natomiast zbiér pojmo-
wany kolektywnie jest caloécia, do ktorej naleza przedmioty spelniajace
warunek bycia czeScia. Dlatego mozna powiedzieé, ze jesli X jest czeScia
zbioru A rozumianego kolektywnie oraz x jest czeScig X, to rowniez x jest
cze$cig tak rozumianego zbioru A; natomiast relacja bycia elementem
zbioru rozumianego dystrybutywnie nie jest przechodnia, tj. elementy
jego elementdéw moga nie by¢ (zwykle nie sg) elementami tak rozumia-
nego zbioru. Na przyklad a ¢ {{a}}, jako ze jedynym elementem zbioru
{{a}} jest zbidr jednoelementowy {a} — czyli, jesli zbior rozumie sie dys-
trybutywnie, to prawda jest jedynie, ze a € {a}>

Rachunek zbioréw jest zwany réwniez algebra zbioréw, zwlaszcza wtedy, gdy
jest prezentowany jako jedna z interpretacji algebry Boole’a.

Rozumiejac zbiér A mereologicznie, mozna powiedzie¢ np., ze a jest czescia (,ele-
mentem”) tego zbioru, o ile A jest zlozone m.in. z a. Logiczna teoria ,bycia czeécia
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Z kolei w kategorii rozumianych dystrybutywnie zbioréw: zbi6r nie-
uporzadkowany to taki, ktory jest jednoznacznie okreélony wylgcznie
przez sklad swoich elementéw, w przeciwienstwie do zbioru uporzadko-
wanego, ktory jest identyfikowany przez uklad swoich elementow, tzn.
ich sklad i kolejno$¢. Na oznaczenie zbioru nieuporzadkowanego beda
uzywane nawiasy klamrowe {}, a w przypadku zbioré6w uporzadkowanych
nawiasy ostre < >. By zilustrowac réznice miedzy zbiorami nieuporzad-
kowanymi a uporzadkowanymi (i uzycie odmiennych symboli), mozna
powiedzieé np. ze {a, b} = {b, a}, a <a, b> + <b,a> —oilea # b.

Szczegolne rodzaje zbiorow to zbior pusty &, tj. niezawierajgcy zadne-
go obiektu x jako swojego elementu: (A x) x ¢ & (twierdzenie o istnieniu
zbioru pustego jest przyjmowane bez dowodu w kazdym systemie ra-
chunku zbioréw), oraz zbior uniwersalny (zwany tez pelnym) U, tj. taki,
ktorego elementem jest dowolny obiekt x badanej dziedziny: (A x) x € U.
Na przyklad gdy rozwazania dotycza liczb naturalnych, wtedy elementem
uniwersum jest kazda liczba naturalna (U = ); elementem uniwersum
jest kazda liczba rzeczywista, je$li U = R; elementem uniwersum jest
kazdy przedmiot x,, X,, ..., X;, jesli U = {x, X,, ..., X,}. Warto powtorzy¢
(por. uwagi do pojecia zbioru uniwersalnego sformulowane w *RIV.3), ze
mowa o ustalonym uniwersum, uniwersum zrelatywizowanym do danych
rozwazan, tj. gdy wiadomo, jaki jest zakres uzywanych w nich zmiennych,
a wiec ze nie mozna, pod grozba antynomii, méwic o zbiorze uniwersal-
nym jako takim, o uniwersum wszelkich mozliwych obiektéw (posrod
nich — zbior6w). Stosowany w rachunku zbioré6w symbol U zbioru uni-
wersalnego mozna wiec potraktowaé jako zmienng, za ktéra podstawia
sie nazwy jednostkowe uniwersow z poszczeg6lnych dziedzin, tj. zakresow
nazw lub zmiennych stosowanych w rozwazaniach lub wystepujacych
w formutach okreslonego rachunku.

Zbiory & oraz U mozna okresli¢, korzystajac z pojecia klasy F funkcji
zdaniowych zawsze niespelnionych, tj. ogdtu funkcji, ktore nie sa spel-
nione przez zadng warto$¢ wystepujacych w nich zmiennych, oraz kla-
sy V funkgcji zawsze spelnionych (por. *RIIL. 4). Stosujac operator abs-
trakeji (*RV.2), mozna powiedzieé, ze zbiér pusty to ogoél przedmiotow

calo$ci”, zwana mereologia, nalezy — obok tzw. protetyki i ontologii — do systemow
logicznych, ktérych tworceg jest S. Le$niewski (zob. np.: J. Kopania, Systemy Le-
$niewskiego, w: Logika formalna. Zarys encyklopedyczny..., dz. cyt., s. 397—-405;
A. Dabrowski, M. Holy-Luczaj, A. Schumann i in., Leksykon logikéw polskich
1900-1939, dz. cyt., s. 193—-203).
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speliajacych dowolng funkcje niespelniong dla kazdego elementu danej
dziedziny, a zbior uniwersalny to ogol elementéw spelionych przez do-
wolng funkcje dla kazdego elementu spelniona. W niniejszych, ogélnych
rozwazaniach warto dla ilustracji wybra¢ funkcje zawsze niespelniona
i zawsze spelniona w dowolnej dziedzinie, na przyktad: x # x oraz x = x;
mozna wtedy powiedzieé, ze: & = {Xx: X # x} oraz U = {x: x = x}. Gdy
z kolei dysponuje sie pojeciem zbioru pustego & oraz zbioru uniwersal-
nego U (oraz operatorem abstrakeji), wtedy da sie w jezyku rachunku
zbioréw uscisli¢ intuicyjne rozumienie kwantyfikatora ogélnego i szcze-
gélowego (**RIII.1). Zdanie (A x) @(x) jest bowiem prawdziwe wtedy
i tylko, gdy zbior {x: @(x)} jest uniwersalny; a zdanie (V x) @(x) wtedy
i tylko, gdy zbior obiektow spelniajacych @ jest niepusty:

(A X) D(x) < {x: D(X)} = U oraz (V xX) D(X) < {x: D(X)} + .

Formulujac definicje i twierdzenia rachunku zbioréw, zakladamy, ze
zakresem zmiennych X, y, z, X, ... jest okres$lony zbi6ér uniwersalny U,
azakresem zmiennych A, B, ..., X, X, ... jest ogol podzbioréw (dowolnego,
lecz ustalonego) zbioru U.

1.2 Relacje zakresowe miedzy zbiorami

Gdy mowa o relacjach zakresowych miedzy zbiorami, chodzi o uScislenie
w jezyku teorii mnogos$ci omawianych juz zwigzkow miedzy zakresa-
mi nazw, czyli miedzy zbiorami desygnatow nazw (*RIV.4.1). W jezyku
tamtych analiz zostaly okre§lone cztery podstawowe zwiazki miedzy za-
kresami (celowo nazywane w sposéb zblizony do terminologii rachunku
zbior6w): rozlacznosci, krzyzowania, podporzadkowania i tozsamosci.
Sformulowane nizej definicje i twierdzenia dotycza relacji zakresowych
miedzy dowolnymi zbiorami, usci§laja rozumienie tych zwiazkéw oraz
ich wlasnosci.

Pierwsze usciélenia dotycza relacji tozsamosci (identycznoéci) zbio-
row oraz relacji bycia elementem zbioru.

Dl.a A=B< (AX)[xe A x e Bl
D1.b ye{X X, X} SY=XVY=XV..VY=X.

Réwnowazno$é D1.a jest zwana zasadg ekstensjonalnoéci (choé
w aksjomatycznych ujeciach teorii mnogosci zasada ekstensjonalno$ci
nazywa sie tylko implikacje odwrotna tej rownowaznosci). Zgodnie z ta

174



RACHUNEK ZBIOROW

zasada — bedzie oznaczana jako ZE — dowolne zbiory sg identyczne wtedy
i tylko, gdy zawieraja jako swoje elementy te same przedmioty. Zgodnie
z D1.b dowolny przedmiot y jest elementem danego zbioru wtedy i tylko,
gdy jest w tym zbiorze przedmiot identyczny z y. Bycie elementem zbioru
jednoelementowego jest zatem rozumiane zgodnie z formulg:

ye{xyey=x

Korzystajac z tych uscislen, mozna udowodni¢ podstawowe, zdrowo-
rozsadkowo oczywiste twierdzenia rachunku zbioréw.

Tl {a}={b} <= a=hb.

Dowéd:
Obu implikacji sktadowych tej rownowaznosci latwo jest dowiesé nie
wprost.

H
1. {a} = {b} {zal.}
2. (AX) [x e{a} = x e {b}] {ZE: 1}
3. ae{al<=aec{b} {OA: 2}
4. a=a<a=b {D1.b: 3}
a=b {RO@: 4, **RII1.2.: A1}
=
1. a=b {zal.}
1.1 xe{a} {zd.}
1.2 x e{b} {RZ_:1,1.1}
2. xe{a}=>xe{b} {1.1=1.2}
3. (AX)[xe{a}=xe{b}] {DA: 2}
2.1 xe{b} {zd.}
2.2 xe{a} {RZ_:1,2.1}
4., xe{b}=>xe{a} {2.1 = 2.2}
5. (AX)[x e {b}=x e {a}] {DA: 4}
6. (AX)[x e {a} < x e {b}] {DR, RO_: Alr, DK: 3, 5}
{a} = {b} {ZE: 6}.

Uzasadnienie wiersza 6 jest wskazane w stosowany juz, skrocony
sposob. Pelny zapis krokéw dowodowych prowadzacych do tego wiersza
wyglada tak:

5. AxX)[xe{a}=>xe{b}] A (AX)[x e {b} = x e {a}] {DK: 3, 5}

5. (AX) [(x e {a} => x € {b}) A (x € {b} = x € {a})] {RO_: AlIA, 57}
gdzie AlA oznacza prawo wyciggania/rozdzielania kwantyfikatora przed/
na cztony koniunkcji (**RIIL.2: T5);
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6. (AX)[(x e {a} & x € {b}] {DR:5”}. m
T2 W dowolnej dziedzinie U istnieje dokladnie jeden zbior pusty <.

Dowéd:

Przypusémy, ze istnieja dwa ro6zne zbiory puste, tj. ze A= i B = J oraz
A # B. Skoro zbiory A oraz B sie r6znia, to — zgodnie z ZE — musi ist-
nie¢ co najmniej jeden obiekt, ktory jest elementem pierwszego z nich,
a nie jest elementem drugiego lub odwrotnie. Zalozenie, Ze jest obiekt x
nalezacy do A, a nienalezacy do B prowadzi jednak do sprzeczno$ci z de-
finicja zbioru pustego: (A x) X ¢ & (skoro x e A=, to ~(A X) X ¢ D);
tak samo do sprzeczno$ci prowadzi zalozenie, ze jest x nalezace do B,
a nienalezgce do A.®

Analogiczne uzasadnia sie twierdzenie, ze w okre$lonej dziedzi-
nie rozwazan jest jeden zbior uniwersalny (identyczny z dana dziedzi-
na badan). Zalozenie, ze istnieja dwa rozne zbiory uniwersalne, tj. ze
A=UiB=U orazzeA # B prowadzi do sprzeczno$ci z definicjg zbioru U:
gdyby bowiem istniat obiekt nalezacy do A a niebedacy elementem B, to
B nie bylby zbiorem uniwersalnym (co sprzeczne z zalozeniem dowo-
du: B = U), i vice versa. Mozna natomiast moéwié, zgodnie z przyjetym
w tych rozwazaniach pragmatycznym rozumieniem zbioru uniwersal-
nego U o istnieniu réznych uniwerséw U, i U, okre$lonych dla réznych
rozwazan/badan.

Kolejne pojecia wlasciwe dla rachunku zbioréw dotycza innych niz
relacja = stosunkéw miedzy zakresami zbiorow. Definicje relacji beda
uzupehliane przykladami ich zastosowania do dowodow.

Definicja inkluzji, inaczej — zawierania sie zbioréw, symbolizowana
przez c, jest okre$lona nastepujaco:

D2 AcB<o (AX)[xe A= x e B].

Rownowazno$¢ ta, oznaczana przez dfc, bedzie w dowodach wyko-
rzystywana bardzo czesto. Napis A — B mozna odczytywac: zbior A jest
zawarty w zbiorze B; zbidr A jest podzbiorem zbioru B; albo méwic, ze
zbiory A oraz B (kolejno$é nazwanych zbioréw jest istotna) wiaze relacja
inkluzji. Jeéli A = B i A # B, to méwimy dokladniej, ze A jest podzbiorem
wlasciwym zbioru B, cho¢ termin ,,podzbior wlasciwy” jest tez rozumiany
weziej, tj. stosowany tylko w sytuacji, gdy nie tylko A = B i A = B, lecz
nadto A # . By zapisac, ze relacja c nie jest spelniona, mozna uzy¢
symbolu negacji: ~(A < B) albo napisa¢, ze A ¢ B.
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Twierdzenia ilustrujgce zastosowanie tej definicji sa oczywiste, da sie
ich prawdziwo$¢ potwierdzi¢ takze innymi metodami, tu jednak chodzi
o ilustracje zastosowania definicji inkluzji w metodzie dowodowej. War-
to najpierw dostrzec, ze zbior pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru,
skoro bowiem (A x) x ¢ &, to jest zawsze prawdziwa implikacja x € & =
X € A, wymagana, zgodnie z D2 do ogloszenia, ze & — A.

T3 (AcBABcC)=AcC

Dowdd:
1. AcB {zal.}
2. BcC {zal.}
3. (AX)[xe A=>xeB] {dfc, 1}
4., (AX)[xeB=xeC(C] {dfc, 2}
1.1 xeA {zd.}
1.2 xeB {RO: OA: 3,1.1}
1.3 xeC {RO: OA: 4,1.2}
5. xeA=xeC {1.1 = 1.3}
6. AX)[xe A=>xeC(C] {DA: 5}
AcC {RO@: defc, 1}.

Zgodnie z T3 relacja inkluzji jest przechodnia.

Dowody kolejnych twierdzen (cho¢ i powyzszy nie jest dowodem for-
malnym pelnym) nie beda juz tak szczegbdlowe, kolejne kroki dowodowe
beda zapisywane skrotowo albo tylko opisywane poza tokiem formalnego
dowodu.

T4 (Xe AAAcB)=XxeB.

1. xeA {zal.}

2. AcB {zal.}.

Odczytane zgodnie z definicja relacji inkluzji zalozenie 2. znaczy, ze dowol-
ny element zbioru A jest tez elementem zbioru B, je$li wiec x € A (zal. 1.),
to jest tez tak, ze x € B.

T5 (AcBAB=C)=AcC.

Dowéd:

1. AcB {zal.}

2. B=C {zal.}
AcC {RZ_:2,1}.
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T6 A=B< (AcBABcA).

Zalozenie 1. A = B implikacji prostej, rozwiniete zgodnie z zasada
ekstensjonalno$ci, prowadzi do 2. (A x) [x € A < x € B]. Skoro dowolny
element zbioru A jest tez elementem zbioru B i odwrotnie, wiec zatoze-
nie o dowolnym przedmiocie X, ze jest elementem A, implikuje, Ze jest
elementem B oraz odwrotnie. Po uogoblnieniu (dolaczeniu kwantyfikatora
duzego) do czlondw tej koniunkeji uzyskuje sie — zgodnie z definicja re-
lacji inkluzji: A < B A B < A. W dowodzie implikacji odwrotnej zalozenie
1. (A = B A B ¢ A) prowadzi najpierw do uznania:

2. (AX)[xe A= xeB]A(AX)[x eB=xeA]{dfc: 1}, nastepnie
3. (AX)[x e Acx e B] {**RIIL.2: T5, tj. reguta AlA zastosowana do 2},
awiec A =B {ZE: 3}.

Twierdzenie T6 mozna odczytywac jako definicje relacji identyczno-
Sci za pomoca inkluzji (bedzie tez oznaczana symbolem =|c). Jest ono
zwykle stosowane, gdy trzeba okazaé identyczno$c¢ zbiorow: w dowodzie
identyczno$ci wystarczy udowodnic, ze sg spelnione dwie inkluzje skla-
dowe relacji identycznoSci zbioréow.

Dysponujac pojeciem zawierania sie (inkluzji) zbioréw, czyli pojeciem
podzbioru, mozna wprowadzi¢ pojecie zbioru potegowego. Dla dowolnego
okres$lonego zbioru A mozna utworzy¢ zbior, ktorego wszystkimi elemen-
tami sg podzbiory zbioru A (w aksjomatycznych ujeciach teorii mnogosci
twierdzenie o istnieniu zbioru potegowego jest odrebnym aksjomatem).
Poniewaz wszystkie elementy tak utworzonego zbioru sa zbiorami, méwi-
my o rodzinie albo o klasie zbioréow, a nazywamy ja potega zbioru A lub
zbiorem potegowym A i oznaczamy przez Pot(A) (klasa ta jest tez sym-
bolizowana przez 24).

D3 X e Pot(A) (X € 2) < X cA.

W kontekscie tej definicji — bedzie oznaczana przez dfPot — jest
oczywiste, ze jesli 1. A c B, to rowniez zbidr potegowy A jest podzbiorem
zbioru potegowego B. Przypuszczenie, ze 1.1 istnieje zbior X, ktory jest
elementem rodziny zbioréw A (A = Pot(A)), a nie jest elementem klasy
B (B = Pot(B)), prowadzi bowiem do sprzecznosci: jesli X € A, to —
zgodnie z dfPot — 1.2 X jest podzbiorem zbioru A, a wtedy zbiér X jest
tez (wobec 1. A = B) podzbiorem zbioru B — jako ze relacja inkluzji jest
przechodnia {T3} — czyli jest elementem klasy Pot(B) (co jest sprzeczne
z przypuszczeniem 1.1). B
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Zatem:
T7.a AcB = Pot(A) c Pot(B).

Prawdziwa jest takze implikacja odwrotna, bo do sprzeczno$ci pro-
wadzi przypuszczenie, ze (i) Pot(A) < Pot(B) oraz (ii) A ¢ B. Jeéli (ii),
to istnieje przedmiot x taki, ze X € A A X ¢ B. Wtedy jednak zbior jedno-
elementowy {x} = Ai{x} & B, co sprzeczne z (i). ®
Zatem:

T7.b Pot(A) c Pot(B) = A = B.
Obie te implikacje mozna zawrzeé w twierdzeniu:
T7 AcB < Pot(A) c Pot(B).

Kolejna relacja, tj. relacja rozlacznosci byla juz, w jezyku semiotyki
nieformalnej, okreslana dla potrzeb ustalania zwiazkoéw miedzy zakresami
nazw. Oto jej definicja w jezyku rachunku zbioréw:

D4 AocB< (AX)[xe A=x¢B].

Korzystajac z tej definicji (bedzie oznaczana symbolem dfoc), tatwo
mozna okazac, ze jest prawdziwe nastepujace twierdzenie.

T8 (AcBAB>C)=A>cC.

Dowéd:

Przyjawszy, zgodnie z zalozeniami dowodzonego twierdzenia: 1. A — B
oraz 2. B oc C, przypu$cmy, ze x € A. Jest wtedy, wobec zalozenia 1.
i defc oczywiste, Ze X jest tez elementem zbioru B oraz — na podstawie
zalozenia 2. i dfoc — nie jest elementem zbioru C. Poniewaz jest tak dla
dowolnego obiektu x, wiec mozna uznac, ze w sytuacji opisanej zalozenia-
mi dowodzonego twierdzenia: (A x) [x € A = x ¢ C], co mozna, zgodnie
z dfoc, wyrazi¢ krocej napisem: A>c C. B

Rownie oczywiste jest twierdzenie:

T9 (xe AAADCC)=x¢C.

Dowéd:

Odwolujac sie do dotychczasowych definicji i regul, mozna w dowo-
dzie wprost zalozenie A Dc C rozwing¢ najpierw zgodnie z dfoc, nastep-
nie opusci¢ kwantyfikator i zastosowa¢ RO do implikacjix e A= x ¢ C
i zalozenia x € A {RO: OA: dfoc: A oc C, x € A}; albo (niewprost):
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gdyby przy zalozeniach x € A oraz A oc C przypusécié, ze x € C, to trzeba
by uznac, ze x ¢ A, jako ze dla kazdego X jest tak, ze jesli jest elementem
A, to nie jest elementem C {TOL: OA: dfoc: A oc C, x € C}. Wniosek
ze X ¢ A, uzyskany na podstawie zdn., jest jednak sprzeczny z pierwszym
spoérod zalozen dowodzonego twierdzenia. B

Zdroworozsadkowe rozstrzyganie o prawdziwosci — oczywidcie nie
zawsze dostepne i nie zawsze mozliwe do zobiektywizowania — moze by¢
wspomagane znang z metody Venna wizualizacjg. Potwierdzeniem ogo6l-
nej spelnialnosci (prawdziwos$ci) twierdzen T8 oraz T9 sa nastepujace
rysunki:

(Do OO

Nie da sie na diagramach przedstawi¢ (narysowac) zalozen obu tych
twierdzen tak, by zalozenia te byly spelnione, a jednoczeénie nie byto
(takze — na rysunkach) tak, jak glosza nastepniki implikacji T8 oraz T9.

Metody opartej na rysowaniu zakreso6w nazw zbioréw, a tym bar-
dziej na konstruowaniu konkretnych zbioréw (okreslaniu ich np. przez
wyliczenie elementdéw) nie mozna uznaé za uniwersalny odpowiednik
dowodow prawdziwosci twierdzen rachunku zbioréow. Metoda ta moze
by¢ natomiast skutecznym (rozstrzygajacym) sposobem okazywania
falszu twierdzen. Jeéli bowiem da sie poda¢ — co metoda Venna moze
ulatwi¢ — choé jeden przyklad zbioréw niespehiajacych sprawdzanego
twierdzenia — dokladniej: cho¢ jedno falsyfikujace podstawienie stalych
za zmienne sprawdzanej formuly — wtedy okazanie falszu jest skuteczne,
a poszukiwanie dowodu skazane na niepowodzenie. Dla zilustrowania
tego, o czym mowa, spdjrzmy na dwie formuly:
(AocBAB>cC)=A>cC oraz (A>cBABcC)=AD>cC.

Nastepujace rysunki opisujace relacje miedzy zbiorami A, B i C ujaw-
niajg, ze implikacje te sa falszywe, tj. nie sa spelnione dla dowolnych
zbiorow.
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C
Na przyklad zbiory A = {a, b}, B = {c, d} i C = {b, e} falsyfikuja pierwsze
z tych twierdzen (relacja rozlacznosci zbioréw nie jest wiec przechodnia),
a zbiory A = {a, b}, B ={c,d}iC = {a, b, c, d, e} stanowig przyktad oba-

lajacy drugie z nich.
Oto definicja kolejnej relacji.

D5 ABo (VX)[xeAAaxeB]lA(VX)[xe AArXxeB]A
AVX)[x¢ AaxeBl

O dowolnych dwoch zbiorach, ktore spehiaja te definicje (df3€), mowi-
my, ze pozostaja w relacji krzyzowania. Definicja ta jest uzyta w dowodzie
twierdzenia:

T10 (A3€BAB>cC)=~(AcC).

Dowéd:

Przyjmijmy zalozenia dowodzonego twierdzenia:
1. A3 Bi2.B oc C oraz przypuéémy, ze 3. A c C (zdn.).
Na podstawie zalozenia 1. oraz df3€ mozna stwierdzi¢, ze istnieje co
najmniej jeden przedmiot bedacy jednocze$nie elementem zbioréow
A oraz B — nazwijmy ten przedmiot a. Jako ze a € A, to wobec 3. jest tez
elementem zbioru C: a € C; poniewaz jednak jednocze$nie a € B, wiec,
zgodnie z zaloZeniem 2. i dfoc, nie moze by¢ elementem tego zbioru,
tjoagC.m

Da sie natomiast latwo okaza¢, ze relacja krzyzowania sie zbioréw
rowniez (tak samo jak relacja rozlacznoéci) nie jest przechodnia. Nie
jest bowiem ogodlnie spelnione, tj. spelnione dla dowolnych zbioréw, co
znaczy, ze jest falszywe, nastepujace twierdzenie:

(A>€BAB3xC)=>A>3<C.
Kontrprzypadek dla tej implikacji stanowia np. zbiory: A= {a, b}, B ={b, c},
C = {c, d}, dla ktorych poprzednik tego twierdzenia jest prawdziwy, a na-
stepnik jest falszywy.
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1.3 Dziatania na zbiorach

Kolejna grupa definicji i zwigzanych z nimi twierdzen dotyczy dzialan na
zbiorach. Zostana okreslone kolejno dzialania sumy (U), iloczynu (),
roznicy (—) oraz dopeknienia ().

D6.al xe(AuB)o (xeAvxeB).

Na gruncie tej definicji (dfu) da sie okazac, ze sa prawdziwe twierdzenia:
T1l Ac(AUB),

Ti12 AcB< (AuB)=B.

Dowo6d T11: Jezeli dowolny przedmiot x jest elementem zbioru A:
1.1 x € A, to jest tez prawda, ze 1.2 x € A v x € B {DA: 1.1}, czyli
1.3xe (AUB){RO_:dfu, 1.2}. Zatem Ac (AU B) {DA: 1.1 = 1.3; dfc}.
Dowdd T12: W dowodzie implikacji prostej do zalozenia 1. A < B wy-
starczy dolaczy¢ zalozenie dodatkowe 1.1 x € (A U B), tzn.

1.2 x € Av x e B{1.1, dfu}, by wyprowadzi¢ wniosek, ze takze jesli
1.1.1x e A, tox € B{l.,dfc}, awiec 1.3 x € B. Zkolei jesli 2.1 x € B, to
2.2x e (AuB){T11}, a zatem:

(AuB)=B{DA: 1.1 = 1.3,2.1 = 2.2; dfc, T6}.

W dowodzie implikacji odwrotnej na podstawie identycznoSci

1. (AU B) = B oraz zalozenia 1.1 x € A uzyskuje sie tatwo kolejne wiersze:
12xe (AuB){T11}i1.3x e B{RZ_: 1.2, 1}.

Zatem Ac B {DA: 1.1 = 1.3, dfc}. m

D7.a1 xe(AnB)o(XxeAAaxeB).

Przyklady stosowania tej definicji (dfn) sa w dowodach nastepujacych
twierdzen:

T13 (AnB)cB,

T4 AcB< (AnB)=A,

Ti5 AocB< (AnB)=J,

Ti6 (AuB)NnC=(AnNnC)u(BnNC).

Dowd6d T13: Kolejne kroki dowodu pierwszego z tych twierdzen sa
wskazane schematem: dfc: DA: 1.1 = 1.3; OK: 1.2; df~: 1.1, w ktérym
1. 1 to zalozenie dodatkowe: x e (AN B). B
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Dowd6d T14: W dowodzie implikacji prostej: z zalozenia dodatkowego
1.1 x € (A n B) wynika bezpoérednio, ze x € A {OK: df: 1.1}, a zalo-
zenie dodatkowe 2.1 x € A, w kontekécie zalozenia 1. A — B prowadzi do
konkluzji, ze x € (AN B) {RO: T4, 2.1 A 1}. Skoro (A " B) c A {dfc; DA:
1.1 = 1.3} i Ac (A n B) {dfc; DA: 2.1 = 2.3}, wiec (A N B) = A {T6}.
Natomiast w dowodzie implikacji odwrotnej, na podstawie zalozenia
1. (AN B) = Aw prosty sposo6b dochodzi sie do stwierdzenia, ze prawdziwa
jestinkluzja A ¢ B {dfc: DA: OK: dfn: RZ_: x € A, 1.}. &
Dow6d T15: W dowodach niewprost implikacji sktadowych tej rowno-
wazno$ci latwo uzyskuje sie sprzeczno$é na podstawie dfoc, dfnipojecia
zbioru . m
Dowb6d T16: W dowodzie tej rownoSci najprosSciej jest skorzystaé —
oprocz dfu i dfn — z prawa rozdzielno$ci koniunkeji wzgledem alterna-
tywy: [(pvag)arle(par)v(ganr)] (**RIL3:T36).1

Dzialania sumy i iloczynu mozna zdefiniowac inaczej niz w D6.al
i D7.al. Zbior bedacy wynikiem tych dzialain mozna okresli¢ nie za po-
Srednictwem pojecia bycia elementem sumy badz iloczynu — jak w dfu
i dfn — lecz bezpoérednio, méwiac o jego cechach (takze o relacyjnych,
tj. w stosunku do innych zbioréw). Oto stosowne okreSlenia:

D6.b S=(AUuB)S{AcSABcSAANZ)[(AcZABcZ)=ScZ]},
D7b I=(AnB)o{IcAAIcBAAZ)[(ZcAAZcB)=ZcIl}.

Sens tych okreslen (bedg oznaczane, odpowiednio, przez dfu_ oraz
dfn_) jest nastepujacy: suma zbioréw jest najmniej licznym zbiorem
takim, w ktérym zawieraja sie oba sumowane zbiory, natomiast iloczyn,
rozumiany zgodnie z dfn_, jest najliczniejszym zbiorem zawartym jed-
noczes$nie w zbiorach A i B.

Mozna sprawdzi¢, ze definicje dfu_ i dfn_ s3 rownowazne z defini-
cjami sumy i iloczynu dfu i dfn, tj. ze dfu < dfu_ oraz dfn < df_.

T17 Definicje D6.al oraz D6.b sa rownowazne.

Dowéd:
Trzeba okazac, ze jest prawdziwa rownowazno$é: x e (AUB) < x e S,
a wiec ze jesli dowolny przedmiot jest elementem sumy (A U B) zde-
finiowanej jak w D6.al, to jest tez elementem zbioru S okreslonego
w D6.b — i odwrotnie:
xeAvxeB)oxeS:()AcSAA)B=SA
D) AD[(AcZABc2Z)=ScZ].
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Zalozenie 1. x € A v x e B implikacji prostej latwo prowadzi do wnios-
ku, ze x € S, poniewaz z kazdego z zalozen dodatkowych, tj. 1.1 x € A oraz
2.1 x e B, przyjetych w kontekscie definicji zbioru S, wynika, ze x € S {RO:
T4, DK: 1.1,Ac S; RO: T4, DK: 2.1, B c S}.

W dowodzie niewprost implikacji odwrotnej da sie okazaé, ze zalo-
zenie
1.xeS:AD)AcSA)BcSAGD)AD[(AcZABcZ)=ScZ],
polaczone z zalozeniem dowodu niewprost
2. ~(xe AvxeB)
prowadzi do sprzecznoSci. Zalozenie niewprost jest rownowazne ko-
niunkcji
3.x¢ Arx ¢ B{NA: 1}.

Niech

4. S, jest zbiorem r6znigcym sie od zbioru S tym tylko, ze x ¢ S, {df S}.
Wobec 1.(i), 1.(ii) i koniunkgji 3. jest oczywiste, ze

5.AcS,ABCcS,

Poniewaz zbior S, spelnia zalozenia implikacji z 1.(iii), wiec

6.S < S, {RO: OA: 1.(iii), 5}, a zatem

7.x € S;{RO: T4, 1 A 6}, co jest sprzeczne z 4 (definicjg zbioru S ).m

T18 Definicje D7.al oraz D7.b sg rownowazne.

Dowod:

Trzeba okazad, ze jest prawdziwa rownowazno$é:
x € (AN B) < x e I, a wiec, ze jeSli dowolny przedmiot jest elementem
iloczynu (A m B) zdefiniowanego jak w D7.al, to jest tez elementem
zbioru I okre§lonego w D7.b — i odwrotnie:
xeAarxeB)eoxel:Q)ADIcAA)IcBA

(D) AD[(ZcAAZcB)=>Z .

H W dowodzie niewprost implikacji prostej da sie okazaé, ze koniunkcja
jej poprzednika:
1.xe ArxeB
oraz zalozenie dowodu niewprost, tj.
2 XgLLAD)IcAA)IcBAGD)AZD[(ZcAAZcB)=Z ]
prowadzi do sprzecznoSci.
Jesli I jest zbiorem réznigcym sie od zbioru I tym tylko, ze x € I, tj.
3.xegInl =Tu{x;{dfI},
to w kontekécie 1. oraz 2.(i) i 2.(ii) mozna uznaé, ze
4. 1I,cAAI cB.
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Jako ze zbior I spelnia zalozenia implikacji 2.(iii), wigc
5. 1,c I{RO: OA: 2.(iii), 4}, a zatem
6.x € I{RO: T4, 3 A 5}, co jest sprzeczne z 2.
[H Koniunkcjax € A A x € B, do ktorej trzeba doj$¢ w dowodzie implikacji
odwrotnej, wynika z zalozenia tej implikacji {T4}.®

Okreslenia (dfu) i (dfn) daja podstawe dla zdefiniowania dziatah tzw.
sumy uogoblnionej i uogbdlnionego iloczynu, czyli dzialan sumy i iloczynu
wykonywanych na wiecej niz dwoch zbiorach.

Niech A, A, ..., A bedzie ciagiem zbiorow:

D6.a2 (dfU) xeUA,i=1,.,neXeA vxeA v..vxeA).
Analogiczna jest definicja uogolnionego iloczynu:
D7.a2 (dfN) xeNA,i=1,.,ne&XeA AXeA, A..AXEA).

Zbior U A, 1 = 1, ..., n to suma zbiorow (wyrazow) ciggu A, A, ..., A,
azbior N A, i =1, ..., n nazywamy iloczynem tego ciagu zbioréw.

W przypadku tych dzialah uogoélnionych mozna nadal moéwic o dziata-
niu — a dokladniej, o skro6towym zapisie wielu dzialan dwuargumentowych
albo o ,,dzialaniu” wieloargumentowym — jako ze wynik sumy uogoélnionej
(jak i uogolnionego iloczynu) uzyskuje sie po n—1-krotnym powtérzeniu
dzialania okre$lonego w dfu: dla dzialania sumy wykonywanego dla,
powiedzmy, i = 4 wynik sumy dla zbioru pierwszego i drugiego (w dowol-
nym uporzadkowaniu zbioréw objetych tym dzialaniem) jest sumowany
ze zbiorem trzecim, a wynik tego sumowania ze zbiorem czwartym (suma
ta jest koncowym wynikiem sumy uogoélnionej). Definicja dfU jest wiec
uogolnieniem dfu na dowolng skonczona liczbe sumowanych zbiorow,
czyli mogtaby by¢ oznaczona jako dfu,, a dla i = 2 przyjelaby postac¢ de-
finicji dfu; analogicznie definicja dff jest uogo6lnieniem df.

Dzialania okreslone w dfU oraz dfl mozna uogdlni¢ do tzw. dzialan
nieskonczonych, tj. stosowanych w przypadku dowolnego ciagu zbiorow
A, A, A, ... (IV oznacza, warto przypomnie¢, zbior wszystkich liczb
naturalnych):

D6.a3(dfU,) xcUA,i=1,..,0=(VieN)xeA,
D7.a3 (dfN,) xeNA,i=1,., o= (AieN)xeA.

Definicje dzialan nieskonczonych sg wykorzystane w dowodach np.
nastepujacych rownosci:

T19 U(AUB)=UAUUB, i=1,..
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T20 N(A,.nB)=NANNB, i=1,.., 0.
Dow6d T19:

Niech (*) Z, =, (A, U B), 1 = 1, ..., « (zakres wskaznika i bedzie we
wzorach dowodu pomijany). Na podstawie definicji (*), zalozenia do-
datkowego 1.1 x € U (A, U B) oraz dfU_ i dfU mozna (stosujgc reguly
dolgczania/opuszczania kwantyfikatorea szczegdlowego) uznac, ze:

1.2 (VieMxeZ

1.3 xeZ

14 xe(A,UB)

1.5 xeA,vxeB,

1.6 (VieN)[xeAvxeB]

1.7 (VieNM)xeAv(VieN)xeB, {VIv: 1.6}

1.8 xeUA,vxeUB,

1.9 xe(UA UUB).

Jako ze przedmiot X, o ktéorym przypusciliSmy w 1.1, ze jest elementem
zbioru U (A, U B), jest obiektem dowolnym, wigc mozna do implikacji
1.1 = 1.9 zastosowa¢ uogolnienie, ktére daje podstawe do uznania, ze:
1. UA,uB)c(UA uUB){dfc: DA: 1.1 = 1.9}.

Zatozywszy z kolei, ze 2.1 x € (U A, U U B)), uzyskuje sig, stosujac te
same definicje i reguly dolaczania wierszy do dowodu:

22 xeUA vxeUB,

23 (VieM[xeA]lJv(VieN)[xeB]

24 (VieNM)[xeAvxeB]

25 (VieNM[xe(A uB)l]

26 xeU(AUB).

Ten fragment dowodu mozna wiec podsumowa¢ wnioskiem:

2. (UA,uUB)cU(A uUB) {dfc:DA:2.1= 25}

Koniunkcja wierszy 1. oraz 2. konczy dowod T19 {RO_: T6, 1 A 2}.
Warto przypomnie¢, ze podstawa dla zastosowanej w dowodzie (kroki 1.7
i2.4) reguly Vlv, tj. wnioskowania podpadajacego pod schemat:

Viv Va)[ov Y]
VaoviVa¥
jest twierdzenie **RIILI.2: T12. 1
Dowo6d T20 jest analogiczny, z tym ze korzysta sie w nim z definicji dla

dzialania iloczynu, tj. z (dfN_) i (dfn), a przechodzac od formuty:
(Aie M) [x e A Ax e B)]do wiersza
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(ANie M) xeA A(AieN)x e B),iodwrotnie, stosuje si¢ regute Ala:

N ANa) [@ A P]
AN DPAANa) W

opartg na twierdzeniu **RIIL.2: T5.H
Dzialania okreslone w (dfU_) i (dfN_) mozna stosowa¢ w dowolnej
klasie zbiorow A:

D6.a4 (dfUA) xeUAS (VAecA)xeA,
D7.a4 (dfNA) xeNA< (AAceA)xeA

Zbiory U A i N A nazywamy, odpowiednio, suma oraz iloczynem
rodziny zbioréw A. Klasa zbioréw, o ktérej mowa w dfUA oraz dfnNA,
moze byé rowniez zbiér potegowy Pot(A) (2*) dowolnego zbioru A, wtedy
U A oraz N A to suma oraz iloczyn zbioru potegowego A (A = 24). Okres-
lenia dfUA i dfNA mozna z kolei uog6lnic tak, by dzialania uogblnione U
i N dotyczyly nie tylko zbioréw klasy A, lecz dowolnego obrazu F(A) tej
klasy. Zal6zmy, ze funkcja B = f(A) jest okre$lona dla dowolnego zbio-
ru A klasy A i oznaczmy klase zbioréw, ktore sa warto$ciami tej funkcji
przez B, tj. B = {B: (V A € A) B = f(A)}. Jesli B =, F(A), to:

D6.a5 xcUF(A ) (VAcA)xef(A)=(VBeB)xeB,
D7.a5 xeNFA) o (AAceA)xef(A)<(ABeB)xeB.

Gdy funkcja f jest identycznosciowa — tj. gdy dla kazdego A € A jest
tak, ze f(A) = A oraz obraz klasy A jest z nig identyczny, tj. F(A) = A —
wtedy definicje dfUF(A) i dfNF(A) upraszczajg sie do dfUA i dfNA,
a poniewaz klasa A moze byc¢ takze dowolnym ciggiem zbioréw, a tak-
ze moze zawiera¢ dowolna liczbe elementéw, wiec okreslenia D6.a5
i D7.a5 s uogdlnieniem dfU_ i df(1_ oraz obejmujg takze sytuacje,
w ktorych stosuje sie definicje dfu i df.

Kolejne dziatanie (takze — wynik dzialania) nazywa sie r6znica zbiorow.
D8 (df—) xe(A-B)e(XeAAxegB).

Oto przyklady twierdzen opartych na tej definicji.

T21 (A-B)cCA.

Dowod:
Twierdzenie to jest oczywiste wobec df— oraz dfc, jesli bowiem o dowol-
nym przedmiocie x przypuscimy, ze 1.1 x € (A — B), to takze 1.2 x € A.
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T22 AcB<o(A-B)=0.

Dowéd:

F Koniunkeyjne polaczenie zalozenia 1. A = B oraz przypuszczenia, ze
2. (V x) x € (A — B) {zdn.} prowadzi do sprzecznoSci: powiedzmy, ze
indywiduum x;, € (A — B), co (zgodnie z df—) znaczy, ze X, € A i x, ¢ B;
a jednoczesnie, skoro x, € A, to —na podstawie 1. oraz wedlug dfc: x, € B.
[H Dowdd implikacji odwrotnej jest analogiczny i rownie prosty. Skoro
1. (A — B) = J, to zalozenie dowodu niewprost 2. A ¢ B, réwnowazne
z3.X, € Aix, ¢ B, jest — zgodnie z df— sprzeczne z 1. ®

T23 (A - B) oc (A N B).

Dowo6d: Twierdzenie to jest bezposrednia konsekwencja df—, dfn
i dfoc.

Definicja réznicy zbioréw jest skladnikiem definicji tzw. r6znicy sy-
metrycznej zbiorow.

D8.a(df-) xe(A=-B)eo(xe(A-B)vxe(B-A).

Wynikiem dzialania ~ jest wiec suma roznic: jego argumentu pierwszego
i drugiego oraz drugiego i pierwszego. W konteksScie okreslen df-, dfu
oraz df jest oczywiste, ze dla dowolnych zbioréw jest spelniona réwnosc:

T24 (A=-B)=(AuB)-(AnB).

Dowod:

Dowolny przedmiot x, bedacy elementem (A + B), jest elementem
zbioru A i nie jest elementem zbioru B albo odwrotnie {df+}. Przy kazdej
z tych mozliwoSci jest prawda, ze: x € (A U B) {DA, dfU} oraz x ¢ (A B)
{dfn}, czyli jest elementem (A U B) — (A n B) {df=}. Z drugiej strony,
jesli dowolny przedmiot jest elementem zbioru A lub B, lecz nie jest jed-
noczeé$nie elementem obu tych zbioréw, to {NK} przyjete w charakterze
zalozen dodatkowych niesprzeczne koniunkcje prowadza do wniosku, ze
jest elementem (A — B) lub (B — A), czyli elementem (A — B) {df=}. ®

Kolejne dzialanie, zwane dopelnieniem, moze by¢ stosowane tylko
w okre$lonym uniwersum U. Nie mozna bowiem, pod grozba antynomii,
ogoblnie przyjac, ze istnieje dopelnienie dowolnego zbioru, ani tez — jak
juz byla o tym mowa — Ze istnieje zbiér uniwersalny obejmujacy wszystkie
mozliwe przedmioty dowolnego typu.
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DOAf) xeA s (xgAaxel).

Jak wiadomo, dzialanie okreslone w jakim$ zbiorze przyporzadko-
wuje jednoznacznie parze elementéw z danego zbioru element z tego
zbioru (zwany warto$cia dzialania). Jest tak rowniez w przypadku dzialan
okres$lonych w zbiorze zbiorow, co jest wyraznie widoczne dla zdefiniowa-
nych wyzej dzialan sumy, iloczynu i réznicy, a mniej widoczne w zapisie
dzialania dopelienia i w skrotowym odczytywaniu tego dzialania. Mowi
sie zwykle o dopelnieniu A’ zbioru A, cho¢ pelniejsza i lepsza nazwa
to: dopelienie zbioru A do danego uniwersum U. Argumentami tego
dzialania sa wiec zawsze dany zbior oraz okreslony zbior uniwersalny U,
a pomijanie tego faktu w wystowianiu jest usprawiedliwione tylko o ile
wiadomo, ktory ogol jest zbiorem uniwersalnym (zwykle w rozwazaniach
tak jest).

Definicja dzialania dopelnienia jest zastosowana w twierdzeniach
T25-T28.

T25 A=B< A =B

Dow6d HZ 1. A=B {zal} i 1.1 x € A’ {zd.} latwo jest wyprowadzié¢
wniosek, ze 1.2 X ¢ AA X € U, awobectego 1.3x ¢ BAx e U{RZ_: 1,
1.2}, czyli 1.4 x € B’, awiec 2. A’ B’ {dfc, DA: 1.1 = 1.4}. Analogicznie
zalozenie 2.1 x € B’ prowadzi do konkluzji, ze 3. B’ A’. Zatem: A’ = B’
{RO_: T6, DK: 2, 3}.

[H W dowodzie implikacji odwrotnej wazny jest fakt, ze wszystkie rozwa-
zane zbiory sa podzbiorami ustalonego uniwersum U. Zalozenia 1. A’ = B’
oraz dodatkowe 1.1 x € A daja podstawy, by uznaé: 1.2 x ¢ A{df’};
1.3x ¢ B {RZ_: 1, 1.2}, czyli — jako ze x € U — 1.4 x € B {df’}. W taki
sam sposob od zatozenia dodatkowego 2.1 x € B dochodzi sie do wniosku,
ze2.4x e A awiecze A=B{RO_:T6,DK: 1.1 = 1.4,2.1 = 2.4}. &

T26 AcB < B cA.

Dowéd:

H Z zalozen 1. A = B {zal.} i 1.1 x € B’ {zd.} wynika, ze 1.2 x ¢ B {df’},
awobectego 1.3x ¢ A{OA:1,TOL: T4, 1.2}, czyli 1.4 x € A’ {df’}, a wiec:
B’ c A’ {dfc, DA: 1.1 = 1.4}.

[H Podobnie, wychodzac od 1. B’ = A’i 1.1 x € A, mozna uznaé, stosujac
te same definicje i reguly, kolejno: 1.2 x ¢ A’; 1.3 x ¢ B’; 1.4 x € B, co
znaczy, ze: Ac B. i
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T27 (AUB)Y =(A NnB).

Dowéd:
Korzystajac kolejno z df’, dfu, NA, OK, df oraz dfn, mozna uznac
nastepujacy ciag rownowaznosci:
™ xe(AuBYexg(AuB)axeU) o xgAaxegBaxelU) <
xeAAxeB)oxe (AW nB).
Zatem: 1. (AuB) c(A’nB)oraz2. (A’ nB)c(AuB),
czyli (AU B) = (A’ B){RO_:T6, 1 A 2}.
Albo: 1. (AX) [x e (AUB) < x e (AN B)]{DA: (")},
czyi(AUB)Y=(A"nB){ZE: 1}. m

T28 (ANB) =(A UB).

Dowdd:

Na podstawie stosowanych kolejno df’, dfn, NK, **RI1.3: T36, df’
oraz dfu uzyskuje sie nastepujace rownowaznosci:
xe(AnB)eoxXe(AnB)aAxeU o((xXxegAvxeB axel) e
SixgAaxelUv(xgBaxelU]lexxeAvxeB)s
< Xxe (A uB), czyli:

() xe(AnBYyoxe (A ubB).

Zatem: 1. (AX) [x e (AN B) < x e (A'uB)]{DA: (<)},

czyli (AN B) = (A’uB) {ZE: 1};

albo inaczej: 1. (AN B) < (A’uUB’)oraz 2. (A’UB’) < (AN B),
czyli (AN BY = (A’ UB) {RO_: T6,1 A 2}. ®

1.4 Zbiory wyznaczone przez funkcje zdaniowe

Operator abstrakcji shuzy do oznaczania ogbtu przedmiotoéw spelniajacych
dang funkcje zdaniowa (*RV.2). Nastepujaca definicja uscisla, co znaczy,
ze przedmiot jest elementem zbioru wyznaczonego przez dana funkcje
zdaniowa:

D10 y e {x: d(X)} © D(y).

Jak widaé, definicja ta daje mozliwo$¢ rownowaznego formulowania
pewnych wyrazen zdaniowych w jezyku albo rachunku zbioréw, albo ra-
chunku predykatow. Korzystajac z D10, latwo jest okazaé, ze prawdziwe
s3 nastepujace twierdzenia dotyczace relacji miedzy zakresami zbiorow
wyznaczonych przez funkcje zdaniowe.
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T29.1 {x: d(X)} = {X: P(X)} < (A X) [D(X) = P(X)].
T29.2 {x: d(X)}={x: PX)} & (A X) [@(X) © P(X)].
T29.3 {x: ®(X)} oc {x: P(X)} & (A X) [D(X) = ~P(X)].

Zgodnie z tymi twierdzeniami mozna powiedzie¢, ze: (i) zbior wyzna-
czony przez jakas formule zdaniowa zawiera sie w zbiorze wyznaczonym
przez druga formule zdaniowa zawsze i tylko, jesli dla dowolnego przed-
miotu jest tak, ze o ile spelnia pierwsza z tych formul, to spelnia druga
(krocej: pierwsza z tych formut zdaniowych implikuje druga); (ii) zbiory
wyznaczone przez formuly zdaniowe sg identyczne wtedy i tylko, gdy for-
muly te sa rownowazne; (iii) zbiory wyznaczone przez formuly zdaniowe
sq rozlaczne wtedy i tylko, gdy o ile dowolny przedmiot spelia jedna
z tych form, to nie spelnia drugiej. Inaczej mozna powiedziec¢, ze w pierw-
szej z tych sytuacji warunek @ jest mocniejszy w tym sensie, ze gdy jakis$
przedmiot ten warunek spelnia, to z tego wynika, ze spehia tez warunek
Y; w drugiej, ze oba warunki sg réwnosilne (réwnowazne), a w trzeciej,
ze oba warunki sie wykluczaja.

Dowo6d T29.1:

F Koniunkcja zalozenia dowodzonej implikacji 1. {x: ®(x)} <= {x: P(X)}
oraz zalozenia dowodu niewprost 2. ~(A x) [@(x) = P(x)] prowadzi
do sprzecznos$ci. Stosujac do 2. kolejno reguly ~A, NI, i OV uzysku-
je sie 3. d(a) A ~W(a), a wobec tego 4. a € {X: D(X)} A a ¢ {x: P(X)}
{RO_: D10, 3}. Skoro jednak a € {x: ®(x)} {OK: 4}, to 5. a € {x: P(x)}
{RO: T4, a € {x: D(X)} A 1}, co jest sprzeczne z drugim czlonem ko-
niunkcji 4.

[H Zalozenie implikacji odwrotnej 1. (A x) [@(X) = P(X)] i zalozenie
dodatkowe 1.1 y e{x: @(x)} daja podstawe do uznania: 1.2 @(y) {RO_.:
D10, 1.1}, 1.3 ¥(y) {RO_: OA: 1, 1.2} oraz 1.4 y € {x: ¥(x)} {RO__;:
D10, 1.3}. Zatem 2. y € {x: ?(X)} = y € {x: P(X)} {1.1 = 1.4}, a po-
niewaz przedmiot y, o ktorym przypuséciliSmy 1.1 byt dowolny, wiec
3. Ay [y e {x: D(X)} = y € {x: P(X)}], co mozna zapisac krocej jako:
{X: D(X)} < {x: P(X)} {dfc: 3}. m

Dowo6d T29.2:

H Zalozenia 1. {x: ®(x)} = {x: P(X)} oraz 2. ~(A X) [®(X) & ¥P(X)]
{zdn.} prowadza do sprzecznosci. ZaloZenie 2. jest bowiem réwnowazne
23. (VX) [(@() A ~P(x)) v (P(X) A~DP(X))]{NI,NK, ~A\,RZ _: 2, =|=, A},
awiec4. (P(@) A ~P(a)) v (P(a) A~D(a)) {OV: 3}. Jesli 1.1 (P(a) A ~P(a))
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{zd.}, to 1.2 a € {x: D(X)} A a ¢ {x: ¥(X)} {RO@, TOL_: D10, 1.1},
co jest sprzeczne z 1 {RZ_: 1, 1.2}. W ten sam sposdb do sprzecznoéci
prowadzi takze przypuszczenie, ze 2.1 (¥(a) A ~®(a)), co koniczy dowdd
{1.1 = sprz., 2.1 = sprz., 4}.
[H Wychodzac z zalozenia 1. (A x) [@(x) < P(X)], dochodzi sie do row-
nosci {x: ®(x)} = {x: P(x)} w sposbéb analogiczny do zastosowanego
w dowodzie implikacji odwrotnej T29.1. Zalozenie, ze dla dowolnego y
1.1 y e {X: ®(x)} jest rbwnowazne kolejno z: 1.2 &(y) {D10, 1.1},
1.3 ¥(y) {1, 1.2}, 1.4 y e {x: ¥(X)}, co po uogobdlnieniu {DA: 1.1 < 1.4}
jest rownowazne z roéwnoscig {x: @(x)} = {x: ¥(x)}. m
Dowb6d T29.3:
F Bezposrednio z zalozenia 1. {x: ®(x)} oc {x: P(x)} wynika, ze
2.(ANY [y e (x: (X))} = y ¢ {x: P(X)}] {dfoc: 1}, a wiec:
(A x) [0(X) = ~P(X)}] {TOL_,RZ_: D10, 2}.
[H Skoro 1. (A x) [@(X) = ~P(X)], to jesli o jakim$ (dowolnym) y przy-
puscimy, ze 1.1 y € {x: ®(x)} {zd.}, to: 1.2 &(y) {D10, 1.1}, 1.3 ~¥(y)
{RO: OA: 1, 1.2}, 1.4y ¢ {x: P(x)} {TOL_: D10, 1.3}. Zatem
2.ANY [y e X (X))} =y ¢ {X: P(X)}] {DA: 1.1 = 1.4}, czyli:
{X: d(xX)} oc {x: ¥(x)} {dfoc: 2}.m

Odwolujac sie do D10, tatwo jest takze okazaé, ze sa spelnione na-
stepujace rownosci.

T30.1 {x: d(X)} U {x: P(X)} = {x: D(xX) v ¥(X)},
T30.2 {x: (X))} N {x: P(X)} = {x: D(X) A ¥(X)},
T30.3 {x: (X))} — {X: T(X)} = {x: D(X) A ~¥(X)},
T30.4 {x: D(X)} = {x: ~D(x)}.

Zgodnie z pierwszym z tych twierdzen suma zbioré6w wyznaczonych
przez formuly zdaniowe jest identyczna ze zbiorem wyznaczonym przez
alternatywe tych formul; wedlug drugiego iloczyn takich zbioréow jest
rowny zbiorowi wyznaczonemu przez koniunkcje formul; wyslowiajac
trzecie, mozna powiedzie¢, ze roznica zbioréw wyznaczonych przez dwie
formuly jest identyczna ze zbiorem wyznaczonym przez koniunkcje for-
muly wyznaczajacej pierwszy zbidr oraz negacji formuly wyznaczajacej
zbidr drugi; natomiast dopekienie zbioru wyznaczonego przez formute
jestidentyczne z ogdltem przedmiotéw ustalonego uniwersum, ktére danej
formuly nie spehiaja.
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Dowod T30.1:

Zalozenie o dowolnym obiekcie y, ze 1.1 y € ({x: @(X)} U {x: W(x)}) jest
rownowazne kolejno z: 1.2y e {x: ®(x)} vy e {x: Y(x)} {RO_: dfu, 1.1},
1.30(x) v P(x) {RZ_: D10, 1.2}, 1.4y € {x: ?(x) v P(X){RO_: D10,
1.3}. Zatem {DA: 1.1 = 1.4}:

1. (Ay ly e {x: o)} v {x: P(X)}) <y € {x: 2(X) v P(X)}], 4.

X: O(x)} U {x: P(X)} = {x: D(X) v P(x)} {ZE: 1}.

Dowody twierdzen T30.2-T30.4 sa w pelni analogiczne do dowodu
dla sumy zbioré6w wyznaczonych przez formuly zdaniowe (w ich poczat-
kowym fragmencie korzysta sie, odpowiednio, z dfn, df— i df’).m

Twierdzenia T29.1-3 oraz T30.1—4 zostaly sformulowane dla funk-
¢ji zdaniowych jednej zmiennej, sg jednak spelnione — co mozna okazaé
w analogicznych rozumowaniach — takze dla relacji miedzy zbiorami
idzialan na zbiorach wyznaczonych przez funkcje zdaniowe dwdch, trzech
itd., ogolnie: n-zmiennych.

1.5 Rachunek zbiorow a teoria wynikania zdan kategorycznych

Rachunek zbioréw jest powiazany z wieloma innymi teoriami logicznymi
i matematycznymi. Komentujac rozstrzyganie twierdzen rachunku zbio-
row, wspomnialem juz o mozliwoéci postuzenia sie znang z sylogistyki
metodg Venna. Zamykajac podrozdzial po§wiecony rachunkowi zbiorow,
warto dokladniej popatrze¢ na zwigzki miedzy rachunkiem zbioréw a teo-
rig wynikania zdan kategorycznych, a tym samym — WRP.

Wiadomo, Ze sylogistyke, a ogolniej — teorie wynikania zdanh katego-
rycznych mozna uznaé za fragment klasycznego rachunku predykatow,
tj. WRP z predykatami jednoargumentowymi, a kluczowe dla takiej in-
terpretacji sg przeklady zdan kategorycznych na zdania WRP.

S|WRP
SaP < Nieistnieja S, ktore nie sg P < (Ax) [S(x) = P(X)];
SeP < Nieistnieja S, ktore sa P < (A x) [S(x) = ~P(X)];
Si1P <« Istnieja S, ktore sa P < (V x) [S(X) A P(X)];
SoP < Istniejg S, ktore nie sa P < (V x) [S(X) A ~P(X)].

Rownowaznos$ci S|WRP daja podstawe tzw. slabej interpretacji sy-
logistyki w WRP, a dolaczenie do nich warunku, ze kategoria oznaczana
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przez S jest niepusta, tj, ze: (V x) S(x), jest interpretacjg sylogistyki zwana
mocng (¥¥*RIII.3.3).

Porownanie tych réwnowazno$ci z definicjami znanymi z rachunku
zbioréw (zbioru pustego, relacji miedzy zbiorami i dzialan na zbiorach)
prowadzi do uzyskania przekladéw zdan kategorycznych na twierdze-
nia rachunku zbiorow. Nastepujace rownowazno$ci ilustruja mozliwosci
takiego przekladania (symbol S ponownie wskazuje na sylogistyke jako
trzon teorii wynikania zdan kategorycznych):

S|RZ

SaP & (AX)[xeS=xeP]leSch;
SeP & (AX)[xeS=xe¢P]<SocPh;
SiP o (VX)[xeSAaxePle(SnP)+O;
SoP & (VX)[xeSAxegPle(S-P)+d.

Ostatnie czlony tych rownowaznosci, w ktoérych sa uzyte symbole
relacji i dzialann miedzy zbiorami oraz symbol (pojecie) zbioru pustego,
sg oczywiste w kontekscie odnosnych definicji:

AcBo (AX)[xe A= x e B] (D2);

A>cB< (AX)[x e A=x ¢ B] (D4);

xe(AnB)o (xeAAxeB) (D7.al);
xe(A-B)o(xe AaxgB) (D8);

AX)x gD (definicja zbioru pustego).

Roéwnowaznos$ci S|RZ nie sa jedynymi mozliwymi przekladami zdan
kategorycznych na formuly rachunku zbioréw. Korzystajac z twierdzen
tego rachunku, mozna te zdania oddaé¢ réwnowaznie innymi formutami,
na przyktad:
SaPsScPeScPe(SBUP) =P (SnP) =S (S-P)=J

(por. twierdzenia T12, T14, T22);
SePsSo>xcP&(SNP)=0 (zob.T15);
SoP(S-P)+3<(SnP)+d (xe PP x ¢ P, D9).

Otoz opisujac zwigzki miedzy rachunkiem zbioréw a sylogistyka od
strony uzasadniania twierdzen, mozna powiedzieé, ze Srodkami teorii
zbioré6w (metoda dowodowsq) da sie sprawdzaé¢ poprawnos$¢ logiczna
wnioskowan sylogistycznych, a z drugiej strony, metoda rysunkéw Venna
da sie sprawdza¢ twierdzenia rachunku zbioréw.

Na przyklad da sie metodg dowodowa okazaé¢ poprawnos$é logiczna
wnioskowania:
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Poniewaz nie kazde klamstwo jest ztem, a kazde oszustwo jest ztem,

wiec nie kazde ktamstwo jest oszustwem.

Oznaczajac zbiory czynbéw, o ktérych mowa, odpowiednio przez K,
Z oraz O, mozna to wnioskowanie (jego schemat) zapisa¢ w postaci im-

plikacji:
(~KcZ)AOcZ2)=~(Kcz0)

Dowéd:

1. ~(Kc2) {zal.}

2. O0cZz {zal.}

3. KcO {zdn.}

4, ~(AX)[xe K=xeZ] {dfc: 1}

5. (VX)[xeKaxegZ] {~A: 4}

6. AX)[xeO=xeZ] {dfc: 2}

7. AX)[xe K=xeO] {dfc: 3}

8. XeKaxeZ {OV: 5}

9. xeO {RO: OA: 7, OK: 5}

10.xe Z {RO: OA: 6,9}
sprz.: 10, OK: 8.

Natomiast stosujac metode Venna, da sie na przyklad okazaé, ze nie
jest poprawne logicznie wnioskowanie:

Zaden czlowiek mlody nie jest doswiadczony, a poniewaz kazdy do-

Swiadczony jest realistq, wiec zaden miody czlowiek nie jest realistq.

Zaznaczywszy przestanki na odpowiednim dla tego wnioskowania
rysunku (wykonanym w sposéb opisany w **RII1.3.2.2), dostrzegamy,
Ze nie jest spelniona regula wynikania dla wniosku ogdlnoprzeczacego,
jest bowiem na diagramie pole niezakreskowane, na ktérym sa symbole
M oraz R.

Stosujac te same oznaczenia dla odpowiednich zbioréw, mozna to
rozumowanie zapisa¢ w postaci formuly:

(MocDADcR)= M>cR.

Relacje zakresowe miedzy tymi zbiorami da sie przedstawic tak, ze
rozlaczne sa zbiory M i D i przy tym zbior D jest zawarty w zbiorze R,
a zbiory M i R nie sa rozlaczne: na przykltad rozlaczne zbiory M i D mozna
na rysunku umie$ci¢ w zakresie zbioru R. Kontrprzypadkiem — dowo-
dzacym, ze implikacja ta nie jest spelniona dla dowolnych zbiorow M,
D oraz R — jest m.in. taka interpretacja semantyczna: M = {1}, D = {2},
R ={1, 2, 3}. W interpretacji tej poprzednik tej implikacji jest spelniony,
a nie jest spelniony jej nastepnik.
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2. Teoria relacji

W podrozdziale tym sg najpierw wprowadzone pojecia podstawowe, tj.
iloczynu kartezjanskiego oraz relacji, po czym sg wyrdznione i scharak-
teryzowane rodzaje relacji: funkcje i ciagi; relacje zwrotne, spdjne, syme-
tryczne (asymetryczne), przechodnie, rowno$ciowe; relacje porzadkujace
(i zbiory uporzadkowane); izomorfizm relacji.

2.1 lloczyn kartezjanski zbiorow

W uwagach o pojeciu zbioru byla juz mowa o réznicy miedzy zbiorami
nieuporzadkowanymi a uporzadkowanymi, tj. takimi, ktore sa identy-
fikowane nie tylko przez sktad swoich element6w, lecz takze przez ich
kolejno$¢ (**RIV.1.1). W notacji przyjmowanej zwykle, rowniez w tym
opracowaniu, uzywa sie do oznaczania zbior6w nieuporzadkowanych
nawiaséw klamrowych {}, natomiast w symbolicznym nazywaniu zbioréw
uporzadkowanych stosuje sie nawiasy ostre < >.

Dwuelementowy zbior uporzadkowany, ktdrego pierwszym elemen-
tem jest przedmiot x, a drugim przedmiot y oznaczamy przez <X, y>. Zbior
taki nazywa sie parg uporzadkowang. Pary uporzadkowane sg rowne
wtedy i tylko, gdy identyczne s ich elementy pierwsze i drugie: <x, y>
= <u, w> < X = u Ay = w. Trojke uporzadkowang okresla sie za pomo-
ca pojecia pary uporzadkowanej: <X, y, z> = <<X, y>, z>. Korzystajac
z tej identyczno$ci, zamiast napisem <<X, y>, z> mozna oznacza¢ trojke
uporzadkowang przez <X, y, z>; analogicznie jest rozumiana i oznacza-
na uporzadkowana czworka, piagtka itd. przedmiotéw — og6lnie: n-tka
uporzadkowana:

D1 <X, Xy e X, > = <Y1 Yy o0 Y, > S (X, T Y, AX T Yy Al AX =Y ).

Wsrod przedmiotéw tworzacych n-elementowy zbioér uporzadko-
wany niektore, a nawet wszystkie moga by¢ identyczne, dlatego np.
<a, a> # <a>, natomiast w odniesieniu do zbioréw nieuporzadkowanych
jest, jak wiadomo: {a, a} = {a}.

Iloczynem kartezjanskim (inaczej — produktem) zbioré6w X oraz Y na-
zywamy zbior wszystkich par uporzadkowanych, ktorych pierwsze sktad-
niki sa elementami zbioru X, a drugie sa elementami zbioru Y. Iloczyn
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kartezjanski zbiorow X oraz Y jest oznaczany jako X x Y, a jego definicja
jest nastepujaca:

D2.al (dfx) <x,y>e(AxB)< (XeAAayeB).

Analogicznie jest rozumiany produkt (iloczyny kartezjanskie) wiecej
niz dwoch zbiorow.

D2.a2 (dfx") <X, X, .,X > (A xA,x..xA)= (X, e A AX, €A, A

172
W AX € A).

Zgodnie z podanymi definicjami y jest elementem n-czlonowego ilo-
czynu kartezjanskiego A x A, x ... x A wtedy i tylko, gdy istniejg elementy
X, €A AX, € A A AX €A OTAZ Y = <X, Xy weey X >

Poréwnujac iloczyn kartezjanski ze zdefiniowanymi wezeéniej dzia-
laniami na zbiorach, mozna powiedzie¢, ze dzialania sumy (V), iloczy-
nu (M), réznicy (—) i dopekienia zbioréw () przyporzadkowuja zbiorom
zbior, ktorego elementy sa tego samego typu, co elementy zbiorow be-
dacych argumentami dzialan. Natomiast iloczynem kartezjafiskim A x B
zawsze jest rodzina zbiordéw, tj. zbidr uporzadkowanych n-tek, takze jesli
A oraz B sa zbiorami wylacznie przedmiotéw niebedacych zbiorami, a na-
wet gdy ponadto A = B.

W definicji iloczynu kartezjanskiego mozna wykorzystaé¢ pojecie
zbioru wyznaczonego przez funkcje zdaniowa. Jak wiadomo z uwag do
operatora abstrakcji (*RV.2), {x, X,, ..., X : @(X, X,, ..., X )} to zbior upo-
rzadkowanych n-tek spelniajacych n-argumentowa funkcje zdaniowa @:
dla n = 1 jest to zbiér pojedynczych elementéw, dla n = 2 — zbiér upo-
rzagdkowanych par itd. Zamiast o zbiorach wyznaczonych przez funkcje
(formuly, formy) zdaniowe, mowi sie takze o zbiorach n-tek spetniajacych
warunek @(x,, X,, ..., X, ). Otoz o elementach zbioru A x B zdefiniowanego
w D2.al mozna powiedzieé, ze spelniaja warunek: x € A A y € B, na-
tomiast o ukladach (n-tkach uporzadkowanych) bedacych elementami
zdefiniowanego w D2.a2 zbioru A| x A, x ... x A , Ze spelniaja warunek:
X, €A AX, e A, A AX EAL

Oto stosowane okreslenia:

D2.bl1 (AxB)={x,y:xe AAryeB}
D2.b2 (A xA,x...xA)={X, Xy, 0, X)X, €A AX, € A, A AX €A T

Okreslenia te (identyczno$ciowe) sa rownowazne z definicjami row-
nowazno$ciowymi D2.a.
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Korzystajac z (dfx), mozna okazaé¢ na przyklad, ze sg prawdziwe
nastepujace twierdzenia (prawa rozdzielno$ci mnozenia kartezjanskiego
wzgledem dzialan sumy, iloczynu, réznicy zbioréw i iloczynu kartezjan-
skiego).

Ti.1 (AuB)xC=(AxC)u (B xC)oraz
Cx(AuB)=(CxA)u(CxB);

Ti1.2 (AnB)xC=(AxC)n (B x C)oraz
Cx(AnB)=(CxA)n(CxB);

Ti.3 (A-B)xC=(AxC)-(BxC)oraz
Cx(A-B)=(CxA)-(CxB);

Ti.4 (AxB)xC=Ax(BxC)orazAx(BxC)=(AxB)xC.

Dow6d T1.1:

Na podstawie D2.a mozna stwierdzi¢, zejezeli 1.1 <x,y> e (AUB) xC,
toxe (AuUuB)Ay e C,aprzy tymjesli 1.1.1 x e A Ay € C, to para
<X, y> € (A x C); jeSli natomiast 1.1.2x e BAy € C, to <x, y> € (B x C).
Zatem: 1.2 <x, y> € (A x C) u (B x C). Z drugiej strony o ile
21 <xx,y>e (AxC)uBxC),to22yeC,axeAvxeB,czyli
2.3 x € (AU B), awiec 2.4 <X, y> € (A U B) x C. R6wnos¢ T1 jest wiec
speliona dla dowolnych zbiorow {**RIV.1: T6, DA: 1.1 = 1.2; 2.1 = 2.4}.

Dowdd rozdzielnoSci prawostronnej wzgledem sumy jest taki sam,
a dowody rownosci T1.2-T1.4 réwniez sa oparte na D2.a i sa analo-
giczne do dowodu dla T1.1.m

T2.a (Ax Q)=
b Ax{1,2,..,nt=(Ax{1})UAx{2HuU..uUAx{n}).

Dowod:

a. Bezposrednio z definicji zbioru & wynika, Ze nie istnieje para
<X, y> e (A x D).

b. Poniewaz jest oczywiste, ze {1, 2, ..., n} = ({1} U {2} U ... U {n}), wiec
rowno$¢ T2.b mozna zapisaé¢ w postaci:

Ax({uf{2tu.u{nPD=Ax{1DUAx{2DuU..UAx{n}),

w ktorej jest wyraznie widoczne, ze udowodnienie réwnosci T2.b jest

oparte na zastosowaniu (wielokrotnym) twierdzenia T1.1. B
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T3.a (AnNB)==(AxC)n(BxC)=y;
b AcB=(AxC)c(BxOC).

Dowéd:

a. Skoro — zgodnie z zalozeniem — nie istnieje x € (A N B), to nie istnieje
tez para <X, y> € (A x C) n (B x C), jako ze jej pierwszy sktadnik musialby
byt elementem i A, i B {D2.al}.

b. W kontekscie zalozenia 1. A B przypuszczenie, ze 1.1 istnieje <X, y>
takie, ze: <x, y> € (A x C)i <x, y> ¢ (B x C) prowadzi do sprzeczno$ci.
Twierdzenie, ze <X, y> ¢ (B x C) byloby bowiem spelione, tylko gdy
jednoczesniey € Ciy ¢ Club jednocze$nie x € Ai x ¢ B (i ta koniunkcja,
wobec 1., prowadzi do sprzeczno$ci: X € B i x ¢ B). Zatem:

2.dlakazdej pary <x, y> jest tak, zejesli <x, y> € (A x C), to <x,y> € (B x C)
{1.1 = sprz.}, co znaczy, ze (A x C) c (B x C) {dfc: 2}.m

2.2 Relacje i dziatania na relacjach

Pojecie iloczynu kartezjanskiego otwiera droge do definiowania relacji
i funkcji. Dowolne relacje, zgodnie z symbolika stosowana w rachunku
predykatow, beda oznaczane przez R, S, T, ..., a jesli bedzie to potrzebne,
takze przez litery indeksowane, np. R, R,, ..., traktowane, jak w innych
rachunkach, jako jeden symbol. W przypadku relacji dwuargumentowych
(dwuczlonowych) beda stosowane napisy takie, jak np. x R y albo R(x, y),
a gdy argument6éw (czlonéw) jest wigcej, wtedy np.: R(X,, X,, ..., X_). Je-
$li R(X, y), to méwimy, ze relacja R wigze przedmioty x oraz y lub ze
przyporzadkowuje przedmiotowi x przedmiot y albo tez, ze przedmioty
X oraz y pozostaja w relacji R lub Ze ja spelniaja. Analogicznie mowi sie
o przedmiotach x , X, ..., X .

Relacje sa reprezentowane przez zbiory n-tek uporzadkowanych
przedmiotow, przez ktore sa spelnione. Zgodne z taka reprezentacja
okreélenia stosowne dla relacji dwuargumentowych to:

D3.al <x,y> e R& xRyoraz
D3.b1 R={x,y:xRuy},

a w postaci ogdlniejsze;j:

D3.a2 <x,X,, .., X> € R&R(X, X,, ...,X ) oraz

17 72 2 n

D3.b2 R ={X}, X, ..., X - R(X}, Xp ooy X )}
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Rozumiang ogdlnie relacja dwuczlonows jest wiec kazdy zbiér par upo-
rzadkowanych, relacja trojczlonowa — zbidr uporzadkowanych trojek itd.

W kolejnych definicjach jest wprowadzone pojecie relacji ograni-
czonej do jakiego$ zbioru (D4) oraz pojecia dziedzin relacji (dziedziny
prawostronnej i lewostronnej) i jej pola (D5).

D4.a <x,y>eR|Ac>x,yeA/\ny;
D4b R, =Xy xyeArxRy}

Na przyklad relacja > ,, tj. relacja wigkszosci ograniczona do zbio-
ru A = {1, 2, 3, 4} jest identyczna ze zbiorem par uporzadkowanych
{<2,1>,<3,1>,<4,1>,<3,2>, <4,2>, <4, 3>}. Jest oczywiste, ze zmiana
zbioru ograniczajacego zmienia relacje, nawet jesli, bez tego uscislenia,
mamy do czynienia z taka samg (jakoSciowo) relacja, np. <, # <., jako
ze pierwszy z tych zbioréw oznacza relacje mniejszosSci ograniczona do
zbioru liczb naturalnych, a drugi — te samg relacje ograniczona do zbioru

liczb catkowitych; prawda jest natomiast, ze <, <, poniewaz N c C.

%
D5.1 xeD/(R) < (Vy) <x,y>eR;

D5.2 ye D, (R) < (VX) <x,y> e R;

D5.3 P(R)=D,(R)uD,(R).

Dziedziny relacji prawostronna i lewostronna sa tez nazywane, od-
powiednio: dziedzing i przeciwdziedzing. Odnoénie do relacji dwuargu-
mentowych mozna powiedzieé, ze ich dziedzina lewostronna to zbior
wszystkich pierwszych elementéw, a dziedzina prawostronna jest zbio-
rem drugich elementéw par uporzadkowanych bedacych elementami
danej relacji; natomiast pole relacji R to suma obu tych dziedzin (jest
przy tym oczywiste, ze P(R) # R). W przypadku relacji wieloargumento-
wej R(x,, X,, ..., X) trzeba méwi¢ o kolejnych dziedzinach D, D, ..., D,,
a w ich definiowaniu uwzglednié¢ fakt, ze musza istnie¢ elementy wszyst-
kich pozostalych dziedzin, takie ze <x,, X,, ..., X.> € R; natomiast pole
relacji wieloargumentowej jest suma uogolniong wszystkich jej dziedzin:
PR)=UD,i=1,..,n.

Poniewaz relacje sa reprezentowane przez zbiory, wiec definicje re-
lacji miedzy zbiorami oraz dzialan na zbiorach, znane z algebry zbiordow,
maja swoje odpowiedniki wlasciwe dla relacji. Analogiczne do ZE i dfc
(**RIV.1: D1, D2) sg okreslenia relacji identyczno$ci i inkluzji dla relacji
rozumianych jako zbiory uporzadkowanych n-tek:
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D6.1 R=S< (AX, Y [<x,y>e Re <x,y>e S,
D6.2 RcS< (AX Yy [<x,y>e R=<x,y>e ).

Jest rowniez oczywiste, ze i w przypadku relacji jest spelnione twier-
dzenie **RIV.1: T6, dajace podstawe do rownowazno$ciowego zastepo-
wania identycznoSci zbioréw koniunkcja ich inkluzji (=]|<):
R=S<(RcSAScR).

Analogicznie sa tez definicje rozlacznosci i krzyzowania (**RIV.1:
D4, D5) stosowane do relacji reprezentowanych zbiorami n-tek upo-
rzadkowanych. Ponadto kazde twierdzenie rachunku zbiorow dotyczace
wlasnoéci relacji miedzy zbiorami (**RIV.1: T3—-T10, T29) ma swoj
odpowiednik zapisany w symbolice stosowanej w rachunku relacji, np.:
(RcSAScT)= RcT jest analogonem **RIV.1: T3, a implikacja
(RcSAS>2<cT)= RocT jest odpowiednikiem **RIV.1: T8.

Rowniez dzialania na relacjach sa szczegdlnym przypadkiem dzialan
na zbiorach. Oto odpowiedniki znanych z rachunku zbioréw definicji
sumy, iloczynu, r6znicy i dopelienia (**RIV.1: D6-D9):

D7.1-4:

< y>e(RuS) < (<x,y>ecRvx,y>ecS) lub
xXRuSye xXRyvxSy),
<xy>e(RnS) e (<x,y>e RAa<x,y>€S) lub
XRNSyo xXRyaxSy),
<xy>e(R-S) o (<xx,y>e Rax,y>¢S) lub
XR-Sye xXRya~xSy),

<X yY>eR <o <x,y>¢R lub
XR'ye ~xRuy.

Okreslenia po prawej stronie kazdego wiersza sa zapisane w notacji
tradycyjnie stosowanej w teorii relacji i sa rownowazne definicjom po
stronie lewej.

Dzialania sumy i iloczynu relacji rowniez mozna uogolni¢ dla k-relacji,
k € v, uzyskujac okreslenia analogiczne do definicji uogdlnionej sumy
iuogdlnionego iloczynu (por. **RIV.1: D6.a2, D7.a2), np.:

X y>e(RRUR,U..UR) & (<X, y> e R v<X,y>eR,, .., v

v <X, y> € R));

a podane wyzej okreélenia dla relacji dwuargumentowych — na relacje
n-argumentowe, np.:

<X}y Xgy ooy X, > € (RUS) & (<X}, Xy ooy X > € RV <X, Xy, o0y X > € S).
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W zakresie relacji tak samo sa roOwniez rozumiane inne wczesniej
zdefiniowane odmiany dziatan sumy i iloczynu, tj.: dzialania nieskonczo-
ne (**RIV.1: D6.a3, D7.a3), dzialania stosowane w okre$lonej klasie
zbioréw (**RIV.1: D6.a4, D7.a4), czyli pojecia sumy oraz iloczynu ro-
dziny zbioréow (w tym zbioru potegowego zbioru A) oraz dzialania sumy
iiloczynu stosowane w obrazach klas zbioréw (**RIV.1: D6.a5, D7.a5).

Fakt, ze dzialania na relacjach sa szczegélnym przypadkiem dzialan
na zbiorach, przejawia sie takze tym, ze znane z rachunku zbiorow twier-
dzenia dotyczace dzialan (**RIV.1: T11-T16, T19-T28) maja swoje
odpowiedniki w rachunku relacji, np. (sformulowane w notacji stosowa-
nej w zakresie relacji) twierdzenia:

Rc(RuS),

(RNS)cS,

RUSNT=RNTHUESNT),

(R-9)cR,

(RuUSy=RNS),

RNSy=RUS)

sa oparte na udowodnionych w **RIV.1 twierdzeniach, odpowiednio:
T11,T13,T16,T21,T27iT28.

Na D7.1—4 oraz na definicji i twierdzeniach dotyczacych dzialan na
zbiorach wyznaczonych przez formuly zdaniowe (**RIV.1: D10; T30.1-
4) sa oparte uzasadnienia nastepujacych twierdzen rachunku relacji.

T4.1 X, y:xRuSy}t={x,y:xRy}u{x y: xSy}
T4.2 X, y:xRNnSy}={xy:xRy}n{x,y: xSy}
T4.3 X, y:xR-Sy}={x,y:xRy}t—-{x y:xSy};
T4.4 {X,y:xRyr={x,y:xRy}.
Dow6dT4.1:

Aby okazad, ze jest spelniona inkluzja:
™ Xy:xRuSylc{X y:xRytu{x y: xSy},
przypus$cmy, ze:

1.1 <x,y> e {X,y: xRU Sy}
Kolejne wiersze w tym fragmencie dowodu to:

1.2xRuUSy {RO_: **RIV.1: D10, 1.1}
1.3XxRyvxSy {RO_: D7.1.1.2}.
Zalozenie dodatkowe 1.1.1 x R y prowadzi do uznania:

1.1.2 <x,y>e{X, y: xRy} {RO_: **RIV.1: D10, 1.1.1},

202



TEORIA RELACJI

1.1.3 <x,y> e {X, y: xRy} v <x,y> e {X, y: x Sy} {DA: 1.1.2},
1.14 <x,y>e{x y:xRytu{x,y: xSy} {dfu, 1.1.3}.
Do twierdzenia, ze 2.1.4 <x, y> € {X, y: X Ry} U {x, y: x Sy} prowadzi
rowniez zalozenie 2.1.1 x S y, wiec mozna uznac, ze
14 <xy>e{Xy:xRytu{x,y:xSy}{1.1.1=1.14,2.1.1=2.1.4,
1.3},
a wobec tego, w gtdéwnym toku dowodu:
1. «xyze{Xy:xRuSyt=<x,y>e X y:xRyrui{x, y: xSy}
Poniewaz do implikacji 1. mozna zastosowac generalizacje, jako ze przy-
puszczenie 1.1 dotyczyto dowolnej pary <x, y>, wiec inkluzja (*) jest
speliona {Dfc: DA: 1}.
W dowodzie inkluzji odwrotne;j:
") Xy:xRylu{x,y:xSy}c{x,y: xRu Sy}
zalozenie 1.1 <x, y> € {X, y: x Ry} U {X, y: x S y} prowadzi do uznania:
1.2 <x,y>e{X,y:xRyvxSy}y {RZ_: **RIV.1:T30.1,1.1},
1.3 <xx,y>e{X,y:xRUSy} {D7.1,1.2}.
Po generalizacji implikacji {1.1 = 1.3}:
1. <xy>e{Xy:xRytux,y: xSy} = <x,y>e{x, y: xRuSy}
mozna uznac, ze jest spelniona inkluzja (**) {Dfc: DA: 1}.
Dowody twierdzen T4.2—-T4.4 sg analogiczne, przy czym okazujac,
ze sg spelnione sktadowe inkluzje ,proste” tych rownoéci, korzysta sie
odpowiednio z D7.2, D7.3 i D7.4, a w dowodzie ich inkluzji ,odwrot-
nych” — z **RIV.1: T30.2, T30.3 i T30.4.1
Sa jednak dzialania na relacjach niemajace swoich odpowiednikow
w dzialaniach znanych z algebry zbioréw. Nizej sa okres§lone: tzw. relacja
odwrotna do danej relacji R (D8) — oznaczana przez R~! i zwana inaczej
konwersem relacji R — oraz zlozenie relacji R i S (D9), oznaczane jako
R o S, zwane tez ich iloczynem wzglednym lub superpozycja relacji R i S.

D8 <x,y>eR'!'o<y,x>eR lub xRl'ysyRx

Spoérod relacji, o ktorych byla juz mowa, pary relacji odwrotnych
tworza np. relacja mniejszosci < oraz relacja wiekszosci >, relacja bycia
podzbiorem (inkluzji)  oraz bycia nadzbiorem >; odwrotne sg takze:
relacja bycia mlodszym i bycia starszym, bycia nizszym i bycia wyzszym,
bycia podwladnym i bycia przelozonym, bycia dzieckiem i bycia rodzi-
cem, bycia przyczyna i bycia skutkiem itd. Warto dostrzec, ze definicje
D8 spehnia kazda relacja tzw. symetryczna, choé intuicyjne rozumienie
wielu spoérod takich relacji nie jest zgodne z uznawaniem ich za relacje
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odwrotne. Jest to wyraznie widoczne w przypadku rozumianej ogblnie
relacji identycznoéci (x = y < y = Xx) oraz jej rozmaitych interpretacji
w jezyku naturalnym, np. bycia rowieSnikiem, bycia tego samego wzrostu,
wagi itp. Relacje symetryczne to, mozna powiedzieé, skrajny przyktad
relacji odwrotnych.

Na podstawie przyjetych definicji latwo jest okazaé, ze prawdziwe sa
nastepujace twierdzenia:

T5.1 D,(R) =D, (R),
T5.2 D, (R =D,(R),
T5.3 (R)!=R.

Dow6d T5.1:

Dowody inkluzji (*) D,(R™) < D, (R) oraz (**) D,,(R) = D,(R™) sa
oparte na D5 i D8 oraz, w wierszu koficowym, na =|c, nie liczac zakla-
danej w kazdym kroku RO_:
11xeD,(R);1.2(Vy) <x,y>e R'{D5.1,1.1;; 1.3 (Vy) <y, x>eR
{D8, 1.2}; 1.4x e D, (R) {D5.2, 1.3}

Poniewaz przedmiot x, o ktéorym mowa w 1.1 jest dowolny, wiec po
uogolnieniu mozna stwierdzié, ze:

1.D,(R") <D, (R) {Df =: DA: 1.1 = 1.4}.
21yeD,(R);22(Vx)<x,y>ecR{D5.2,2.1};23(Vy) <y,x>e R
{D8,2.2};2.4x € D, (R") {D5.1, 2.3}.

Zatem: 2. D, (R) < D,(R™) {Df c: DA: 1.1 = 1.4},

co konczy dowdd tej rownoséci  {=|c: 1, 2}.

Dowod T5.2 jest analogiczny, a dowdd T5.3 jest oparty na rowno-
wazno$ci D8 i ZE.m

T6.1 (RuS)'=R1uSH
T6.2 (RNS)'=R1nSH
T6.3 (X xY)l=Y xX.

Dow6d T6.1:

Zalozenie 1.1 <x, y> € (R U S)7! jest rownowazne kolejno:
1.2<y,x>e (RuUS){D8:1.1}; 1.3 <y, x> e Rv <y, x> e S {dfu: 1.2};
1.4<x,y> e R11v<x,y>eS1{D8:1.3}; 1.5 <x,y> e R U St {dfu: 1.4}.

Poniewaz para <x, y>, o ktérej mowa w zalozeniu 1.1, jest dowolna,
wiec rownowazno$¢ reprezentujaca ten fragment dowodu mozna uogoélnié:
LAy [<xy>e(RuS)To <x,y>ec RTUS!]{DA: 1.1 & 1.5},
co konczy dowod réwnosci T6.1{ZE: 1}.
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Dowody T6.2 oraz T6.3 sa analogiczne, z t3 tylko réznica, ze oprocz
D8 korzysta sie w pierwszym z nich z dfn, a w drugim z D2.al1.®

Dzialanie zwane zlozeniem relacji R oraz S okresla nastepujaca row-
nowaznos$é:

D9 <x,y>e(RoS) < (Vz)[xSzazRyl.

Na przyklad relacja bycia teSciem (x jest teSciem y) jest zlozeniem
relacji bycia ojcem (x jest ojcem z) oraz bycia malzonkiem (z jest mal-
zonkiem y); relacja bycia dziadkiem (x jest dziadkiem y) jest zlozeniem
relacji bycia ojcem (X jest ojcem z) oraz relacji bycia rodzicem (z jest
rodzicem y); relacja bycia stryjem (x jest stryjem y) jest ztozeniem relacji
bycia bratem (x jest bratem z) oraz relacji bycia ojcem (z jest ojcem y) itp.
Jest oczywiste, ze D(R o S) =D,(S) oraz D, (R o S) = D (R).

Dzialanie zlozenia relacji jest laczne, tj.

T7 (RoS)oT=Ro(SoT).

Dowod:
Z zalozeniem 1.1 <X, y> € (R o S) o T sa rbwnowazne formuly:
1.2(V2)[<x,z> e TAr<z,y>ec (Ro9)] {D9: 1.1}

1.3(V2)[<x,z2e TANV[<z, t>eSA<t,y>eR]] {D9:1.2}
14NV (Vo) [<x,z2eTa<z, t>eSA<ty>eR] {**RII1.2:T16:

1.3}
15(VDIV2)[<x,z>eTAa<z t>eS]A<t,y>e R]] {**RIIL.2:T16:
1.4}
1.6 (V) [<x,t>e (SoT)A<t,y>e R] {D9: 1.5}
1.7<x,y>eRo(SoT) {D9: 1.6}

Poniewaz para, o ktorej mowa w 1.1 jest dowolna, wiec rownowaznos$c
1.1 & 1.7 mozna uogdlni¢ {DA: 1.1 < 1.7}:
L.AXYy»)[<x,y>e(RoS)oTo <x,y>e Ro(SoT)],
co konczy dowdd réwnoéci T7 {ZE: 1}.1

Zgodnie z T7 nie trzeba zaznacza¢ nawiasami kolejno$ci wykonywa-
nia dzialania o w formulach o postaci R, o R, 0 ... o R .

Dzialanie o jest takze rozdzielne (prawo- i lewostronnie) wzgledem
dzialania sumy.

T8.1 (RuUS)oT=(RoT)USoT);
T8.2 To(RuUS)=(ToR)uU(To?S).
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Dow6d T8.1:

1ll1<x,y>e (RuS)oT {zal.}
1.2(V2)[<x,z>2 e Tar<z,y>ec (RUSI)] {D9: 1.1}
1.3(V2)[<x,z>2eTAr<z,y>e Rv<z,y>ec9)] {dfu: 1.2}

14(V2)[(<x,z>2 e TAa<z,y> e R)v(<X,z> e TAr<z,y> e S)]
{**R1.3: T37:1.3}
15(V2)[<x,z>2 e TAr<z,y>e RIv(V2)[<x,z>eT A<z, y>ec S]
{**RII[.2: T12: 1.4}
1.6 <x,y>e RoTv<x,y>eSoT {D9: 1.5}
1.7<x,y>e(RoT)u(SoT) {dfu: 1.6}.
Poniewaz formuly 1.1-1.7 sa robwnowazne, wiec mozna uznac, ze
rownoé¢ T8.1 jest udowodniona {ZE: DA: 1.1 < 1.7}. Tak samo mozna
uzasadni¢ T8.2.m
Zgodnie z T8 zlozenie sumy relacji z dowolna relacjg (i odwrotnie)
jest identyczne z suma zlozen danej relacji ze sktadnikami tej sumy. Roz-
wijajac jeden z wykorzystanych juz przykladéw, mozna powiedzieé, ze
zlozenie relacji bycia ojcem lub bycia matka z relacja bycia malzonkiem
(4. relacji bycia te$ciem lub teSciowa) jest identyczne z suma zlozen: bycia
ojcem i bycia matzonkiem (relacja bycia teSciem) oraz bycia matka i bycia
malzonkiem (relacja bycia teSciowa).
Natomiast dla zlozen z iloczynem relacji sa spelnione jedynie naste-
pujace inkluzje:

T9.1 (RNS)oTc(RoT)N(SoT),
T9.2 To(RNS)c(ToR)N(ToS).

Dow6dT9.1:

1l1<x,y>e (RNS)oT {zal.}
1.2(V2)[<x,z2 e Ta<z,y> e (RNS)] {D9.1: 1.1}
1.3(V2)[<x,z>eTAr<z,y>e Ra<z,y>ec9)] {dfn: 1.2}

14(V2)[<x,z22eTar<z,y> e R)IA(V2)[<X,z2> e TA<z,y> e S]
{**RITL.2: T11:1.3}
15<x,y>e (RoT)Aa<x,y>e(SoT) {D9: 1.4}
1.6<x,y>c (RoT)Nn(SoT) {dfn: 1.5}.
Formuly 1.1-1.3 sa wprawdzie réwnowazne, lecz przejécie od 1.3 do
wiersza 1.4 jest implikacyjne, dlatego ostatecznie w tym fragmencie dowo-
du mozna stwierdzi¢ jedynie, ze 1.1 = 1.6. Generalizacja tej implikacji, tj.
L.A<XYy»)[<xy>e (RNS) oT=<x,y>ec(RoT)n(SoT)]
{DA:1.1=1.6}
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daje podstawe do uznania inkluzji T9.1. Dowdd inkluzji T9.2 jest taki
sam.

Fakt, ze nie jest spelniona rowno$é (RN S)oT=(RoT)Nn(SoT)
mozna zilustrowac¢ prostymi przyktadami. Jeéli na przyklad T jest relacja
bycia w zwigzku malzenskim (x jest w zwigzku malzenskim z osoba z),
R relacjg bycia corka (z jest corka y-a), a S relacja bycia przelozonym
(z jest przelozonym y-a), tooile x (R N S) o T y, a wiec jesli z jest i corka,
iprzelozonym y-a, to zar6wno x R o T y (x jest zieciem y-a), jakixSo Ty
(x jest malzonkiem przelozonego y-a), lecz zwykle nie jest odwrotnie, tj.
zona, cho¢ moze by¢, to zwykle nie jest przelozonym te$cia.

Jesli natomiast chodzi o operacje ! oraz o, to jest spelniona roéwnosé

T10 (RoS)'=S'oR1

Dowéd:

1.1<x,y> e (RoS)! {zal.}
1.2<y,x>e(RoS) {D8: 1.1}

1.3 (V2)[<y,z> e SA<z x>eR] {D9: 1.2}

1.4 (Vz)[<x,z> e Rl A<z, y> e S!] {D8: **R1.3: T35: 1.3}
1.5<x,z> e StoR™ {D9: 1.4}.

Zatem: 1. (A <x, y>) [<X,y> e (Ro S) 1 < <x,y> e S o R,
co konczy dowdd {ZE: 1}. B

Na przyklad, jeSli S jest relacja bycia rodzicem (x jest rodzicem z),
R relacja bycia zona (z jest Zong y-a), czyli ztozenie R o S jest relacja by-
cia teSciem lub teSciowa (x jest teSciem lub teSciowa y-a), toy (R o S)1x
(y jest zieciem x-a) wtedy i tylko, gdy z S x (z jest dzieckiem x-a)
i y Rz (y jest mezem z), tj. wtedy i tylko, gdy y S o R™!x.

2.3 Rodzaje relacji

Zamiast o rodzajach relacji mozna moéowié o ich wlasno$ciach, a trafniej
jest powiedzie¢ — o ich cechach, wlasnosci relacji sa bowiem zrelaty-
wizowane do zbioréw, w ktoérych relacje sg badane. Najpierw zostang
omowione funkcje i ciagi, nastepnie relacje zwrotne, spojne, symetrycz-
ne, asymetryczne i przechodnie. Zwrotnos$¢, spojnosc itd. mozna nazwaé
wlasno$ciami relacji podstawowymi — w tym sensie, ze odpowiednie ko-
niunkcje tych wlasnosci definiuja zlozone cechy relacji, wyr6zniajgce m.in.
relacje rownoéciowe oraz rézne relacje porzadkujace. Natomiast pojecie
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funkcji i jego uszczegdlowienia sg niezbedne do okreslenia relacji tzw.
izomorficznych (izomorfizmu relacji).

2.3.1 Funkgje i ciagi

Szczegblnego rodzaju relacjami sa funkcje. Rodzina relacji bedgcych
funkcjami bedzie oznaczana napisem fun, napis: R € fun bedzie wiec
odczytywany: relacja R jest funkcja (nalezy do rodziny funkeji). W klasie
relacji dwuczlonowych, tj. R = X x Y, funkcje sg wydzielone nastepujaca
definicja:

D10.1 (dfun,) Refun, o (AX y,2) [XxRyaxRz=y=z].

Relacja R jest zatem funkcja zawsze i tylko wtedy, gdy kazdemu ele-
mentowi z dziedziny D (R) tej relacji jest przyporzadkowywany co najwy-
zej jeden przedmiot. Méwigc inaczej, relacja dwuczlonowa jest funkcja,
gdy jest zbiorem par uporzadkowanych, w ktorym nie ma dwoch réznych
par o identycznych elementach pierwszych. Zakladamy, ze w pojeciu
relacji jest juz zawarte pojecie jej dziedziny, trzeba bowiem pamietac, ze
zmiana dziedziny, w ktorej relacja jest okreslona, moze skutkowac tym, ze
relacja przestaje by¢ funkcja. Na przyklad relacja bycia zona (y jest zong
x-a) jest albo nie jest funkcja — zaleznie od rozwazanego zbioru ludzi.

Skrot z indeksem dolnym fun, wskazuje dodatkowo, ze R jest rela-
cja dwuczlonowa, czyli jest tzw. funkcjg jednej zmiennej. Zdefiniowane
pojecie funkcji jednej zmiennej da sie uogolnié na wiecej zmiennych, np.
tak oto definiuje sie funkcje dwoch zmiennych:

D10.2 (dfun,) R € fun, & (A X, y,z t) [R(X,y, 2) AR(KX, y, 1) => z=1]
oraz funkcje n zmiennych:

D10.3 (dfun ) R e fun < (AX, Xy, .oy X, Yy 2) [R(X, X,y o0y X, Y) A
AR(X}, Xy, o0y X, Z) = Y = Z].

Jak wida¢ w tych definicjach, funkcja n zmiennych jest relacja n + 1
czlonowa, czyli — w terminologii nieuszczegétowionej do funkcji — rela-
cja n + 1 argumentowa. Poniewaz jednak zmienne funkcji nazywa sie jej
argumentami, lepiej w przypadku funkcji méwic o liczbie jej cztonow: x
X,y .-y X, Z. Indeks wskazujacy w napisie fun na liczbg zmiennych funkcji

208



TEORIA RELACJI

bedzie pomijany, o ile kontekst rozwazan na te liczbe wskazuje albo tez
liczba ta nie jest istotna.

O relacji trojczlonowej R méwimy, ze jest okreslona i wykonalna
w zbiorze A (krétko: R € okr, A wyk,) wtedy i tylko, gdy (A x, y € A)
(V z e A) R(X, y, ). Te trdjczlonowe relacje okreslone i wykonalne w da-
nym zbiorze, ktére sa funkcjami, nazywamy dzialaniami dwuargumento-
wymi w danym zbiorze. Na przyklad suma v, iloczyn n itd. to dzialania
w rodzinie zbior6w, dodawanie i mnozenie to dzialania dwuargumentowe
w zbiorze liczb naturalnych, odejmowanie — w zbiorze liczb calkowitych,
dzielenie jest dzialaniem w zbiorze W — {0} (liczb wymiernych r6znych od
zera) itd. Rozszerzajac pojecia dzialania, mozna méwic o dzialaniach jed-
noargumentowych i wiecej niz dwuargumentowych: np. dzialaniem jed-
noargumentowym w zbiorze zdan jest tworzenie negacji, w zbiorze liczb
przyporzadkowywanie danej liczbie jej wartoséci bezwzglednej, w zbiorze
liczb naturalnych — przyporzadkowanie warto$ci bedacej silnig danej
liczby.

Funkcje, takze dla ich wyrdznienia notacja posrod relacji, sa zwykle
oznaczane matymi literami: f, g, h, ..., f, f,, ... . Dziedzine (Iewg) funkcji
nazywamy zbiorem jej argumentéw, a przeciwdziedzine (dziedzine prawa)
zbiorem jej wartodci. Jedli f jest funkcja jednej zmiennej oraz x € D (f),
to wartos¢ tej funkeji dla x, tj. f(x), jest jedynym przedmiotem, ktéry
funkcja f przyporzadkowuje elementowi x.

T11R e fun, & (Axe D,(R)) (V,y) xR y.

Dowéd:
H
Zalézmy, ze R e fun,, co jest, zgodnie z D10.1, rownowazne
1. (AXy,2)[XRyaxRz=y=z]
oraz przypus$émy, ze
2. ~(AxeD,(R) (V,y) xRy {zdn.}.
Z zalozenia dowodu niewprost uzyskuje sie:
3. (VxX)[xeD,(R)A~(V,y) xRy]{~A: 2} oraz
4.x,€ D,(R) A ~(V,y) x, Ry] {OV: 3}.
Z drugiego czlonu koniunkcji 4. wynika, ze nie istnieje y takie, ze
X, R y lub ze istniejg y oraz z takie, ze: X, Ry A X, R z = y # z. Zalozenie
dodatkowe 1.1, ze nie istnieje zaden taki y, jest jednak sprzeczne z pierw-
szym czlonem koniunkcji 4., bo twierdzenie: x, € D (R) jest, zgodnie
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z D5.1, rownowazne z (V y) X, R y. Natomiast zalozenie dodatkowe 2.1,
ze Vy,z) [x,Ry Ax,Rz=y # z], jest sprzeczne z 1.
=
W kontekscie zalozenia
1.(AxeD,R)) (V,y) xRy
latwo wida¢, ze zalozenie dodatkowe 1.1 (V X, y,z) [XRyAxXRz Ay # z]
prowadzi do sprzeczno$ci. Warunek x R y jest bowiem, zgodnie z D5.1,
rownowazny z 1.2 x € D,(R), a wobec tego 1.3 (V, y) x Ry {RO: 1, 1.2},
co jest sprzeczne z 1.1. Tak wiec:
2.~(Vx,y,2) [XRyaxRzAay+z]{l.1 = sprz.} oraz
3. A%y, 2)[XRyaxRz=y=2z]{~V: 2},
co uzasadnia stwierdzenie, ze: R € fun, {D10.1, 0013}.m

Rozumienie warto$ci funkcji dla okreslonego argumentu latwo jest
uogolnié tak, by obja¢ funkcje wielu zmiennych, trzeba przy tym uwzgled-
ni¢ fakt, ze dziedzin jest wiele, tj. D,(f), D,(f), ..., D (f):

D11.1 (f e fun, orazx € D,(f) = (y = f(x) & x fy);

D11.2 (fefun ix eD/(f),.., x €D (f)= (y="f(x, X, ..,X) <
< (X}, Xy5 ey X0 Y)).

Analogicznie mozna méwié, ze funkcja f przyporzadkowuje zbiorowi
swoich argumentow zbidér swoich wartosci, cho¢ jest przyjete, by mowic,
ze odwzorowuje (przeksztalca) jeden zbior (A = D (f)) w/na drugi, co
skrotowo oznacza si¢ przez f: A -» B, a przy tym jesli D, (f) c B, to m6-
wimy, ze f przeksztalca zbior A w zbior B (f: A - B), a jesli D, (f) = B,
to ze przeksztalca A na zbior B (f: A -»__ B). Zbior f(A) to zbior wartoSci
funkgcji f dla jej argumentow ze zbioru A. O odwzorowywaniu zbioréw
mozna tez mowié, gdy relacja R nie jest funkcja: zbiér R(A) zwie sie
ogoblnie R-obrazem zbioru A (takze — obrazem zbioru A uzyskanym za
poérednictwem relacji R):

D12.1 yecRA) < (VxeA xRy lub R(A) ={y: (Vx e A) xRy}

Analogicznie jest definiowany tzw. R-przeciwobraz zbioru B, ozna-
czany przez R1(B):

D12.2 xeR!B)o(VyeB)xRy Ilub RI(B)={x:(VyeB)xRy}.
Jesli na przyklad R jest relacja bycia ojcem (y jest ojcem x-a), to

R-obrazem okreslonego zbioru A ludzi jest zbiér B ojcow ze zbioru A,
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natomiast R-przeciwobrazem okre§lonego zbioru B ojcow jest zbiér osob
bedacych dzie¢mi ojcow ze zbioru B.

Warto dostrzec, ze — zgodnie z D11 — napis R(x) oznacza okre$lony
przedmiot, tylko jesli relacja R jest funkcja oraz x jest elementem dzie-
dziny R — wtedy R(x) jest wartoScia funkcji R dla argumentu x; natomiast
napis R(A) zawsze oznacza zbiér bedacy obrazem zbioru A uzyskanym
wedlug relacji R. Jest przy tym tak, ze

T12 AcB= R(A) cR(B).

Rzeczywiscie, jesli bowiem 1. A= B oraz 1.1 y € R(A), to:
1.2(VxeA)xRy{D12.1,1.1}; 1.3(Vx e B)xRy {**RIV.1: T4: 1, 1.2};
1.4y e R(B) {D12.1, 1.3}.

Zatem: R(A) c R(B) {dfc: DA: 1.1 = 1.4}.m

Rodzina wszystkich funkcji przeksztalcajacych zbior A w zbior B jest
oznaczana przez BA. Jest takze nazywana zbiorem wszystkich odwzorowan
zbioru A w zbiér B:

D13 Funkcjafe B*<fA-> B lub BA={f:f:A-> B}

Analogicznie jest rozumiany zbiér wszystkich odwzorowan zbio-
ru A na zbior B (definicje tego zbioru uzyskuje sie, wstawiajac w definien-
sie symbol -» _ zamiast -» , a wigc warunek: D, (f) = B zamiast D, (f) = B).

W kolejnych twierdzeniach mowa o tym, jak wlasno$¢ bycia funkcja
zachowuje sie w kontekécie dzialan wykonywanych na funkcjach (doda-
wania, mnozenia i sktadania funkgcji).

T13. Jezeli f oraz g sa funkcjami, to:
1 oileD,(f)nD(9) = Y, tosuma f U g jest funkcjg;
2 iloczyn f N g jest funkcja.

Dowo6d T13.1:

Z zalozen dowodzonego twierdzenia, tj.
1.f,g € fun
2.D,(HND(g =9
oraz z zalozenia dodatkowego

llwx,y>efuga<x,z2efug
wynika, ze:

12 (<xx,y>efvx,y>eg) A(<x,z> e fv<x, z>eQ)

{D7.1: 1.1}
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1.3 (<x,y>efax,z2ef)v(<x,y>efa<x,z>eg) Vv
v,y ega<x,z>ef)v(<X,y> e g <X, z>e€Q)
{**R1.3: T39: 1.2}.
Sktadniki drugi i trzeci alternatywy 1.3 wiodg do formuly sprzeczne;j
z zalozeniem 2. (tj. do wniosku, ze x € D,(f) n D,(g)), natomiast kazde
z zalozen dodatkowych:
1.1.1y =<x,y> e f A <X, z> € foraz
21.1<x,y>egAa<x,z>eg
prowadzi do wniosku, ze y = z {dfun,: 1, 1.1.1; 2.1.1}.
Po uogolnieniu implikacji podsumowujacej ten fragment dowodu mozna
uznad, ze:
3. AX Yy, 2)[(xx,y>efuga<x,z>efug) = y=1z],
co znaczy, ze suma f U g jest funkcja, o ile jest spelniony warunek
DM ND(@Q) =01
Przykladem sumy funkcji, ktéra nie jest funkeja, jest bycie matka U
bycie ojcem. Kazdemu jest jednoznacznie przyporzadkowana jego (biolo-
giczna) matka oraz jego (biologiczny) ojciec, natomiast suma tych funkeji
nie jest funkcja (w zbiorze jednostkowych osob).
Dowod T13.2:
Zalozenie dodatkowe
llwx,y>efnga<x,z2efng
jest rownowazne formule
12<xy>efax,y>egna<x,z>efarxz>eq.
Poniewaz — zgodnie z zaloZzeniem tego twierdzenia — f oraz g to funk-
cje, wiec koniunkcje czlondéw 1.2 pierwszego i trzeciego oraz drugiego
i czwartego prowadza bezposrednio do wniosku, ze 1.3 y = z {dfun: 1.2},
co znaczy, ze iloczyn f N g takze jest funkcja {dfun: DA: 1.1 = 1.3}.®
Mozna okazaé, ze zlozenie dowolnych funkcji jest funkcja, a wobec
tego warto$¢ takiego zlozenia dla okre§lonego x-a jest identyczna z przed-
miotem uzyskanym w wyniku przyporzadkowania elementowi x najpierw
jego warto$ci zgodnie z pierwsza funkejg, a nastepnie przyporzadkowania
uzyskanej wartos$ci jej wartoéci zgodnie z drugg funkcja.
Oto dokladniejszy, symboliczny zapis tych prawidlowosci.

T14. Jezelif oraz g sa funkcjami, to:
1 foge fun;
2 oileD,(g) =D, ix e D,(g), tofog(x)=f(g(x)).
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Dowod T14.1:
Na podstawie definicji zlozenia funkcji {D9} i zaloZzenia dodatkowego
1.1 <x,y>efoga<x,z>efog,
stosujac regule opuszczania kwantyfikatora szczegdélowego, mozna
uznaé, ze
12<x,t>egn<t,y>eforaz<x, t,> e ga<t, z>ef.
Poniewaz, co wiadome z zalozenia dowodzonego twierdzenia, g jest funk-
cja, wiec korzystajac z D10, mozna, wobec koniunkcji <x, t,> € g A
A <X, t,> € guznad, ze 1.3 t, = t,, a zatem
la<t,y>efa<t,z>ecf{RZ_:13,1.2}
Poniewaz réwniez f jest funkcja, wiec
1.5y=2z{D10: 1.4}.
Uogolnienie implikacji podsumowujacej ten fragment dowodu {DA:
1.1=1.5} prowadzi do wniosku, ze rowniez zloZenie f o g jest funkcja.m
Dow6d T14.2:
Poniewaz g jest funkcjg i x € D,(g), wigc istnieje dokladnie jeden
przedmiot z, taki, ze
1.z, eD, (@ =DMiz =gX.
Jako ze rowniez f jest funkcja, wigc istnieje dokladnie jeden przedmiot y,
taki, ze
2.y, eD,®iy, =f(z). Zatem
3.<x,y>efog{D9: 1,2}
a poniewaz — zgodnie z T14.1 — zloZenie f o g rowniez jest funkcja, wiec
y, jest wartoScig tej funkeji dla argumentu x:
4. fo g(x) = y,. Wobec tego:
5.fogx) =f(z){RZ_:2,4}orazfog(x)=f(g(x){RZ_:1,5}.m
W rozwazaniach kolejnego podrozdziatu bedzie szczegdlnie czesto
stosowane pojecie funkeji (a ogblniej — relacji) wzajemnie jednoznacznej,
zwanej tez relacja jedno-jednoznaczna, réznowarto$ciowa lub doskonala.
Rodzina takich relacji bedzie oznaczana przez 1-1.

D14 (df1-1) R e 1-1 < R oraz R™ sg funkcjami (R, R € fun).

Relacja R jest wiec wzajemnie jednoznaczna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest funkcja i relacja do niej odwrotna (konwers R) tez jest funkcjg.
Swobodniej mozna powiedzie¢, ze w zbiorze par uporzadkowanych zwia-
zanych taka relacjg nie ma takich par, ktérych elementy pierwsze lub
drugie sa identyczne.
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T15. R e 1-1 wtedy i tylko, gdy:
1 (AX, X%, U, ¥,) (X, Ry, Ax, Ry, = X=x, <y, =y,)];
2 (AxeD,(R))(V,y) [xRyloraz(Ay e D, (R)) (V,x) [XxRyl.

Dowod:

Roéwnowazno$é T15.1 uzyskuje sie latwo na podstawie D14 i D10,
a w dowodzie réwnowaznoS$ci T15.2 korzysta sie ponadto z definicji dzie-
dziny i przeciwdziedziny relacji, tj. z D5 (rozumowanie jest analogiczne
do dowodu twierdzenia T11).m

Poniewaz twierdzenie, ze R € 1-1 jest rownowazne z 1 oraz z 2, wiec
formuly te mozna potraktowac jako definicje pojecia relacji wzajemnie
jednoznacznej. Dowody, ze funkcja f jest roznowarto$ciowa, najczesciej sa
przeprowadzane w ten sposob, ze z zatozenia: x, # X, € D (f), wyprowadza
si¢ wniosek, ze f(x,) # f (x,).

T16.1 JezeliR € 1-1,toR! € 1-1;
T16.2 JezeliR,Se 1-1,toRo S e 1-1.

Dow6dT16.1:

Zalozenie 1. R € 1-1 jest, zgodnie z D14, rGwnowazne z
2.R,R! € 1-1. Poniewaz R = (R™!) 1 {T5.3}, wiec3. R}, R") e 1-1
{RZ_:2,T5.3},azatem R € 1-1 {D14: 3}.m
Dow6d T16.2:

Zalozenie 1. R, S € 1-1 jest rownowazne z formulg
2.R, R, S, S8 € fun {D14: 1}, ktéra daje podstawe do uznania, ze
3.R08S,S8"!oR"e fun {T14.1: 2}. Poniewaz, zgodnie z T10,
StoR'=(RoS),wiecd. RoS,(RoS)*efun {RZ_: 3, T10}, co
jest rownowazne twierdzeniu, ze R o S € 1-1 {D14: 4}.m

T17 JezeliR, S e 1-1iD(R) nD,(S) = D,(R) " D, (S) = 2,
toRUS e 1-1.

Zalozenie tego twierdzenia jest rownowazne {D14: 1} koniunkcji
() A (*%):
™ R,S e fun AD,(R) nD,(S) = &,
**) R, S'efunAD,(R)nD,(S)=2.

Zastosowanie do (¥*) oraz (**) T13 daje podstawe do uznania, ze
***) RuSefunorazR'uSte fun.

Poniewaz R' U St=(RuUS) ! {T6.1}, wiec
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(****) RuUS e funoraz(RuS)! e fun, a zatem:
RuSe 1-1 {D14: (***)}.m

Szczegblnego rodzaju funkcja jest ciag. Ciagi to funkcje, ktorych dzie-
dzina sg kolejne liczby naturalne (og6lniej — liczby porzadkowe).

Oto okreélenia wystarczajace w biezacych rozwazaniach.

D15.1 Funkcja f jest ciagiem:

(a) nieskonczonym < dziedzing tej funkcji jest zbior wszystkich liczb

naturalnych, tj. D,(f) = V;

(b) skoficzonym o n wyrazach < D (f) ={i: i < n};

2 Funkcja wzajemnie jednoznaczna f jest permutacja zbioru
A<D =D, =A;

3 Przedluzeniem funkgji f jest kazda funkcja g taka, ze f = g; o funk-
cji f mowimy wtedy, Ze jest funkeja czeSciowa dla funkeji g, a g,
to funkcja czeSciowa f dla funkeji g taka, ze D,(f) = A.

Przeciwdziedzing ciggu, zwang jego zapasem, moze by¢ dowolny
zbioér A. Mozna wiec inaczej powiedzie¢, ze funkcja f jest ciagiem wtedy
i tylko wtedy, gdy f: ¥ -» A (ciag nieskoficzony) lub f: {i:i<n} > A
(cigg skonczony) albo (intuicyjnie najprosciej), ze dziedzina D (f) ciggu
ustala kolejnos¢ elementéw zbioru (zapasu ciagu) A. Ciagi, ktorych za-
pasem jest zbior A liczb naturalnych, tj. A € IV, naleza do klasy funkgji,
ktorych argumentami i warto$ciami sa liczby naturalne; do klasy tej naleza
rowniez permutacje, ktorych dziedzing i przeciwdziedzing jest zbidr A, taki
ze AC N3,

Ciagi nieskonczone sg oznaczane przez {a: i € NV}, a prosciej przez
{a;}, natomiast skonczone przez {a;: i < n} (ciag n-elementowy) — albo
analogicznymi symbolami ze wskaznikiem 1, j, ... oraz (w przypadku cia-
gbw skonczonych) okreslong wartoécia dla n € W, Jesli ciag jest ozna-
czony przez {a,}, to warto$¢ ciggu dla argumentu 7 jest oznaczana przez a,
i jest nazywana i-tym wyrazem danego ciggu. Jest wiec tak, ze a, = f(i) -
dla kazdego i € V' w przypadku ciggu nieskonczonego {a} oraz dla kaz-
dego 7 < n dla skoniczonego ciagu n-elementowego. Warto dostrzec, ze
zbibr warto$ci, czyli zapas ciaggu nieskonczonego nie musi byé¢ nieskon-
czony. Na przyklad zapasem (zbiorem wartosSci) ciagu nieskonczonego

3 Do klasy takich funkeji naleza réwniez tzw. funkcje rekurencyjne (pojecie funkcji

rekurencyjnej zostanie przyblizone w paragrafie ***RIII.1, po§wieconym tzw. tezie
Churcha).
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{a}, ktorego kolejne wyrazy sa okreslone réwnoscig a, = 1 — 1, jest zbior
jednoelementowy {0}.

Ciagi, zwlaszcza nieskonczone, sa czesto definiowane indukeyjnie
(przez rekurencje). Jak wiadomo z uwag o definicjach indukeyjnych (por.
*RVII.1.3), definicje takie stosuje sie w sytuacji, gdy trzeba okresli¢ ja-
kie$ pojecie w zbiorze dobrze uporzadkowanym. Poniewaz zbi6r liczb
naturalnych & oraz dowolny jego przedzial to zbiory dobrze uporzad-
kowane, wiec mozna indukcyjnie definiowaé pojecie zapasu ciggu za po-
Srednictwem indukcyjnej definicji jego wyrazow: pierwszego (warunek
wstepny) i nastepnego dla wyrazu dowolnego (warunek indukeyjny). Na
przyktad zapasem ciagu, ktorego elementem pierwszym jest 1, a kolejna
liczba w ciggu jest wigksza od poprzedzajacejo 2 (a,,, = a_ + 2) jest zbior
wszystkich liczb nieparzystych. Ciag 3, 32, (3%)?, ... mozna przez rekurencje
okresli¢ nastepujacymi dwoma warunkami: a, = 3;a ., = a_ - a_; z kolei
ciag 1, 22, 3%, 44, ... jest indukeyjnie okre$lony dwiema réwno$ciami:
a, =1;a =k przy czym k = Va, + 1%

Najprostsza, czesto w dowodach wykorzystywana permutacja zbioru
A jest identycznoé¢ I, tj. funkcja I,(x) = x, dla kazdego x € A. Natomiast
okreslenie funkeji czgSciowej jest analogiczne do definicji R ,, tj. relacji
R ograniczonej do zbioru A (D4). Z pojecia funkcji i D15.3 wynika, ze f
jest funkcja czeSciowa, gdy D, () jest podzbiorem D (g) i dla dowolnego
x € D,(f): f(x) = g(x).

2.3.2 Relacje zwrotne, spdjne, symetryczne, asymetryczne, przechodnie

Relatywizacja cechy relacji do zbioru jest uwzgledniona w napisach
Rezwr,,Resp,, Resym,Reasym,Resym,R e przech,,
ktore odczytujemy, kolejno — relacja R jest w zbiorze A: zwrotna, sp6jna,
symetryczna, asymetryczna, przechodnia. A oto definicje tych relacji.

D16.1 Rezwr, < (AxeA)XRx;
2 Resp,o(AX,yeA)[x+y=xRyvyRx];

Oba przyklady ciagow, wykorzystane tu do zilustrowania definiowania indukeyj-
nego, zostaly zaczerpniete z pracy J. Shupecki, K. Halkowska, K. Pir6g-Rzepecka,
Logika i teoria mnogosct, dz. cyt., s. 158, gdzie sa one okreslone przez wyliczenie
swoich poczatkowych wyrazow.
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3 Resym, o (Ax,yeA[xRy=yRx];
4 Reasym, o (Ax,yeA[xRy=~yRx];
5 Reprzech, & (Axy,ze A)[XRyayRz=xRz].

Na przyklad w zbiorze ludzi sp6jna i przechodnia jest relacja star-
szenstwa, symetryczna jest relacja pokrewienstwa, asymetryczna jest
relacja ojcostwa®.

2.3.3 Relacje réwnosciowe

Kazda relacja, ktora jest w okre§lonym zbiorze jednocze$nie zwrotna,
symetryczna i przechodnia, jest zwana relacja rownoéciowa, a takze —
rownowazno$ciowa lub relacja typu rownowazno$ci:

D17 Rerown, < (Rezwr, AR esym, AR e przech,).

Do relacji rowno$ciowych naleza np. relacja rownosci (w dowolnym
zbiorze), rownoleglosci w zbiorze prostych, podobiefistwa w zbiorze wie-
lokatow, rownobarwnosci w zbiorze przedmiotow majacych barwe, row-
noznacznoS$ci w zbiorze wyrazen, rownowazno$ci w zbiorze zdan itd.

5 Podstawowe pojecia teorii relacji zostaly wykorzystane przez T. Czezowskiego

w jego tzw. logice dobr — zob. T. Czezowski, O formalnym pojeciu wartosci, ,,Prze-
glad Filozoficzny” 1919, t. 2, z. 1, s. 13—24; tenze, Jak budowa¢é logike dobr? (1)
oraz Jak budowaé logike dobr? (2) (oba artykuly w: tegoz, Pisma z etyki 1 teorii
wartosci, red. P.J. Smoczynski, Wroctaw 1989, s. 130-139). Relacje okreslone
w D16 sg rowniez podstawowe w analizach zawartych w artykutach, w ktorych
rekonstruuje i rozwijam koncepcje Czezowskiego — zob. A. Jonkisz, Tadeusza
Czezowskiego formalne pojecie wartosci, w: Polska filozofia analityczna. W kregu
Szkoty Lwowsko-Warszawskiej, red. W. Tyburski, R. Wiéniewski, Torun 1999,
s. 197-206; tenze, Formalna teoria wartosci, ,Filozofia Nauki” 1998, nr 3—4,
s. 121-132; tenze, O tak zwanej logice dobr, w: Mysli o jezyku, nauce i warto-
Sciach. Ksiega ofiarowana Profesorowi Jackowi Juliuszowi Jadackiemu w sze$é-
dziesiqtq rocznice urodzin, red. W. Strawinski, M. Grygianiec, A. Brozek, Warszawa
2006, s. 421—429. W artykule Aksjomatyczna teoria uzytecznosci O. Morgern-
sterna 1 J. von Neumanna a T. Czezowskiego formalna teoria wartosci (w: Ta-
deusz Czezowski (1889—-1981): dziedzictwo idei: logika — filozofia — etyka, red.
W. Tyburski, R. Wisniewski, Torun 2002, s. 135-143) argumentuje, ze Czezow-
skiego koncepcja warto$ci dobra — odpowiednio poprawiona i rozwinieta — daje
podstawy dla trafnej koncepcji uniwersum dobr uporzadkowanych relacja warto-
Sci, koncepcji porownywalnej z aksjomatyka teorii uzytecznosci J. von Neumana
i O. Morgensterna.
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Zbior wszystkich przedmiotéw danego zbioru A, ktore pozostajg w re-
lacji rowno$ciowej R do wybranego x € A, jest nazywany klasg abstrakeji
wyznaczona przez relacje R i element x — bedzie oznaczany przez [X], !

D18 (ReréwnA/\XeA):>(ye[X]AYR<:>(yeA/\XRy))lub
(Re I’éwnA/\XeA):([X]AYR={y:yeA/\XRy}).

Pojecie relacji rowno$ciowej i klasy abstrakeji zostalo juz wykorzysta-
ne, gdy byly omawiane tzw. definicje przez abstrakcje (por. *RVII.1.3).
Definicje takie sa, jak pamietamy, stosowane w sytuacji, gdy trzeba zde-
finiowa¢ pojecie abstrakcyjne, np. ceche wspoélng dla wielu przedmiotéw
pod innymi wzgledami réznych, jak kolor (i okreslony, i kolor w ogble),
posiadania okreslonej temperatury, posiadania okre$lonego ksztattu. Wi-
doczne w D18 uscislenie jest zgodne ze stosowanym wczeSniej pojeciem.
Klasa abstrakeji [x],  jest zbiorem tych element6w zbioru A, ktore pozo-
staja w relacji R do przedmiotu x. Klasa abstrakcji moze by¢ oznaczana
W sposob prostszy, o ile wiadomo lub nie jest to w rozwazaniach istotne,
w ktorym zbiorze jest okreslona relacja rownosciowa R lub ktoéra relacja
rozdziela elementy jakiego$ zbioru na klasy abstrakeji. Napis [x], oznacza
klasy abstrakeji relacji rownosSciowej R w dowolnym lub okre$lonym zbio-
rze, symbol [x], odnosi si¢ do klas abstrakcji w zbiorze A wyznaczanych
przez zdefiniowana lub dowolna relacje réwno$ciowa, a symbol [x] moze
by¢ stosowany na oznaczenie dowolnej lub okreélonej klasy abstrakeji.

W kontekscie definicji klasy abstrakcji sa oczywiste lub tatwe do oka-
zania ponizsze twierdzenia.

T18. JezeliR € rown, orazx, y € A, to:
1 xe [X]A,R;
2 [X]A, R CA;
3 [X]A,R = [y]AvR < xRy.

Dowdéd T18.1: Twierdzenie to jest prostym wnioskiem z definicji: klasy
abstrakeji [x], . {D18}, relacji rowno$ciowej {D17} i relacji zwrotnej
{D16.1}.

Dowod T18.2: Z zalozenia dodatkowego 1.1 y € [x], ; i D18 wynika
1.2 y € A, a wobec tego X, rcA {dfc: DA: 1.1 = 1.2}.

D ow 6dT18.3: Z zalozenia implikacji prostej 1. [X], . = [y],  oraz twier-
dzenia 2.y € [y]A'R {T18.1} wynika 3. y e [X]A,R {RZ_: 1,2}, czylixRy
{D18: 3}.
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Z zalozenia implikacji odwrotnej 1. X R y oraz zalozenia dodatko-
wego 1.1z e [X]A,  mozna wyprowadzi¢ 1.2 x R z {D18: 1.1}, a jako ze
R jest relacja rownoSciowa, a wiec symetryczng i przechodnig {D17},
wiec rowniez: 1.3 z R x {D16.3: 1.2}, 1.4 z R y {D16.5: 1.3 A 1},
15y Rz {16.3: 1.4} 116 z € [y]Av r 1D18: 1.5}, co znaczy, ze
2.[x] ARC [y] AR {dfc: DA: 1.1 = 1.6}. W taki sam spos6b mozna okazac,
ze 3. [yl, g < [X], g, @ zatem: [X], = [y], .- ®

Na definicji klasy abstrakcji jest oparte okreslenie tzw. zbioru ilora-
zowego, oznaczanego przez A/R. Zbior ilorazowy to rodzina wszystkich
Kklas abstrakeji wyznaczonych przez R i kazdy element zbioru A:

D19 JezeliRerown,, toY e A/IR< (VxeA)Y = [x]A‘R.

W kontekscie definicji zbioru ilorazowego oraz prawidlowosci do-
tyczacych klas abstrakcji (D18, T18) latwo jest okazaé, ze sa spelnione
nastepujace twierdzenia.

T19. JezeliR € rown, oraz X, Y € A/R, to:
1 () X+ Qoraz(ii) X c A;
2 oileX#Y,toXNnY=0;
3 UA/R=A;
4 rodzina klas abstrakcji A/R jest podzialem zbioru A.

Dow6dT19.1: Twierdzenie T19.1(i) jest wnioskiem zD19 oraz T18.1
i T18.2: jesli bowiem, zgodnie z ta definicja, istnieje x € A, taki ze
X = [X], > @ jednoczesnie x € [x], , {T18.1}, to dowolna klasa abstrakeji
rodziny A/R nie moze by¢ pusta; natomiast z T18.2 wynika bezpo$rednio,
ze jest podzbiorem A.
Dow6d T19.2: Wychodzac z zalozen 1. X, Y € A/R oraz 2. X # Y mozna
uznat 3. (Vx e A) X = [X]A,R AVyeAY-= [y]Ay e) {D19: 1}.
Przypuszczenie, ze 4. X N Y = & {zdn.}, tj. ze z € (X N Y) prowadzi
do sprzecznodci: 5. x RzAy R z{D19: X,Y € A/R},6.xRzAzRYy
{D16.3: 5}, 7.x Ry {D16.5: 6}, 8. Xl = [y]AYR {T8.3: 7},9. X =Y
{RZ_: 8,3} —sprz.: 9, 2.
Dow06dT19.3: Jezeli 1.1 x € U A/R {zd.}, to 1.2 istnieje zbiér X € A/R,
taki, ze x e X {**RIIL.1: D6.a4}, a wobec tego takze 1.3 x ¢ A {T19.1(ii),
1.2}. Je$li natomiast 2.1 x € A {zd.}, t0 2.2 X € [x], g {T18.1}, a wiec
takze 2.3x ¢ UA/R. 1
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Dowo6d T19.4: Dla stwierdzenia, ze rodzina klas abstrakcji A/R jest
podzialem zbioru A potrzeba i wystarcza, ze s3 spelnione warunki tzw.
poprawnosci formalnej podzialu (okresSlone w *RVI.1: D9), mianowicie:
dla kazdego X € A/R, X # &J; dla dowolnych X, Y € A/R, jezeli X £ Y, to
X N Y = &; oraz by suma U A/R byla identyczna ze zbiorem A. Ze warunki
te sg spetnione, wida¢ odpowiednio w T19.1(i), T19.2 orazwT19.3. B

Sformulowane w komentarzu do pojecia klasy abstrakcji twierdze-
nie, ze relacja rownoSciowa R rozdziela dany zbior A na klasy abstrakcji,
jest zatem uzasadnione i moze by¢ rozumiane $Scisle, jako ze zgodnie
zT19.4 dzielenie dowolnego zbioru A na klasy abstrakeji dowolnej relacji
rownowazno$ciowej w tym zbiorze spelnia warunki podziatu logicznego
(poprawnego logicznie — zob. *RVI.1.3). Twierdzenie to jest nazywane
zasada abstrakcji.

2.3.4 Relacje porzadkujace i zbiory uporzadkowane

Wtasnosci relacji okreslone w D16 pozwalaja wyrdznié rodzaje relacji
zwanych porzadkujgcymi oraz odpowiadajgce im odmiany pojecia zbioru
uporzadkowanego. Chodzi o relacje porzadkujace czeSciowo, liniowo i do-
brze oraz o tak samo uporzadkowane zbiory. A przy tym pojecie porzadku
liniowego jest uszczegbdlowieniem uporzadkowania czeSciowego, a pojecie
uporzadkowania dobrego jest uszczegdtowieniem porzadku liniowego®.
Zaleznosci te sa widoczne w definicjach D20, D21 i D27, a sformulo-
wane wprost sg we wniosku W2.

D20.a Relacja R porzadkuje cze$ciowo zbior A <> A = P(R) oraz R jest
w zbiorze A asymetryczna i przechodnia;

D20.b Para uporzadkowana <A, R> jest zbiorem uporzadkowanym
czesSciowo <> A = P(R) A R porzadkuje cze$ciowo zbior A.

Wlasno$cia wyr6zniajaca uporzadkowania liniowe sposrod czeSciowych
jest spdjnosé relacji porzadkujacej (sp6jnosé w porzadkowanym zbiorze).

To ustalenie terminologiczne jest potrzebne, poniewaz sa ujecia (np. J. Stupecki,
K. Hatkowska, K. Pir6g-Rzepecka, Logika i teoria mnogosci, dz. cyt.), w ktorych wyj-
$ciowe jest pojecie relacji porzadkujacej (rozumianej tak, jak tu relacja porzadkuja-
ca liniowo), uogdlniane do pojecia relacji porzadkujacej czeéciowo i uszczegdlawia-
ne do pojecia relacji porzadkujacej dobrze. W tych analizach ,relacja porzadkujaca”
to nazwa ogodlna oznaczajaca relacje porzadkujace cze$ciowo, liniowo, dobrze itd.
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D21.a Relacja R porzadkuje liniowo zbioér A < A < P(R) oraz R jest
w zbiorze A spojna, asymetryczna i przechodnia;

D21.b Para uporzadkowana <A, R> jest zbiorem uporzadkowanym
liniowo < A = P(R) A R porzadkuje liniowo zbior A.

Warunek sp6jnosci znaczy, ze dowolne dwa nieidentyczne elementy
zbioru A sa porownywalne wzgledem relacji R porzadkujacej dany zbior
(zob. D16.2). Zbiory uporzadkowane liniowo sg nazywane lancuchami.

Dla zdefiniowania uporzadkowania dobrego konieczne jest okresle-
nie kilku pojeé¢ dotyczacych wlasnoéci zbioréw uporzadkowanych i ich
wyro6znionych elementow.

D22. Przedmiot X jest w zbiorze uporzadkowanym (cze$ciowo, liniowo)
<A, R> elementem:

al minimalnym < xe Aa~VyeAyRx;

a2 maksymalnym < xe Aa~VyeA)xRy;

bl pierwszym < xe AA(Ay e A)[x#y=>XxRyl;
b2 ostatnimoxe AAAyeA)[x+y=yRx].

Thlumaczac te zapisy symboliczne, mozna powiedzie¢, ze x jest elemen-
tem minimalnym danego zbioru uporzadkowanego wtedy i tylko, gdy nie
ma w tym zbiorze elementu poprzedzajacego (wczesniejszego od) x; nato-
miast jest elementem maksymalnym, gdy nie ma elementu p6zniejszego
(gdy x nie ma w tym zbiorze nastepnika). Pojecia elementu minimalne-
go i maksymalnego sg uszczegdélowione do pojec¢ elementu pierwszego
i ostatniego: x jest elementem pierwszym wtedy i tylko, gdy poprzedza
wszystkie pozostale elementy zbioru uporzadkowanego, a elementem
ostatnim — gdy jest nastepnikiem wszystkich pozostalych elementow.

Z definicji D22 i zakladanych w niej okresleni wlasnosci relacji po-
rzadkujacych (D16) wynikaja nastepujace twierdzenia:

T20.a Jezeli x jest elementem pierwszym (ostatnim) w zbiorze upo-
rzadkowanym (cze$ciowo, liniowo) <A, R>, to jest w tym zbiorze
elementem minimalnym (maksymalnym);

b Jezeli x jest elementem minimalnym (maksymalnym) w zbiorze
uporzadkowanym liniowo <A, R>, to jest w tym zbiorze elemen-
tem pierwszym (ostatnim).
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Dowdd T20.a: Da sie okazaé, ze prowadzi do sprzecznosSci polaczenie
zapisanego symbolicznie zaloZenia, ze X jest elementem pierwszym, tj.
l.xeAr(AyeAx+y=xRuyl,

z zalozeniem dowodu niewprost, ze X nie jest elementem minimalnym, tj.
2.(Vy e A)y R x{D22.al}. Z zdn. wynika:

3.y, Arny,Rx{0OV: 2}.

Latwo mozna sprawdzi¢, ze do sprzeczno$ci prowadzi kazdy ze sklad-
nikéw alternatywy
() Yy=XVy,#X
Jedli 1.1 y,= x {zd.}, to 1.2 x R x {RZ_: 1.1, 3}, a jednoczes$nie, jako ze
relacja R jest asymetryczna {D20, D21, D16.4}, 1.3 ~x R x. Jeéli nato-
miast 2.1y, # x{zd.}, t0 2.2 xRy, {RO: 1, 2.1}, a wobec asymetrycznosci
relacji R, 2.3 ~y, R x {D16.4: 2.2}, co jest sprzeczne z 3.

Analogiczny jest dowod twierdzenia, ze jezeli x jest elementem ostat-
nim, to jest elementem maksymalnym.

Dowd6d T20.b: Z zatlozen dowodzonego twierdzenia

1. <A, R> jest zbiorem uporzadkowanym liniowo;

2. x jest elementem minimalnym, tj.

3.xeAr~VyeA)yRx

oraz zalozenia dodatkowego 1.1y e AAy # xwynika 1.2 yRxv xRy
{D16.2: D21: 1, 1.1}.

Poniewaz przypuszczenie (1.1.1) y R x jest sprzeczne z 2. (gdyby y R X,
wtedy x nie bylby elementem minimalnym), wiec 1.3 xRy {1.2,1.1.1 =
sprz.}. Wobec tego
4. (ANy e A [y +x=xRy]{DA: 1.1 = 1.3}, a zatem X jest elementem
pierwszym {3 A 4}.

Dowdd twierdzenia, ze jezeli x jest elementem maksymalnym, to jest
elementem ostatnim, jest analogiczny.®

D23.a Zbioér <B, S> uporzadkowany czesciowo jest podzbiorem cze-
$ciowo uporzadkowanego zbioru <A, R>< B cAAScR;

b zbidr <B, S> uporzadkowany liniowo jest podzbiorem uporzad-
kowanego liniowo zbioru <A, R> < B c A.

W przypadku zbioréw uporzadkowanych liniowo, w ktérych relacja
porzadkujgca jest spojna, tj. wigze dowolne dwa elementy porzadkowane-
go zbioru, nie jest potrzebny drugi czlon koniunkcji definiujacej podzbior
<B, S> zbioru uporzadkowanego liniowo. Jesli bowiem zbior <A, R> jest
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uporzadkowany liniowo, to jest wobec D23.b, D21 i D16.2 oczywiste,
ze je§li B — A, to takze Sc R.

W1  Jezeli zbior uporzadkowany liniowo <B, S> jest podzbiorem upo-
rzadkowanego liniowo zbioru <A, R>,t0 S < R.

D24. Zbibr <B, S> jest w zbiorze uporzadkowanym (cze$ciowo, liniowo)
<A, R>:

1 ograniczony z dotu wtedy i tylko, gdy (i) <B, S> jest podzbio-
rem zbioru <A, R> oraz (ii) (V xe A) Ay e B) [x# y = xR y];
2 ograniczony z gory wtedy i tylko, gdy (i) <B, S> jest podzbio-
rem zbioru <A, R> oraz (ii) (V xe A) (Ay e B) [x + y = y R x].

Zgodnie z powyzszymi okre§leniami zbior <B, S> jest w zbiorze
<A, R> ograniczony, gdy jest w zbiorze A element, ktory poprzedza kaz-
dy element zbioru B (<B, S> jest wtedy ograniczony od dotu) albo jest
nastepnikiem (jest p6Zniejszy od) kazdego elementu zbioru B (<B, S> jest
ograniczony od gory).

D25 Element y jest kresem dolnym (goérnym) podzbioru <B, S> zbioru
<A, R> uporzadkowanego (czeSciowo, liniowo) wtedy i tylko wte-
dy, gdy y jest elementem pierwszym (ostatnim) zbioru <B, S>,
a jesli zbior ten nie ma elementu pierwszego (ostatniego), to y jest
elementem ostatnim zbioru {x: x € A A (A z € B) X R z} (pierwszym
zbioru {x: x e AA (A z e B)zR x}).

Zbior {x: x € A A (A z € B) X R z} jest zbiorem wszystkich elementow
zbioru A, ktére sa poprzednikami kazdego elementu zbioru B, a zbidr
{x: x € AA (A z € B) zR x} zawiera wszystkie elementy zbioru A, ktore
sa nastepnikami kazdego elementu zbioru B.

D26. Zbiér <A, R> uporzadkowany (cze$ciowo, liniowo) jest:
1 gestyo(Ax,ye A)[xXRy=(VzeA)xRzRy];
2 ciagly < jest gesty oraz kazdy ograniczony z dotu podzbidr
zbioru <A, R> ma kres dolny.

D27 Zbiér <A, R> jest dobrze uporzadkowany wtedy i tylko, gdy jest
uporzadkowany liniowo i kazdy jego niepusty podzbior ma ele-
ment pierwszy, tj.: (A <B, §>) [(<B, S> c <A, R> A B #+ @) =
=>MyeB)(AzeB)z+y=yRz].
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W kontekscie D20, D21 i D27 s3 oczywiste nastepujgce wnioski:

W2.a Jezelirelacja R dobrze porzadkuje zbior A, to relacja R porzadku-
je zbior A liniowo (czeSciowo); jezeli <A, R> jest zbiorem dobrze
uporzadkowanym, to jest zbiorem uporzadkowanym liniowo
(czeSciowo).

b Jezeli zbidr <A, R> jest dobrze uporzadkowany, to zbiér <B, R>
taki, ze B c A, rowniez jest dobrze uporzadkowany.

Pojecia okreslone w powyzszych definicjach sa niezbedne do wyslo-
wienia waznego twierdzenia, zwanego lematem Kuratowskiego-Zorna.

T21 Dla kazdego zbioru <A, R> uporzadkowanego czeSciowo jest tak,
ze:
(*) jesli jego kazdy dobrze uporzadkowany podzbior jest ograni-
czony z gory,
to w <A, R> istnieje element maksymalny.

Twierdzenie to mozna sformulowaé zwiezlej, uzywajac pojecia lancu-
cha: jezeli kazdy tancuch zbioru uporzadkowanego czesciowo jest ograni-
czony z gory, to istnieje w danym zbiorze element maksymalny; a jeszcze
krocej, gdy zbior uporzadkowany, dla ktérego spelniony jest warunek (*),
nazwie sie zamknietym: w kazdym zamknietym zbiorze uporzadkowanym
istnieje element maksymalny (sformulowanie to jest zwane Zorna zasada
maximum). Analogiczne do T21 jest twierdzenie moéwigce o istnieniu
elementu minimalnego: jezeli kazdy laicuch zbioru uporzadkowanego
cze$ciowo jest ograniczony z dohu, to istnieje w danym zbiorze element
minimalny.

T21 ma wiele waznych zastosowan w teorii mnogo$ci i matematyce,
gdzie w dowodach twierdzen rozstrzygajacych o istnieniu postulowa-
nych obiektéw pelni role twierdzenia pomocniczego (dlatego jest zwane
lematem)’.

7 Zob. K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci. Wraz ze wstepem..., dz. cyt.,

s. 258-259, gdzie sg odrebnie zapisane twierdzenia: udowodnione przez M. Zorna
(w 1935 roku), ktore jest uogélnieniem twierdzenia udowodnionego przez Kura-
towskiego (w 1922 roku) — oba w postaci wskazujacej wprost, ze w dowodzie tych
twierdzen jest przyjmowane zalozenie o istnieniu tzw. funkeji wyboru dla rodziny
Pot(Z — &) (do kwestii relacji miedzy T21 a aksjomatem zwanym pewnikiem
wyboru powroce w **RIV.4). Przyklad zastosowania tego lematu jest w: J. Shupecki,
K. Halkowska, K. Pir6g-Rzepecka, Logika i teoria mnogosct, dz. cyt., s. 232.
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2.3.5 Izomorfizm relacji

Relacje potwierdzajgce izomorfizm to relacje miedzy relacjami. Jesli ist-
nieje jakas$ relacja R ujawniajaca izomorfizm miedzy relacjami S oraz T —
co najczeSciej jest zapisywane jako S iz, T — to o obu tych relacjach mowi
sie, ze s izomorficzne, co krocej zapisuje sie: S iz T. Fakt, ze okreSlona
relacja ustala izomorfizm miedzy relacjami R oraz S, mozna wyraza¢ takze
w spos6b wprost wskazujacy na to, ze relacja ustalajaca izomorfizm jest
funkcja, np. pisa¢: Riz; S, Riz S, R iz, S,Riz, S8,

D28.al Rz, Swtedyitylko, gdy f € 1-1 Af: P(R) -»__ P(S)
oraz (A x,y € P(R)) [XxRy < f(x) S f(y)];
D28.b1 R iz S wtedy i tylko, gdy (V) Rz, S.

Relacje R i S sa wiec izomorficzne zawsze i tylko, gdy istnieje funkcja
wzajemnie jednoznaczna odwzorowujaca pole pierwszej relacji na pole
drugiej relacji w taki sposob, ze relacja R wigze przedmioty x oraz y wtedy
i tylko, gdy relacja S zachodzi miedzy warto$ciami f(x) i f(y) funkcji f dla
tych przedmiotéw. O funkcji takiej mowi sie rowniez, ze odwzorowuje
izomorficznie relacje R na relacje S.

Pojecie izomorfizmu, zdefiniowane wyzej dla relacji dwucztonowych,
latwo jest przeformulowac tak, by obja¢ nim relacje wiecej niz dwuczlo-
nowe. Oto okre$lenie funkcji ustalajacej izomorfizm relacji n-czlonowych
(n=2):

D28.a2 R iz, S wtedyitylko, gdy f € 1-1 A f: P(R) -»>__ P(S) oraz
(AX} Xy, ey X, € P(R)) [R(X}, Xy, ..., X ) = S(f(X)), f(X,), ..., fF(x ))].

Pojecie izomorfizmu mozna uogo6lni¢ do pojecia homomorfizmu,
a pojecie izomorfizmu (homomorfizmu) relacji — uogdélni¢ do pojecia
izomorfizmu (homomorfizmu) uktadéw relacyjnych, zwanych takze struk-
turami relacyjnymi lub strukturami. Jesli chodzi o pierwsze uogolnienie,

8 W sensie $cistym méwi sie o funkcjach przeksztalcajacych izomorficznie (homo-
morficznie) jedna relacje, czy ogoélniej — dziedzine, w druga; o funkcjach takich
mowi sie jednak takze, ze wyznaczaja, ustanawiaja, ujawniaja izomorfizm, a o sa-
mych relacjach, ze sa izomorficzne — co zgodne z pojeciem podobienstwa relacji
(dziedzin) u$ci$lonego w pojeciu izomorfizmu (zob.: A. Grzegorczyk, Zarys logiki
matematycznej, dz. cyt., s. 56—61; K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci.
Wraz ze wstepem..., dz. cyt., s. 96—-98; J. Stupecki, K. Halkowska, K. Pir6g-Rzepec-
ka, Logika i teoria mnogosci, dz. cyt., s. 164—167, 190—-195).

225



OGOLNA TEORIA MNOGOSCI

to mozna powiedzie¢ — pomijajac nie niezbedny i prosty zapis symbo-
liczny — ze w definicji funkeji f okazujacej homomorfizm relacji R oraz
S (R hom, S) pozostaje wymdg odwzorowania pola relacji R na pole
relacji S (f: P(R) -» , P(S)), natomiast funkcja f nie musi by¢ wzajemnie
jednoznaczna. Jest wobec tego oczywiste, Ze:

W3 Riz,S= R hom,S.

Natomiast uklady (struktury) relacyjne to uklady uporzadkowane
o postaci <A, R, ..., R >, w ktérych A jest dowolnym zbiorem (zwanym
polem systemu relacyjnego),aR, ..., R to kolejne relacje (dwu- lub wielo-
czlonowe) okres$lone w zbiorze A. Poprzestajac na strukturach relacyjnych
o prostej charakterystyce, mozna powiedzie¢ na przyklad, ze:

D28.b2 Uklady (struktury) relacyjne <A, R> i <B, S> sa izomorficzne
wtedy i tylko, gdy istnieje funkcja f wzajemnie jednoznaczna
odwzorowujaca zbiér A na zbiér B oraz dla dowolnych x, y € A
jest tak, ze x Ry < f(x) S f(y).

Jak wida¢, okreSlenie to jest analogiczne do D28.b1, natomiast w de-
finicji izomorfizmu struktur <A,R , ...,R _>oraz<A,S,, ..., S >, obok takich
samych wymagan co do wlasno$ci funkcji f ustalajacej izomorfizm, jest
warunek, by (A 1 <1< n) R, iz, S; analogicznie jest definiowany homo-
morfizm struktur relacyjnych.

Eatwym do udowodnienia wnioskiem z D28 jest nastepujace twier-
dzenie:

W4 Relacja izomorfizmu jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, co
znaczy, ze jest relacja rownosciowa.

Wilasnosci relacji izomorfizmu stwierdzone w W4 daja podstawe, by
mowic o klasach abstrakeji relacji (uktadow relacyjnych) izomorficznych.
Klasy takie sa nazywane typami relacyjnymi, a o elementach jednej klasy
mowi sie, ze majg ten sam typ relacyjny lub ze sa tego samego relacyjnego
typu. W aksjomatycznych ujeciach ogoélnej teorii mnogosci pojecie typu
relacyjnego (tr) jest wprowadzane jako pierwotne, odrebnym aksjomatem
dotyczacym typow relacyjnych — napis a tr <A, R> jest odczytywany:
a jest typem relacyjnym systemu <A, R>.
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A1 Dlakazdego systemu relacyjnego <A, R>, takiego ze R — A x A, ist-
nieje dokladnie jeden przedmiot a taki, ze a tr <A, R>, a przy tym
dla dowolnych systeméw <A, R> i <B, S> jest tak, ze:
(atr<A,R>ABtr<B,S>) = [a=p< <A, R>iz <B, S>)].

Jesli bedzie to w rozwazaniach potrzebne, to typ systemu relacyjnego
(struktury) <A, R> bedzie oznaczany symbolem |<A, R>|°.

Da sie wykazac, ze kazda wlasno$¢ przystugujaca danej relacji (syste-
mowi relacyjnemu) — np. zwrotno$¢, symetria, przechodnio$¢, spojnosé —
przystuguje tez kazdej relacji (systemowi relacyjnemu) izomorficznej
z dana relacja. Egzemplifikacja tej prawidlowosci jest kolejne twierdze-
nie, sformutowane dla systeméw relacyjnych o charakterystyce zgodnej
z widoczng w D28.b2.

T22. Jezeli struktury relacyjne <A, R> i <B, S>, Ze sg izomorficzne, to:
1 Rezwr, = S e zwr;
2 Resym, =S8 esymg
3 R e przech, = S e przech;
4 Refun,= S e fun,.

Dowéd:

Wspodlne dla twierdzen 1—4 jest zalozenie:
1. <A, R>iz <B, S>
(*) Poniewaz — zgodnie z D28.b1 — istnieje wtedy funkcja f ustalajaca izo-
morfizm, tj. odwzorowujaca jedno-jednoznacznie zbiér A na zbior B, wiec
dla dowolnych X, y, z € A istnieje w zbiorze B doktadnie jeden element
bedacy warto$cia funkcji f dla danego elementu zbioru A, tj. istniejg f(x),
f(y), f(z) € B — oraz odwrotnie, dla kazdego elementu zbioru B istnieje
dokladnie jeden element w A, dla ktérego wartoscia funkcji f jest dany
element z B {T15.2}. Korzystajac z tego, mozna uproscic¢ zapisy symbo-
liczne dowodow twierdzen T22.
Dowdd T22.1: Drugie zaloZenie tego twierdzenia, tj.
2.R e zwr,,
rozwiniete zgodnie z D16.1, brzmi:

® Oznaczenie | <A, R>| jest przyjete wylacznie dla ulatwienia zapiséw symbolicznych,

typy relacyjne (typy struktury) sa bowiem zwykle oznaczane dodaniem kreski nad
symbolem ukladu relacyjnego. Takie samo uproszczenie w zapisie bedzie stosowane
w kolejnym podrozdziale dla mocy zbioréw, tj. zamiast podwojnej kreski umiesz-
czonej nad symbolem zbioru A bedzie stosowany symbol IAI.
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3. (A x € A) xR X, co — na podstawie 1 i D28.al — implikuje
4. (A f(x) € B) f(x) S f(x), co konczy dowod {D16.1: (*): 4}.
Dow6d T22.2: Zalozenie

2.R esym,

jest rownowazne z

3. Ax,ye A)[xRy=yRx] {D16.3}.

Z zalozenia dodatkowego 1.1 f(x) S f(y) wynika:

1.2 xRy {1, D28.al: 1.1}, 1.3 y R x {D16.3, 1.3} i 1.4 f(y) S f(x)
{1, D28.al: 1.3}. Mozna zatem stwierdzi¢, ze

4. (A f(x), f(y) € B) [f(x) S f(y) = f(y) Sf(x)] {DA: 1.1 = 1.4},

co znaczy, ze S € sym, {D16.3: 4}.

Dowdd T22.3: Zalozenie

2.R e przech,

jest rownowazne z

3. AXYy,ze A [xRyAaryRz)=yRz]{D16.5}.

Z zalozenia dodatkowego 1.1 f(x) S f(y) A f(y) S f(z) wynika:
1.2xRyAnyRz{l, D28.al: 1.1}, 1.3 x R z {D16.5, 1.3} oraz
1.4 f(x) S f(z) {1, D28.al: 1.3}. Zatem:
4. (A 100, f(y), f(2) € B) [(f(x) S f(y) A f(y) S f(2)) = f(x) S f(2)]
{DA: 1.1 = 1.4}, co znaczy, ze S € przech, {D16.5: 4}.
Dow6d T22.4: Zalozenie
2.R e fun,
jest rownowazne z
3. A%y, ze A [XRyAxRz) =y=2]{D10.1}.
Wychodzac z zalozenia dodatkowego 1.1 f(x) S f(y) A f(x) S f(z), uzyskuje
sie kolejno: 1.2 x Ry A xR z {1, D28.al: 1.1}, 1.3 y = z {3, 1.2} oraz
1.4 f(x) = f(2) {1, D28.al: 1.3}. Zatem:
4. (A 100, f(y), f(2) € B) [(f(x) S f(y) A f(x) S f(2)) = f(x) = f(2)]
{DA: 1.1 = 1.4}, co znaczy, ze S € fun,{D16.5: 4}.1

Uogo6lnieniem T22 jest nastepujace twierdzenie:

T23 Jezeli uklady relacyjne <A, R> i <B, S> sg izomorficzne oraz system
<A, R> (relacja R) spelnia warunek (formule) W, w ktérym nie wy-
stepuja symbole B i S (nie wystepuje symbol S), to system <B, S>
(relacja S) spelnia warunek, ktéry powstaje z formuly W w wyniku
zastgpienia w kazdym miejscu symbolu A symbolem B oraz sym-
bolu R symbolem S.
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Zgodnie z tym twierdzeniem kazda cecha danej relacji R (systemu
relacyjnego) przystuguje takze kazdej relacji izomorficznej z R — moéwigc
inaczej: cechy relacji sa niezmiennikami izomorfizmu. Twierdzenie T23
jest nazywane zasadniczym twierdzeniem o izomorfizmie®.

3. Teoria liczb kardynalnych

Po wprowadzeniu podstawowych poje¢ — réwnolicznosci zbioréw, mocy
zbioru, liczby kardynalnej — sg w tym podrozdziale scharakteryzowane
rodzaje zbiorow wyr6znionych ze wzgledu na liczno$é oraz wybrane re-
lacje w zbiorze liczb kardynalnych.

3.1 Réwnolicznosé zbioréw, pojecia mocy zbioru i liczby kardynalnej

Zamiast mowic, ze zbiory sa rownoliczne, mozna pro$ciej powiedzieé, ze
maja taka sama liczbe elementow. Pojecie rownolicznosci i oparte na nim
pojecia teorii zbioréw maja wiec intuicyjnie latwo uchwytne podstawy,
zbudowane na poréwnywaniu zbioréw skoniczonych, a zwykle zbiorow
o latwej do policzenia i por6wnania liczbie elementow. Udcidlenie i uogol-
nienie tych podstawowych poje¢ prowadzi jednak do wnioskow, posrod
ktorych sa twierdzenia zaskakujace ze zdroworozsadkowego punku wi-
dzenia.

Dwie nizej sformutowane definicje uscislaja w jezyku teorii mnogosci
pojecie rownoliczno$ci.

Dl.a A~,BoRel-1AD(R)=AAD,(R)=B;
D1.b A~Bo (VR)A~ B.

10" W ogblnym dowodzie tego twierdzenia trzeba uwzgledni¢ budowe formuly wyra-
zajacej symbolicznie warunek W, o ktérym w twierdzeniu mowa — zob. np. J. Shu-
pecki, L. Borkowski, Elementy logiki matematycznej i teorii mnogosci, dz. cyt.,
s. 194-197, a takze K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci. Wraz ze wste-
pem..., dz. cyt., s. 96—97. Twierdzenie to udowodnili A. Lindenbaum i A. Tarski
(zob. J. Shupecki, L. Borkowski, Elementy logiki matematycznej i teorii mnogosct,
dz. cyt., s. 197).
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Napis A ~_ B jest odczytywany: relacja R okazuje (stwierdza, ujawnia,
ustala) réwnoliczno$c zbioréw A oraz B. By tak byto, relacja R musi by¢
wzajemnie jednoznaczna, czyli musi by¢ funkcja wzajemnie jednoznaczng,
ktorej dziedzina jest zbior A, a przeciwdziedzing zbi6r B. Inaczej mozna
wiec powiedzie¢, ze R przeksztalca wzajemnie jednoznacznie zbior A na
zbibr B. Natomiast formula A ~ B jest skrotem wyrazenia: zbiory A oraz B
sa rownoliczne. Zbidr A jest wiec rownoliczny ze zbiorem B wtedy i tylko,
gdy istnieje funkcja wzajemnie jednoznaczna przeksztalcajgca zbior A na
zbior B, tj. taka, ktérej zbiorem argumentoéw jest zbior A, a zbiorem war-
toéci jest zbior B. W zapisach symbolicznych rownolicznoéci czesto stosuje
sie symbol rl zamiast ~ oraz notacje wskazujaca wprost, ze relacja stwier-
dzajgca réwnolicznoé¢ jest funkeja, piszacnp. A~ B, fe 1-1,f: A B.

Wobec rownosci x = x (**RIIL.2: A1), definicji relacji ograniczonej do
danego zbioru (**RIV.2: D4) oraz definicji funkcji i funkcji wzajemnie
jednoznacznej (**RIV.2: D10 i D14) sa w przypadku relacji identycz-
nosci I oczywiste nastepujace rownosci (ich symboliczne zapisy beda
przydatne w skroceniu dowodu kolejnego twierdzenia). W réwno$ciach
tych symbol I, jest skrotem symbolu I, tj. oznacza relacje identycznoSci
ograniczong do zbioru A.

|A?

Ll.a D(I,) = A; b. D,,)=A; c. I, e1-1,
LEatwo jest udowodnié¢ takze nastepujgce twierdzenie pomocnicze.

L2. a A~ A;
b A~,B=B~1A4;
¢ A~,BAB~,C=>A~,_C.

Dowo6d L2.a: Lemat ten wynika bezposrednio z L1 i definicji D1.a.
Dowod L2.b: Z zalozenia tego lematu tj. 1. A ~_ B oraz z D1.a wynika
2.Re1-1AD(R)=AAD,(R) =B,

a koniunkcja ta prowadzi do uznania, ze
3.R'e1-1AD(RH=BAD,(R)=A

{**RIV2: T16.1: R € 1-1; T5.1-2: D(R) = A, D ,(R) = B }, a zatem:
B~ A

Dowo6d L2.c: Zalozenie 1. A~ BAB~,C

jest, zgodnie z D1.a, rownowazne z:
2.Re1-1AD(R)=AAD,(R)=BorazSe 1-1AD(S)=BAD,(S) =C.
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Skoro obie te relacje sg wzajemnie jednoznaczne, wiec takze
3.SoR e 1-1 {**RIV.2: T16.2: 2}, a poniewaz
4.D,(R)=A,D,(R)=B=D,(S)iD,(S) = C {2}, wigc
5.D,(SoR)=AiD,(SoR)=C{*RIV:T15.2: R, S € 1-1, 3, 4},
azatem: A~, . C{D1l.a: 3,5}

W dowodach twierdzen kolejnego podrozdziatu beda takze odestania
do nastepujacych twierdzen pomocniczych:

L3. a (AxB)~(BxA);
b (A x{x}) ~A~A¥; {x}* ~ {x};
¢c A~-BAC~D=(AxC)~(BxD);
d (AAB)(VA,B)[A~A AB~B A(A nB)=0]

Dowdd L3a: Rownoliczno$cé zbiorow (A x B) oraz (B x A) ujawnia funk-
cja réznowartoéciowa f taka, ze D,(f) = (A x B), D,(f) = (B x A) oraz
(A <a, b> € (A x B)) f(<a, b> = <b, a>).
Dowdd L3.b: Rownoliczno$c A z iloczynem kartezjanskim (A x {x}) oka-
zuje funkcja f taka, ze dla dowolnego a € A: f(a) = <a, x>, a réwnolicz-
no$¢ A z rodzing A™ ujawnia funkcja f taka, ze dla dowolnego a € A:
f(a) = <x, a>; jako ze jest jedna tylko funkcja f odwzorowujaca dowolny
zbior A na zbiér jednoelementowy {x}, tj. taka, ze dla kazdego a € A:
f(a) = x, wiec funkcja F, taka ze F(f) = x, okazuje réwnoliczno$¢ zbiorow
{x}*1{x}.
Dowéd L3.c: Jesli A~ BiC ~ D, to funkcja h okre$lona na zbiorze
(A x C), o wartoSciach w (B x D) taka, ze dla kazdego <a, c> € (A x C),
h <a, ¢c> = <f(a), g(c)>, okazuje rownolicznoéé¢ zbioréow (A x C) oraz
(B x D).
Dowo6d L3.d: Natomiast by uznac¢, ze zawsze istnieja rozlaczne zbio-
ry rownoliczne z danymi, wystarczy dostrzec, Ze o ile x # y, to zbiory
(A x {x})i(B x {y}) sa rownoliczne ze zbiorami, odpowiednio, A i B oraz
(Ax{x}) N (B x{y)=2.m

Lemat L2 upraszcza dowdd nastepujgcego twierdzenia.

T1. Dla dowolnych zbioréw A, B, C jest tak, ze:
1 A~-A
2 A~-B=B-A;
3 A~-BAB~C=A~C.
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Dow6d T1.1: Relacja wymagana w D1.b do ogloszenia rownoliczno$ci
dowolnego zbioru A z nim samym jest, zgodnie z L2.a, I, tj. funkcja
identyczno$ci ograniczona do zbioru A.
Dowd6d T1.2: Z zalozenia, ze istnieje relacja R okazujaca rownoliczno$é
zbior6w A oraz B, na podstawie L2.b wynika, ze relacja R™ ustala row-
noliczno$¢ zbioréow B oraz A.
Dowdd T1.3: Jesli, zgodnie z zalozeniem tego twierdzenia i D1.b, ist-
nieja relacje R i S, takie ze R okazuje rownoliczno$¢ miedzy A i B, a S mie-
dzy zbiorami B i C, to zlozenie S o R tych relacji ujawnia rownolicznoéc
zbiorow A oraz C {L2.c}.®H

Mozna wiec, zgodnie z zapisami T1 powiedziec¢, ze relacja rowno-
licznosci jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, jest zatem, zgodnie
z **RIV.2: D17, oczywisty nastepujacy wniosek:

W1 Réwnolicznosé jest w dowolnej, lecz okres$lonej rodzinie zbio-
row A relacja rownosciowa: ~ € rown,.

Warto zwréci¢ uwage na zrelatywizowanie rownolicznoéci do okres-
lonej rodziny zbioroéw A. Wskazanie rodziny A, poprzedzajace wytyczanie
Kklas abstrakeji relacji rownolicznoSci, jest konieczne, pojecie niezrelatywi-
zowane bowiem, tj. zbioru wszystkich zbioréw réwnolicznych, prowadzi
do antynomii, poniewaz suma zbioru wszystkich zbioré6w réwnolicznych
z jakimkolwiek zbiorem niepustym byltaby zbiorem uniwersalnym w sen-
sie absolutnym, a pojecie takie, jak wiadomo, prowadzi do sprzecznosci.
W W1 natomiast mowa o klasach zbioré6w rownolicznych bedacych ele-
mentami ustalonej rodziny A.

Zamiast mowic, ze zbiory A oraz B sa rownoliczne, mowi sie, ze sa one
tej samej mocy albo Ze majg te samg liczbe kardynalna. Moce zbiorow A,
B, X ... beda oznaczane symbolami IAl, IBI, IXI, ... . W teorii mnogoSci,
z powodow wzmiankowanych w komentarzu do W1, nie okreéla sie mocy
(liczby kardynalnej) zbioru A jako klasy zbioréw rownolicznych ze zbio-
rem A. W ujeciach aksjomatycznych pojecie liczby kardynalnej (mocy)
zbioru jest oparte na pojeciu typu relacyjnego. Na przykltad w ujeciu wy-
wodzgcym sie od von Neumanna liczby kardynalne sa okreélane jako
tzw. liczby porzadkowe poczatkowe (liczby porzadkowe to typy relacyjne
zbioréw dobrze uporzadkowanych). Na $cisly zwigzek miedzy rowno-
licznoScig zbioréw a izomorfizmem odno$nych systeméw relacyjnych
wskazuje nastepujace twierdzenie, latwe do udowodnienia na podstawie
D1 oraz **RIV.2: D28b.2.
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T2 Zbiory A oraz B sa réwnoliczne wtedy i tylko, gdy systemy relacyjne
<A, A x A> oraz <B, B x B> s3 izomorficzne:
A~B< <A AxA>iz <B, B x B>.

Jesli przyjmie sie umowe, ze typ relacyjny systemu <A, A x A> be-
dzie nazywany liczba kardynalng zbioru A lub jego moca oraz oznaczany
symbolem IAl, to mozna stwierdzi¢, ze

T3.a Dla dowolnych zbioréw A oraz B jest tak, ze: A ~ B < IAl = IBI.

Dowod:

Dla kazdego systemu relacyjnego istnieje — zgodnie z **RIV.2: A1 —
dokladnie jeden jego typ relacyjny, a przy tym typy dwoch réznych
systeméw relacyjnych — zwane inaczej ich mocami lub liczbami kardy-
nalnymi — sa identyczne wtedy i tylko, gdy systemy te sa izomorficzne,
a izomorficzne sa wtedy i tylko, gdy — zgodnie T2 — zbiory A oraz B sa
rownoliczne.®

W poréwnaniu z ujeciem ogdlnym, aksjomatycznym, naszkicowane
w tym punkcie ujecie mocy zbioréw (liczb kardynalnych) jest bardzo
uproszczone. Uproszczenie jest konieczne chocby dlatego, Ze nie zostala
przedstawiona teoria typow i liczb porzadkowych (nie liczac prowadza-
cych w te strone **RIV.2: D28.a2; W4; A1l). Powodem wazniejszym
jest to, ze upraszczajace mowienie o mocach zbiorow (liczbach kardynal-
nych) jest dla potrzeb tego opracowania wystarczajace oraz jest zgodne
z przyjetym, juz w rozwazaniach rozdziatu *RIV.3, rozumieniem zbioru
uniwersalnego, tj. jako uniwersum zrelatywizowanego do kontekstu
rozwazan.

Zgodnie z tym uproszczeniem przyjmijmy, ze okreSlone uniwer-
sum U jest zbiorem nieskoniczonym, oznaczmy symbolem K rodzine
wszystkich podzbioréw zbioru U (**RIV.1: D3), tj.

*) K = Pot(U),

oraz ograniczmy relacje rownoliczno$ci ~ do rodziny K. W analizach tak
skonkretyzowanych mozna juz, bez grozby sprzecznos$ci, méwic o klasach
abstrakeji relacji rownolicznosci, a dokladniej — o klasach abstrakeji re-
lacji ~ ., cho¢ w celu uproszczenia niektorych zapisow symbolicznych
bedzie tez stosowany symbol ~. Zgodnie z **RIV.2: D18, jesli X € K, to
[X], _jest klasa abstrakeji relacji rownolicznosci w rodzinie K wyznaczona
przez zbior X, tj. podzbiorem rodziny K zawierajacym wszystkie zbiory
rownoliczne ze zbiorem X. Klasa abstrakeji [X],, _ bedzie nazywana moca
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zbioru X i oznaczana, zgodnie z wcze$niej uzasadniong i wyzej stosowanag
juz notacja, symbolem IXI:

D2 IXI = [X],_

Jak wiadomo
(**) JezeliR e rown, oraz X, y € A, to [x]A’R = [y]A’R S XRy
{**RIV2: T18.3}.
Poniewaz poprzednik implikacji (**) jest prawdziwy dla X, Y € K i rela-
cji ~IK {W1}, wiec na podstawie D2 mozna stwierdzi¢, ze:

T3.a’ Dla dowolnych zbioréow A, B € K jest tak, ze: IAl = IBl < A~ B.

Jak widaé, T3.a’ jest konkretyzacja T3.a wlasciwa dla ograniczenia relacji
rownolicznosci ~ do ~ ...

Do wprowadzenia pojecia liczby kardynalnej w rozwijanym tu ujeciu
jest potrzebne pojecie zbioru ilorazowego, czyli klasy klas abstrakeji wy-
znaczonych przez dana relacje rownosciowa i wszystkie elementy zbioru
bedacego polem tej relacji (**RIV.2: D19). Dla relacji rownolicznos$ci
ograniczonej do klasy K — a relacja ta, zgodnie z W1, jest rbwno$ciowa —
zbior ten jest okre$lony nastepujaco:

***) YeK/~ o (VXeKY=[X] .

Zbior ilorazowy K/~ jest wigc rodzing zbioréw bedacych klasami
abstrakgeji relacji rownoliczno$ci w rodzinie K, czyli elementy kazdego ze
zbioréw rodziny K/~ sa rownolicznymi podzbiorami wybranego uniwer-
sum U. Zbior LK jest ogétem liczb kardynalnych — méwiac dokladniej,
jest ogodlem liczb kardynalnych zrelatywizowanym do U (ogélem liczb
kardynalnych w U). Pamigtajac o tej relatywizacji, zamiast Lk , mozna
uzywac prostszego symbolu Lk:

D3 Lk=K/~,.

Z definicji mocy zbioru D2 oraz okreslenia (***) zbioru K/ ~ < Wynika,
ze kazda liczba kardynalna jest mocg jakiego$ zbioru (liczby kardynalne,
zgodnie z tradycyjna symbolika, bedg oznaczane malymi literami alfabetu
gotyckiego):

T3.b> melLk< (VX eK)m=IXI.

Jest tez prawdziwa implikacja, ze moc dowolnego zbioru nalezacego
do K jest liczba kardynalna:
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T3.¢ Y e K=Yl e Lk.

Dowod:

Rzeczywiscie, podstawieniem T3.b’ jest rownowazno$é
1.IYIe Lk (VX e K)IYI=IXI. Niech 2. Y € K, alYl jest mocg zbioru Y.
Zastosowanie definicji kwantyfikatora o ograniczonym zakresie (**RII.2:
D1.b) i reguly DV do koniunkcji Y € K A IYl = IYl prowadzi do uznania
3. (VX e K) IXI = 1Yl, a zatem: IYl € Lk {RO@: 1,3}.m

W ujeciu ogoblniejszym od tu rozwijanego dowodzi sie twierdzen, ze
dla kazdego zbioru istnieje dokladnie jedna liczba kardynalna bedaca jego
moca oraz dla kazdej liczby kardynalnej istnieje zbior, ktoérego moca jest
ta liczba kardynalna.

T3.b (AA)(V, m) m=IAl;
T3.c (A m)(VA) m=IAl

Moce zbioréw mozna wiec nazywa¢é liczbami kardynalnymi i odwrot-
nie. Stosujac pojecia mocy zbioru i liczby kardynalnej, warto jednak pa-
mietaé, Ze oba te pojecia upraszczaja tylko formulowanie tego, co da sie
powiedzieé bez nich, stosujac pojecie réwnolicznosci (por. uwagi do W1
i T3.a).

3.2 Rodzaje zbiorow ze wzgledu na licznosé

W uwagach wprowadzajacych do tego podrozdziatu byta juz mowa o tym,
ze pojecie rownoliczno$ci ma intuicyjne podstawy w licznosci, tj. liczbie
elementow zbioréw skonczonych. Dotyczy to takze poje¢ opartych na
pojeciu réwnolicznosci, tj. poje¢ mocy zbioru i liczby kardynalne;j.

3.2.1 Zbiory skorniczone i nieskoriczone

Rozroéznienie podstawowe, takze intuicyjnie, to zbidr skonczony vs zbior
nieskonczony. Pojecia te sa sprzeczne, dlatego okreslenie jednego z nich
dostarcza definicji drugiego, w ktorej jest negacja cztonu okreslajacego
definicji wyjéciowe;.

D4.a A jest zbiorem skonczonym wtedy i tylko, gdy (V n € W) IAl = n.
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Zgodnie z D4.a moca (liczbg kardynalng) zbioru skonczonego jest
liczba naturalna, a przy tym moca zbioru pustego jest liczba 0, a moca
niepustego zbioru n-elementowego jest liczba n € " wieksza od 0. Postu-
gujac sie negacjg, otrzymujemy definicje zbioru nieskonczonego.

D4.b Ajestzbiorem nieskoniczonym wtedyitylko, gdy ~(V n e N) IAI=n.

Zbior nieskonczony jest wiec zbiorem takim, dla ktérego nie istnieje liczba

naturalna bedaca jego moca (jego moca nie jest zadna liczba naturalna).
Od matematyka niemieckiego R. Dedekinda pochodzi definicja zbioru

nieskonczonego niezalezna od pojecia liczby naturalne;j.

D5.a Ajestzbiorem nieskoniczonym wtedy i tylko, gdy istnieje podzbior
wlaséciwy B zbioru A taki, ze B ~ A.

W mysl tej definicji podzbior nieskonczony to taki, ktory jest rowno-
liczny ze swoim podzbiorem wlasciwym, tj. takim, ze B < A A B = A (zob.
uwagi do **RIV.1: D2) — tak zdefiniowane zbiory nieskoniczone nazywa
sie nieskonczonymi w sensie Dedekinda. Tak jak dla D4 okreslenie zbioru
w tym sensie skonczonego otrzymuje sie przez negacje.

D5.b Ajest zbiorem skonczonym wtedy i tylko, gdy nie istnieje podzbior
wlasciwy B zbioru A taki, ze B ~ A, czyli zbior A jest skoniczony,
gdy nie jest réwnoliczny z zadnym swoim podzbiorem wlasciwym.

Mozna okazaé, ze D4 oraz D5 s3 rbwnowazne, a wiec ze zbiory
skonczone/nieskoniczone rozumiane zgodnie z D4 to zbiory skonczone/
nieskonczone w sensie Dedekinda. Skladnikiem uzasadnienia tej réwno-
wazno$ci jest implikacja:

T4 Jezeli (V n € N) IAl = n, to nie istnieje podzbior wlasciwy B zbio-
ru A taki, ze B ~ A.

Dowod:

Jedli 1Al = 0, tj. A = I, to na pewno nie istnieje podzbior wlasciwy
zbioru A, czyli twierdzenie jest prawdziwe. Gdy natomiast dla dowolnego
zbioru A, takiego ze IAl = n > 0 dolaczy sie zatozenie dowodu niewprost,
tj. ze istnieje podzbidr wlaéciwy B < A roéwnoliczny z A, wtedy uzyskuje
sie sprzeczno$¢. Nawet bowiem gdy istnieje jeden tylko element x zbio-
ru A, ktory nie jest elementem zbioru B — a istnienie takiego elementu
jest niezbedne dla: Bc A A A # B{ZE} — wtedy: A={a, a,, .., a_,, X},
B={a,a,..,a_,},czyliBjestrownolicznezA’={a , a,, ..., a_,} (relacja
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ujawniajgcg rownoliczno$c jest identycznos$é) oraz — zgodnie z zaloZzeniem
niewprost — jest rownoliczny z A, a wobec tego A ~ A’ {T1.3}, co jest
sprzeczne z zalozeniem, ze IAl = n.A

Zgodne z TR przeksztalcenie T4 prowadzi do wniosku:

W2 Jezeli istnieje podzbiér wlasciwy B zbioru A taki, ze B ~ A, to
~(VneN)IAl=n.

W dowodzie kolejnego twierdzenia, niezbednego do okazania rowno-
waznoéci D4 i D5, tj. implikacji odwrotnej do W2, trzeba sie odwolaé
do tzw. aksjomatu wyboru (pomijam symboliczny zapis tego aksjomatu)
oraz do twierdzenia T5!,

A1 Dla kazdej niepustej rodziny zbioré6w niepustych i parami rozlacz-
nych istnieje zbidr, ktéry ma doktadnie jeden element wspdlny z kaz-
dym zbiorem danej rodziny.

T5 Jezeli ~(V n € W) IAl = n, to istnieje podzbior wlasciwy B zbio-
ru A taki, ze B ~ A.

Bezposrednim wnioskiem z T5 jest:

W3 Jezeli nie istnieje podzbior wlasciwy B zbioru A taki, ze B ~ A, to
(VneN)IAlI=n.

Odczytanie T4, W2, T5 i W3 w konteksécie D4 i D5 prowadzi do
nastepujacych wnioskow (w ich zapisie zbiory skonczone i nieskoniczone
rozumiane zgodnie z D4 sa oznaczane skrotami S i NS, a rozumiane
zgodnie z D5 — symbolami S i NS_):

W4.a S=S, {T4};
b NS_,= NS (W2},
¢ NS= NS, {T5};
d S,=S {W3}.

Whnioski W4a—d sa podsumowane w kolejnym twierdzeniu.

T6 Zbior A jest: skonczony w rozumieniu D4 < jest skoficzony w sen-
sie D5; nieskoniczony w sensie D4 < jest nieskoficzony w znacze-
niu D5.

1 Dowdd jest np. w J. Stupecki, L. Borkowski, Elementy logiki matematycznej i teorii
mnogosci, dz. cyt., s. 189—190. Aksjomat ten jest oméwiony w **RIV.4.2.2.
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3.2.2 Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne

Roéwnolegle do podziatu zbiordw i ich mocy na skoniczone i nieskoniczone
dzieli sie liczby kardynalne na skoficzone i tzw. pozaskonczone, czyli moce
zbioréw nieskonczonych. Posrod liczb pozaskoniczonych dwie sa w wielu
analizach teorii mnogo$ci podstawowe: moc zbioru liczb naturalnych,
tradycyjnie oznaczana symbolem X (alef zero) oraz moc og6tu liczb rze-
czywistych, oznaczana symbolem ¢ i nazywana moca kontinuum.

D6. a X, =INI;
b c=IRI

Na podstawie T3 liczby te mozna zdefiniowa¢ rownowazno$ciowo:

a 1A= R, < A~ N;
b IAl=ceA~R.

Liczba kardynalna X jest wigc mocg kazdego zbioru réwnoliczne-
go z ogodlem liczb naturalnych, a liczba kardynalna ¢ jest moca kazdego
zbioru réwnolicznego ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych. Rozwi-
jajac okreélenie D6.a’ zgodnie z definicja D1.1, mozna powiedzie¢, ze
zbior A jest rownoliczny ze zbiorem NV wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
funkcja f wzajemnie jednoznaczna przeksztalcajaca zbior A na zbidr V.
Woéwczas funkcja odwrotna f! takze jest wzajemnie jednoznaczna
{**RIV.2: T15.1} i jest — zgodnie z **RIV.2: D15.1 — ciagiem nieskon-
czonym, ktérego dziedzing jest zbidr liczb naturalnych, a zbiorem warto$ci
(zapasem ciagu) jest zbi6r A, a dokladniej: f* przyporzadkowuje kazdej
liczbie naturalnej i dokladnie jeden element zbioru A (oznaczany jako a,).

T7 IAl = X wtedy i tylko, gdy istnieje cigg nieskonczony {a;: 1 € N}
o wyrazach niepowtarzajacych sig, taki ze {a,, a;, a, }=A.

Zbiory skonczone i zbiory mocy X sa zwane przeliczalnymi, a pozo-
stale nazywa sie nieprzeliczalnymi.

D7 Zbior A jest przeliczalny wtedy i tylko, gdy A jest zbiorem skonczo-
nym lub IAI =X .

Bezpos$rednim wnioskiem z definicji D7 zbioru przeliczalnego oraz
twierdzenia T3 jest:
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W5.a Zbidr rownoliczny ze zbiorem przeliczalnym jest przeliczalny.

W kolejnym wniosku jest wskazanych kilka przyktadow zbiorow prze-
liczalnych bedacych podzbiorami zbioru V.

W5.b Do zbioréw nieskonczonych przeliczalnych, tj. zbiorow mocy X,
naleza np.:
(i) zbiér liczb naturalnych wiekszych od dowolnej (ustalonej) liczby
naturalnej k;

(i) v - {0};
(iii) ogo6l liczb naturalnych parzystych;
(iv) zbior liczb naturalnych nieparzystych;

(v) zbidr liczb catkowitych ujemnych.

Dowéd:

By okaza¢, ze kazdy z tych zbiorow jest mocy X, wystarczy — zgodnie
z D6.a’ — okresli¢ funkcje ustalajaca rownolicznosé zbioru N z danym
zbiorem, czyli — w my$l T7 — okre§li¢ nieskonczony ciag, ktorego zapas
{a,, a;, a, }jestz danym zbiorem identyczny. Wspdlne dla przyktadow
(i)—(iii) jest to, ze dziedzinag funkcji ustalajgcej rownoliczno$c i ukladaja-
cej elementy wymienionych zbioré6w w nieskonczone ciagi o wymaganych
wlasno$ciach jest zbiér V'; natomiast w przyktadach (iv) i (v) dziedzina
funkcji ustalajacej rownoliczno$é jest zbidor &— {0}.

W przykladach (i)—(iii) funkcje okazujace réwnolicznosé sadlai e v
okreslone nastepujaco:

(i) f(1) = i + k +1, a kolejne wyrazy ciggutoa, =k + 1,a, =k + 2,
a,=k+3,a,=k+4,.;

(i) f@) =i+ 1,aciggtoa,=1,a,=2,a,=3,a,=4, ..;
Warto dostrzec, ze rownos¢ IV — {0}l = X, mozna uzyska¢ na podstawie
(i) dla k = 0, bo zbiér & — {0} jest identyczny z {i € NV': i > 0};

(iii) (1) = 2 - 1, a wyrazy ciggu toa, = 0,a, = 2,a,=4,a, = 6, ...;
Dla (iv) i (v) funkcje sa dlai € ¥ — {0} wyznaczone nastepujaco:

(iv)f)=2-1-1,ciag:a, =1,a,=3,a,=5, ..;;

(V) f() = -1, cigg:a, =-1,a,=-2,a,=-3, ... .1

Poniewaz elementy zbioru przeliczalnego skoficzonego, nawet jedno-
elementowego, rowniez mozna utozy¢ w ciagg nieskonczony (por. uwagi do
**RIV.2: D15), lecz o powtarzajacych sie wyrazach, wiec jest tatwo w kon-
tekécie T7 i D7 dostrzec, ze jest prawdziwa nastepujaca rownowaznos¢é:

239



OGOLNA TEORIA MNOGOSCI

T8 Niepusty zbior A jest przeliczalny wtedy i tylko, gdy istnieje cigg
nieskonczony, ktérego zapasem (zbiorem wyrazow) jest A.

Wskazanie (skonstruowanie) dla zbioru A ciagu, o ktérym mowa
w tym twierdzeniu, pozwala wiec uznac zbior A za przeliczalny. Okreslenie
takiego ciagu (zasad jego ukladania) jest wykorzystywane w dowodach
wielu twierdzen o zbiorach przeliczalnych. Zostanie rowniez wykorzystane
w dowodach nastepujacych twierdzen.

T9. a Dowolny podzbiér zbioru przeliczalnego jest przeliczalny;

b Suma dwdch zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym;

¢ Suma dowolnej skonczonej liczby zbioréow przeliczalnych jest
zbiorem przeliczalnym;

d Suma nieskoniczonej przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych
jest zbiorem przeliczalnym;

e TIloczyn kartezjanski dwoch zbioréw przeliczalnych jest przeli-
czalny.

Dowod T9.a: Niech, zgodnie z zalozeniem: (i) B jest zbiorem przeli-
czalnym oraz (ii) Ac B i A = B (dla A = B twierdzenie to jest oczywiste).
Poniewaz dowolny zbiér moze byé skoniczony albo nieskonczony {D4},
a w sytuacji, gdy zbior A lub zbioér B jest zbiorem skonczonym, widaé, ze
twierdzenie to jest spelnione, wiec pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy
1.1 zbiory A oraz B s3 nieskonczone. Poniewaz B jest zbiorem przeli-
czalnym, wiec 1.2 istnieje ciag nieskonczony f taki, ze (i € N): f(0) = b,
f(1) = b, ..., f(D= b, ... {T8: (i)}. Wobec tego 1.3 istnieje takze ciag g,
ktorego zapasem jest zbior A taki, ze (i € V): g(0) = a,, g(1) = a,, ...,
g(i) = a, ... By ulozy¢ elementy zbioru A w ciag nieskonczony g, wystarczy
wybra¢ z ciaggu b, b , ..., b,, ... te tylko wyrazy, ktore sg identyczne z kto-
ryms$ elementem zbioru A i nie zmieniajac ich uporzadkowania, utworzy¢
znichcigga,a,, ..., a, ..., przy czym g(0) = a, jest takim elementem zbio-
ru A, ktory w ciagu b, b , ..., b, ... poprzedza wszystkie inne wyrazy tego
ciggu bedace elementami zbioru A, nastepny wyraz, tj. g(1) = a, to ele-
ment zbioru A, ktory w ciggu f jest, uwzgledniajac tylko elementy zbioru A,
poprzedzony tylko przez wyraz a, itd. (mozna takze powiedzie¢, ze ciag
a, a, ..., a, ... jest funkcja czesciowq g — rozumiang zgodnie z **RIV.2:
D15.3 — taka, ze g = f‘lI » . funkeja czedciowa funkeji ' ograniczonej
do A). Wobec 1.3 i T8 twierdzenie to jest spelnione takze w sytuacji, gdy
A i B sa nieskonczone, o ile — zgodnie z (i) — zbior B jest przeliczalny.
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Dowdd T9.b: Poniewaz w sytuacji, gdy ktory$ z danych zbioréow jest
pusty, twierdzenie jest oczywiste, wiec pozostaje zbadac przypadek, gdy
1.1 oba zbiory sa niepuste oraz — zgodnie z zalozeniem — oba sg przeli-
czalne. W mys] T8: 1.2 istnieje wtedy ciag nieskonczony a, a,, ..., &, ...,
ktorego zapasem jest zbior A oraz istnieje cigg nieskonczony b, b, ..., b,
..., ktorego zapasem jest zbior B. Elementy sumy A U B mozna wiec uto-
zytwcigga, b, a, b, a,,b,, ..., a,b,..; suma ta jest wiec przeliczalna.
Dowdd T9.c: Twierdzenie to wynika z T9.b (jest uogélnieniemnan e v
zbioréw).

Dowd6d T9.d: W dowodzie tego twierdzenie trzeba skorzystac z aksjo-
matu wyboru i tzw. metody przekatnej (in. — przekatniowej). Zgodnie
z zalozeniem kazdy ze zbiorow A, A, ..., A, ..., 1 € IV jest przeliczalny,
dla kazdego z nich istnieje wiec zbior ciagdw nieskonczonych, ktérych
zbiorem wyrazow jest zbior A,. Korzystajac z A1, z kazdego z tych zbiorow
ciagow wybiera si¢ dla kolejnych zbioréw A, jeden ciag i uklada wybrane
ciagi w nastepujacy uklad ciggéw nieskonczonych (nazywany takze cig-
giem podwdjnie nieskoniczonym).

Ayt Ay Appr Qs Bpgs oo
Al: alO’ all’ a12’ alS’
A2: a20’ a21’ a22’ a23’ N
AS: aSO' a31’ a32’ a33’

..., ©, mozna ustawié¢ w ciag nieskonczony wedlug kolejnych przekatnych
uzyskanego ukladu: pierwsza przekatna zawiera tylko element a, druga
elementy a , i a,, trzecia: a,, a,,, a,, itd. Uzyskuje si¢ w ten sposob ciag
nieskonczony: a,;, a,,, &, yyr A5 Aygr By 8,y --o, KtOTEZO Wyrazami sg
wszystkie elementy sumy U A, 1= 0, ..., o. Suma ta jest zatem przeliczalna.
Dowo6d T9.e: Dowdd tego twierdzenia jest oparty na nastepujacym

lemacie:
L4 (W xN)~N.

Dowo6d L4: W dowodzie tego lematu mozna zdefiniowaé funkcje od-
wzorowujaca wzajemnie jednoznacznie iloczyn kartezjanski (V x M) na
zbior liczb naturalnych &V, istnienie takiej funkcji daje bowiem — zgodnie
z D1 — podstawe do ogloszenia, ze (W x N) ~ N'2, Dow6d mozna jednak

12 Funkcja taka jest zdefiniowana np. w K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mno-
gosci. Wraz ze wstepem..., dz. cyt., s. 107.
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oprze¢ takze na bardziej obrazowej konstrukeji ciggu nieskonczonego
wyczerpujacego elementy zbioru (V x N). Elementy tego zbioru mozna
mianowicie utozy¢ w uktad podwdjnie nieskoniczony (*):

<0, 0>, <0, 1>, <0, 2>, <0, 3>, ...

<1,0>,<1,1>, <1, 2>, <1, 3>, ...

<2,0>,<2,1>,<2,2>,<2,3>, ...

A nastepnie, stosujac metode przekatniowa, utworzy¢ cigg nieskonczony
wedlug kolejnych przekatnych ukladu (*), tj.:
(**) <0, 0>, <0,1>,<1,0>, <0, 2>, <1, 1>,<2,0>,<0,3>,<1,2> ...

Skonstruowanie (istnienie) ciggu (**) §wiadczy o tym, ze zbior (V' x N')
jest przeliczalny {T8}, a poniewaz jest zbiorem nieskoniczonym, wiec
(W x N) ~N {D7, D6} — co konczy dowod L4.

Wracajac do dowodu T9.e, mozna stwierdzi¢, ze: Jesli A i B sg zbio-
rami przeliczalnymi i co najmniej jeden z nich jest skoniczony, to zbior
(A x B) jest rownoliczny z podzbiorem (N x '), a wiec z podzbiorem
przeliczalnego zbioru NV, czyli jest — w my$l T9.a — zbiorem przeliczal-
nym. Jesli natomiast zbiory A i B sa przeliczalne i nieskonczone, to — zgod-
niezD7,D6.aiT3.a—A~N,B~N,czyli (A x B) ~ (W x W), ajako ze
(W x N) ~ N {L4}, wiec (A x B) ~ IV, co znaczy, ze iloczyn ten jest
przeliczalny.m

Whnioskami z tych twierdzen oraz definicji zbioru przeliczalnego sa:

W6.a Suma zbioru skoniczonego i przeliczalnego jest przeliczalna;
b Suma przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych jest zbiorem
przeliczalnym.

Whniosek a wynika z D7 i T9.b, a wniosek b jest konsekwencja D7
oraz T9.c i T9.d.

Dotychczasowe ustalenia dotyczace kategorii zbioréw skonczonych
inieskonczonych oraz przeliczalnych i nieprzeliczalnych warto krotko pod-
sumowac. Mianowicie kazdy zbior skonczony, takze pusty, jest przeliczalny
w sensie D7; warunek — widoczny w T8 — ,istnieje cigg nieskoniczony,
ktorego zapasem (zbiorem wyrazow) jest A” wyr6znia wszystkie zbiory
przeliczalne z wyjatkiem zbioru pustego; a warunek — zapisany w T7 —
Histnieje taki ciag nieskonczony o wyrazach niepowtarzajacych sie, ze
{a,,a,,a,, }=A”wyrozniazbiory przeliczalne rownoliczne ze zbiorem V.
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Ogolnie mozna wiec powiedzieé, ze zbiory nieskonczone dziela sie na prze-
liczalne i nieprzeliczalne, a poérod przeliczalnych sa zbior pusty, niepuste
zbiory skonczone oraz nieskoniczone zbiory rownoliczne ze zbiorem liczb
naturalnych, czyli — méwigc bardzo swobodnie — zbiory o liczbie elemen-
tow takiej, ze nie ma czego liczy¢; zbiory, ktérych elementy da sie policzy¢
w skonczonym czasie; oraz — ktore trzeba by liczy¢ w nieskoniczono$c.

Kategoria zbioréw nieskonczonych nieprzeliczalnych jest reprezen-
towana przez zbior liczb rzeczywistych R. Zgodnie z przypomnianymi
wyzej umowami moc tego zbioru, zwana mocg continuum, jest oznaczana
przez ¢, a wiec kazdy zbiér réwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych jest
mocy continuum: Al = ¢ < A ~ R (D6). Poniewaz nie ma watpliwo$ci
co do tego, ze zbiér R nie jest skonczony, wiec by stwierdzié, ze jest nie-
przeliczalny, wystarczy — w mysl D7 — okazad, ze jego moc jest r6zna od
mocy zbioru liczb naturalnych, a wiec ze:

T10 c#X,

Dowdd:

Da sie okaza¢, ze przypuszczenie
1. ¢= X {zdn.}
prowadzi do sprzecznos$ci. Gdyby obie te liczby kardynalne byly rowne,
to — zgodnie z T7 —
2. Istnieje nieskonczony ciag {x;, X,, ..., X;, ...} 0 niepowtarzajacych sig
wyrazach taki, ze kazda liczba rzeczywista jest wyrazem tego ciagu, tj.
X Xys eons X;» . =R
Poniewaz — co wiadomo z teorii liczb rzeczywistych — kazda liczba rze-
czywista ma dokladnie jedno rozwiniecie wlasciwe na ulamek dziesietny
nieskonczony (wlasciwe, tj. takie, w ktorym poczawszy od ktorego$ miej-
sca rozwiniecia nie powtarza sie cyfra 9, cho¢, co oczywiste, moze sie
powtarzac cyfra 0), wiec:
3. kolejne wyrazy ciagu {x,, X,, ..., X;, ...} da si¢ przedstawi¢ w postaci
nieskonczonego ukladu (*) nastepujacych nieskonczonych ciggdw:
*) X CoYin Yip Yy o

X2: C2’ y21' y22’ y23’ oo

XS: C3’y31’ y32’ y33’ b
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przy czym w reprezentujacym liczbe rzeczywistg x; ciggu c; to czeS¢ cal-
kowita, a y;,, y;,, Y3, --- to Kolejne cyfry rozwinigcia dziesigtnego liczby x;.
Da sie okresli¢ liczbe x taka, ktora jest liczba rzeczywista, a wiec na-
lezy do ciagu {X, X,, ..., X;, ...}, a jednoczes$nie jest rozna od kazdej z liczb
uktadu (*), czyli nie nalezy do ciggu {X,, X,, ..., X;, ...}J.
4. Niech: x: 0,d, d,, d,, ...,
aprzy tym dlakazdegoj=1:d =0, gdyy; # Oorazd, =1, gdy y; = 0 {def.}.
Rzeczywiscie, jest widoczne w kontekscie definicji liczby x oraz przy-
jetego w 3. sposobu reprezentowania liczb rzeczywistych, ze x jest licz-
ba rzeczywistg, a wigc jest elementem ciggu nieskonczonego {x,, X,,
X;, ...}, 0 ktorym mowa w 2, a jednoczesnie liczba ta jest zdefiniowana
tak, ze rozni sie od kazdej z liczb reprezentowanych w ukladzie (*), czyli
nie jest elementem ciggu {x,, X,, ..., X ...}. Zrodlem tej sprzecznosci jest
twierdzenie o istnieniu nieskonczonego ciagu {x,, X,, ..., X;, ...} 0 niepo-
wtarzajacych si¢ wyrazach takiego, ze {x,, X,, ..., X;s ...} = R, twierdzenie
uzyskane z zalozenia 1.1
Jest zatem oczywisty {D7, T10} wniosek, ze:

W7.a Zbior liczb rzeczywistych R jest nieskoficzonym zbiorem nie-
przeliczalnym.

Do nieskonczonych zbioréw nieprzeliczalnych nalezy takze ogot (zbior
wszystkich) ciagéw nieskonczonych o wyrazach czerpanych ze zbioru liczb
naturalnych .

T11 Zbioér C wszystkich nieskonczonych ciggoéw liczb naturalnych jest
nieprzeliczalny.

Dowod:

Dowod tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu T10. Zalozenie

1. zbidr C jest przeliczalny {zdn.},

znaczy, ze C jest zbiorem skoficzonym lub ICI = & {D7}. Poniewaz nie jest
mozliwe, by C byl zbiorem skonczonym — na przyklad zbior wszystkich
ciagbw takich, ze jedynym powtarzajacym sie wyrazem kolejnego ciagu
jest kolejna sposrod liczb naturalnych bytby nieskoficzonym podzbiorem
wlaéciwym skonczonego zbioru C — wiec:

2. zbior C jest nieskonczonym zbiorem przeliczalnym, tj. ICl = X .
Zgodnie z T7:
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3. wszystkie elementy (ciagi) zbioru C da sie ulozy¢ w cigg nieskonczony
{c,. ¢,, ..., C, ...}, a kolejne wyrazy tego ciggu sa uwzglednione w nieskon-
czonym ukladzie (**) ciagéw nieskonczonych:

(**) Ciny, N, Ny, e

Cyl Ny Nyyy Ny e
Cst Ngyy Ny, Ny,
CJ nll’ nj2‘ nJ3’

4. Niech cigg nieskonczony liczb naturalnych ¢ = {n,, n,, ..., n, ...} jest
taki, ze dla kazdego j > 1: n=n;+ 1 {def.}.

W réwnosci tej n; jest kolejng liczbg przekgtnej ukladu (**), tj. n,,,
N,y Ny, ..., poniewaz jednak wyraz n; ciggu ¢ jest rézny od n;, (jest wigkszy
o 1), wiec ciag c jest r6zny od kazdego z ciagow ukladu (**), czyli nie jest
elementem zbioru C (ktéry zawiera wszystkie i tylko elementy z (**)),
a jednocze$nie jako nieskonczony ciag liczb naturalnych jest elementem
zbioru C.m

Da sie okaza¢, ze Swiat roznorodnych liczb kardynalnych pozaskon-
czonych jest nieporéwnanie bogatszy od ogo6tu liczb skonczonych. Dla
uwiarygodnienia tego ogolnikowego twierdzenia oraz przyblizenia skali
Swiata liczb kardynalnych przydatne jest nastepujace twierdzenie, zwane
twierdzeniem o przekatnej i dajgce podstawe wielu dowodom, w ktoérych
metoda przekatniowa jest stosowana'®,

T12 Jezeli f jest funkcjg oraz D (f) A, D, (f)  Pot(A), to zbior
R={xeD,f:x ¢ f(x)} ¢ D, (D).

Dowéd:
Z okreSlenia zbioru R wynika, ze
1L.(Axe DM [x e R x ¢ f(X)]).
Przypuszczenie, ze 2. R € D, (f) {zdn.}, tj. ze 3. (V x € D,(f)) [f(x) = R]
prowadzi do sprzecznosci: X, € RA X, ¢ R{RZ_: OA: 1, OV: 3}.
Zatem (A x € D(f) [f(x) # R]{~V: 3 = sprz.}.®

Thimaczac zapis symboliczny T12, mozna powiedzie¢: jesli dowolna
funkcja f przyporzadkowuje elementom zbioru A podzbiory tego zbioru,
to zawsze istnieje taki podzbior A, ktory nie jest warto$cia danej funkcji,

13 Dowody twierdzen T12-T17 oraz przyklad obrazujacy skale liczb kardynalnych
sg wzorowane na dowodach i przykladach podanych w: K. Kuratowski, A. Mostow-
ski, Teoria mnogosci. Wraz ze wstepem..., dz. cyt., s. 181-183.
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nie jest elementem jej przeciwdziedziny, czyli zbioru wartosci. Inaczej
moéwiac, zadna funkcja f przeksztalcajaca jakikolwiek podzbidr zbio-
ru A (takze zbiér A) w zbiér Pot(A) nie przeksztalca danego podzbioru
zbioru A na zbiér Pot(A), a wigc nawet jesli jest tak, ze f: A -» Pot(A),
to nie jest tak, ze f: A ->  Pot(A).

Twierdzenie to zostanie wykorzystane do okazania, ze wiele jest roz-
nych liczb kardynalnych pozaskonczonych. W sformulowanych nizej
twierdzeniach i uwagach o skali liczb kardynalnych beda takze odwo-
lania do pojeé juz znanych, tj. przeciwdziedziny (zbioru wartos$ci) funk-
¢ji, zbioru potegowego zbioru A oraz sumy rodziny zbioréow A (**RIV.2:
D12.1 i **RIV.1: D3, D6.a4). Suma rodziny zbioréow A bedzie ozna-
czana w sposOb wczesniej (i zwykle) stosowany, tj. przez UA, tak jak
dotychczas, tj. przez f(A), bedzie symbolizowany zbiér wartosci funkcji f
dla argumentdéw ze zbioru A, natomiast zbior potegowy zbioru A bedzie
w ponizszych rozwazaniach oznaczany rowniez symbolem P(A), bedacym
skrotem symbolu Pot(A) (inne oznaczenie, tj. 24, utrudnia konstruowanie
potrzebnych napis6w), a przy tym zamiast pisa¢ P(P(A)), bedzie stoso-
wany skrot P2(A), a ogblniej: P(A).

T13 Zbior Pot(A) nie jest rownoliczny z zadnym podzbiorem zbioru
A — takze z A.

Dowod:

Przypuszczenie, ze 1. zbior Pot(A) jest rownoliczny z jakim$ podzbio-
rem zbioru A {zdn.} jest rbwnowazne twierdzeniu, ze 2. istnieje funkcja
wzajemnie jednoznaczna, ktorej dziedzing jest podzbidr zbioru A, a zbio-
rem wartoSci jest rodzina Pot(A) {D1: 1} — co jest sprzeczne z twierdze-
niemT12. W

Kolejny wniosek jest zrozumialy w kontek$cie T13 oraz wczeéniej-
szych ustalen co do rozumienia zbioréw nieskonczonych i przeliczalnych.

W7.b (i) Zbiér Pot(NV) nie jest rownoliczny ze zbiorem liczb natural-
nych V;
(ii) Zbior Pot(NV) jest nieskoniczonym zbiorem nieprzeliczalnym.

Dowéd:
Twierdzenie (i) jest bezpos$rednia konsekwencja prawidtowosci T13,
poniewaz dotyczy ona takze zbioru V.
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Jesli chodzi o W7.b(ii), to wobec (i) jest oczywiste, ze IPot(WV)l = IV
{T3.a}, co znaczy, ze IPot(M)l # X, a poniewaz zbiér Pot(NV) jest nie-
skonczony, wiec — zgodnie z D7 — jest zbiorem nieprzeliczalnym. B

Prawidlowo$¢ T13 jest kluczowa takze w dowodzie kolejnego twier-
dzenia.

T14 Zadne dwa spoérdd zbioréw ciagu A, P1(A), P2(A), P3(A), ..., PI(A),
... nie sa rownoliczne.

Dowéd:

Niech 1.Z orazZ , m < n, sa m-tym i n-tym zbiorem ciggu A, P'(A),
P2(A), P3(A), ..., PI(A), ... oraz przypuéémy, ze Z_ ~ Z_ {zdn.}. Jest oczywi-
ste, ze 2. zbior poprzedzajacy w tym ciggu zbiér Z ,tj. Z | jest réwnoliczny
z podzbiorem wlasciwym P_ zbioru Z zawierajacym wszystkie i tylko
zbiory jednoelementowe utworzone z wszystkich i tylko elementow zbioru
Z ,49.{x} eP, & xeZ |, coznaczy, ze Z  ~ P . PoniewazP cZ,
wigcwobecZ ~Z {1}:3.zbior Z_ | jest rownoliczny takze z podzbiorem
zbioru Z . Analogiczne rozumowanie przeprowadzone dla zbioru poprze-
dzajacego zbiér Z__,tj. zbioru Z__, (w rozumowaniu tym korzysta si¢ z 3.),
nastepnie dla Z_, itd., prowadzi do wniosku, ze 4. kazdy ze zbiorow Z,
m <1< njestréwnoliczny z podzbiorem zbioru Z . Wobec tego takze zbior
Z ., jest rownoliczny z podzbiorem zbioru Z , co jest jednak sprzeczne
zT13,jakozeZ =Pot(Z ).m

1

T15 Jezeli A jest rodzina zbiorow taka, ze dla kazdego X e A istnieje
zbior Y € A, ktéry nie jest rownoliczny z zadnym podzbiorem
zbioru X, to suma UA nie jest rownoliczna z zadnym zbiorem X
rodziny A, ani z zadnym podzbiorem zbioru X.

Dowéd:

Niech 1. X € A, X, « X oraz UA ~ X, {zdn.}. Wobec zalozonej réwno-
licznoéci tych zbioréw 2. istnieje funkcja wzajemnie jednoznaczna f taka,
ze f(UA) = X, {D1: 1}. Jednocze$nie, zgodnie z zalozeniem dowodzonego
twierdzenia: 3. istnieje zbior Y e A, ktory nie jest rownoliczny z zad-
nym podzbiorem zbioru X. Poniewaz Y <« UA{Y € A = Y < UA}, wiec
4. f (Y) < f(UA) {**RIV.2: T12: Y < UA}. Jako ze funkcja fIY, tj. funk-
cja f ograniczona do zbioru Y, jest wzajemnie jednoznaczna, wiec
5. Y ~ f(Y) {D1}. Poniewaz jednoczesnie f(Y) c f(UA) = X, {4, 2},
a X, c X {1}, wigc 6. f(Y) < X {**RIV.1: T3}. Koniunkcja 5 A 6 jest jed-
nak sprzeczna z 3.1
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Twierdzenia T14 i T15 daja podstawe dla skonstruowania przyktadu
ilustrujacego skale liczb kardynalnych. Jak wiemy, moca zbioru liczb na-
turalnych ¥ jest X (D6.a). Na podstawie T14 mozna uznac, ze w ciggu
nieskonczonym
) N, PY(V), P2(V), P3(V), ..., PI(V), ...
zadne dwa zbiory nie sa rownoliczne, co znaczy, ze jest nieskonczenie
wiele liczb kardynalnych bedacych mocami kolejnych zbiorow ciggu (i).
Uzyskany w ten sposob nieskonficzony ciag liczb kardynalnych & = IV,
IPYW)I, IP2(V)I, ... jest nazywany skalg potegowa.

Poniewaz rodzina A, ktorej elementami sa wszystkie zbiory ciagu (i),
spelnia — zgodnie z T14 — warunek, ze dla kazdego zbioru X bedacego jej
elementem istnieje inny zbior tej rodziny, ktory nie jest rownoliczny z zad-
nym podzbiorem X, wiec — w my$l T15 — suma UA nie jest r6znoliczna
z kazdym (nie jest rownoliczna z zadnym) zbiorem ciagu (i) i dowolnym
podzbiorem danego zbioru. Wychodzac od tej sumy, mozna utworzyé
nieskonczony ciag zbioréw:

(ii) UA, PI(UA), P2(UA), P3(UA), ..., PI(UA), ...,

w ktorym moc wyjéciowego zbioru UA jest r6zna od mocy kazdego ze zbio-
row ciggu (i) oraz — ponownie w my$l T14 — dowolne dwa zbiory w cia-
gu (ii) sa r6znej mocy, a wobec tego kazdy ma moc r6zng od kazdego zbioru
ciggu (i). Moce zbiorow ciagu (ii) tworza wiec nieskonczony ciag liczb kar-
dynalnych pozaskonczonych, ktérego kazdy element jest rézny od kazdej
liczby nieskonczonego ciagu liczb wyznaczonego przez ciag zbiorow (i).

Mozna z kolei utworzy¢ rodzine B wszystkich zbioréow ciagow (i)

oraz (ii), a takze, analogiczny do ciagéow (i) i (ii), ciag zbiorow:

(iii) UB, P(UB), P%(UB), P3(UB), ..., P{(UB), ...

ktory okresla nowy niekoniczony ciag liczb kardynalnych pozaskonczo-
nych; itd. — w nieskoniczono$¢.

Z obrazem naszkicowanym powyzsza konstrukeja jest zgodne kolejne
twierdzenie, ukazujace od innej strony niewyobrazalng skale $wiata liczb
kardynalnych.

T16 Nieistnieje rodzina zbiorow U, ktora dla kazdego zbioru X zawiera
jako swdj element zbior Y rownoliczny z X.

Dowod:
Przypus$cémy, ze

1. istnieje rodzina U taka, ze dla dowolnego zbioru X istnieje zbidr Y:
Y e Uoraz Y ~ X {zdn.}.
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Niech X = Pot(UU) {def.}, a wtedy

2. istnieje zbior Y, € U, taki ze Y, ~ Pot(UU) {def,, 1}.

7 T13 wiadomo jednak, ze

3. zbibér Pot(UU) nie jest rownoliczny z zadnym podzbiorem zbio-
ru Uu.

Poniewaz Y, < UU {Y, € U = Y, < UU }, wigc trzeba uznac¢, ze

X = Pot(UU) nie jest rownoliczny rowniez z Y , co sprzeczne z 2.1
Interpretujac T16 w kontekscie konstrukeji ukazujacej bogactwo

Swiata liczb kardynalnych, mozna powiedzie¢, ze réznorodnych liczb

kardynalnych jest tak wiele, ze nie da sie utworzy¢ nawet zbioru, ktory

zawieralby tylko po jednym zbiorze kazdej mocy, czyli takiego, w ktérym

kazda liczba kardynalna bylaby reprezentowana przez moc jednego tylko

zbioru.

T17 Nie istnieje zbior wszystkich zbiorow.

Dowéd:

Gdyby zbior taki istnial, to istniataby takze rodzina U zbioréw, o kto-
rej z T16 wiemy, zZe istnie¢ nie moze. B

Twierdzenie T17 potwierdza, podkreslana w tych rozwazaniach, ko-
nieczno$¢ relatywizowania uniwersum do kontekstu analiz oraz ujawnia,
dlaczego wszystkie twierdzenia zakladajgce istnienie takiego niezrelatywi-
zowanego do rozwazan zbioru uniwersalnego prowadza do sprzeczno$ci.

3.3 Relacje w zbiorze liczb kardynalnych

W analizach tego paragrafu zostang uwzglednione najpierw szczegdlnego
rodzaju relacje w zbiorze liczb kardynalnych, tj. dzialania na liczbach
kardynalnych, a nastepnie nier6wnosci miedzy liczbami kardynalnymi.

3.3.1 Rownosci (dziatania na liczbach kardynalnych)

Dzialania rozumiane wasko to funkcje dwuargumentowe, ktoérych argu-
menty i wartoSci naleza do danego zbioru. Zostang okreslone dzialania
dodawania, mnozenia i potegowania w zbiorze liczb kardynalnych, a przy
tym zostanie zachowana symbolika i terminologia znana z arytmetyki
liczb naturalnych i rzeczywistych.
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D8.a Liczba kardynalna m jest suma liczb n, i n,, tj. m = n + n, wtedy
itylko, gdy (V A, B) [IAl=n, AIBI=n,A(AnB) = Am=I1AUBI].

Liczba kardynalna m, o ktérej mowa w D8 na pewno istnieje, suma
A U B jest bowiem zbiorem o okre§lonej mocy, a nadto mozna okazaé, ze
jest okreslona jednoznacznie.

WS8 Istnieje dokladnie jedna liczba kardynalna bedaca sumg dowolnych
dwodch liczb kardynalnych.

Dowdd: W dowodzie W8 przydatne jest nastepujace twierdzenie po-
mocnicze:

L5 JezeliA~BiA ~B oraz(AnA)=(BnB)=y,to
(AUA)~(BUB).

Dowdd L5:

Jesli — zgodnie z zalozeniem tego lematu rozwinietym wedlug
D1 - funkcja f odwzorowuje wzajemnie jednoznacznie zbioér A na B, tj.
f: A -» . B, a jedno-jednoznaczna funkcja g: A, -»__ B, oraz iloczyny
DM =AiD(@=A)iD,(f)=BiD,(g) =B, sa puste, to — w mysl
**RIV.2: T17 — relacja f U g odwzorowuje wzajemnie jednoznacznie
(AU A)=D(fug) nasume (B U B)) = D, (f U g), co znaczy, ze
(AUA)~(BUB){D1}.

Korzystajac z tego lematu, mozna stwierdzi¢, ze: jesli 1. 1A I, 1Al = n,,
IB,1, 1B, = m,i(A,"B) = (A,"B,) = Doraz m, = IA, UB,lim,=IA,UB,,
to —zgodniezT3.a - 2. A, ~ A, i B, ~ B, oraz — na podstawie (A, " B)) =
(A,nB,)=0{1}iL5-3.(A,UB)~(A,UB,),czylim =m,{T3.a: 3}.1

Definicje sumy mozna wiec zapisaé w postaci prostszej:

D8.b Jezeli (AN B) =, to Al + 1Bl = A U BI.

Zgodnie z D8.a dla ustalenia sumy liczb kardynalnych 7, oraz n, wy-
starczy okresli¢ dwa zbiory rozlgczne o mocy n, i n, oraz wyznaczy¢ moc
ich sumy. Da sie jednak udowodnié nastepujgce twierdzenie.

T18 m=n + n, wtedy i tylko wtedy, gdy (A A, B) [(IAl = n, A IBI = 1, A
(AnB)=9) = m=IAUBI].

Dowdd:
[ Zalozenie 1. m= n, + n,jest — zgodnie z D8.a — rownowazne twierdzeniu
2. (VA B)[IAI= n,AIBI=m,A(ANB) =@ A m=IAUBI,
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ktore daje podstawe np. takiej konkretyzacji:
3. 1A= AIBI=nA(A NB)=2Am=IA UB,I{OV: 2}.
Jesli dla zbioréw A i B przypusci sie, ze
L1IAI=n A Bl =n, A (AN B) = & {zd.}, to mozna uznac kolejno:

12A, ~AiB,~B {T3.a: 2, 1.1};
1.3(A,uB)~(AUB) {L5:1.2,3,1.1};
1.4 m=1AuUBI {T3.a: 1.3, 3}.

Poniewaz zalozenie 1.1 dotyczy dowolnych zbioréw, wiec 1.1=1.4 mozna
uogolnié, co konczy dowod implikacji proste;j.
[H Skoro, zgodnie z T3.c, istnieje dla dowolnego zbioru liczba kardynalna
bedaca jego moca, to do zalozenia
1.(AA, B) [(JAI = 1, A IBI = 1, A (AN B) = @) = m=IA U BI],
mozna dolaczy¢ koniunkcje:
2. 1Al =1, AIB =1,
Zastosowanie do tej koniunkeji twierdzen L3.b-c¢ i T3.a daje podstawe
do uznania, ze np.:
3. 1A, x {0} = n, A IB, x {1}I = m,, a przy tym (A, x {0}) N (B, x {1}) = &.
Wobec tego
4. m=1(A, x{0}) U (B, x {1})I {RO: OA: 1, 3},
co po dolaczeniu kwantyfikatora szczegdtowego do koniunkeji 3 A 4 pro-
wadzi do wzoru:
5.(VA B)[IAI=n AIBI=m,A(ANB) =3 A m=IAUBI],
ktory — w myél D8.a — jest rtownowazny rownosci: m = n, + n,.H

Rownowazno$é zapisana w T18 moze by¢ zatem traktowana jako inna
niz D8.a definicja sumy liczb kardynalnych'*.

Dla dodawania liczb kardynalnych sg spelnione prawa przemiennos$ci
ilacznosci:
T19. Dla dowolnych liczb kardynalnych #,, n,, n,:

a m+m=n+n;
b (n,+mn)+n=n +(n,+n).

Dowéd:

D ow 6dT19.a: Jesli IAl = nn, + n, to, zgodnie z D8.a istnieja zbiory A
i A, takie, ze IAI = m,, IA] = 1,, (A, " A,) = D i IAI = 1A, U A,l. Poniewaz

14" Okreslenie takie jest przyjete np. w: K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogo-
$ci. Wraz ze wstepem..., dz. cyt., s. 184.
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A UA,=A,UA ,wigclAl = n, + n,. Analogicznie, na podstawie rownosci
(AuB)uC=AuU (BuC),dowodzi sie T19b.m
Prawdziwe sa nastepujace réwnosci:

T20. a Dla dowolnej liczby kardynalnej n: m + 0 = m;
b Dla dowolnegon e M:n+ X =X
¢ N, +8 =X,

Dowod:

W dowodach tych twierdzen opartych na D8.a wystarczy podac przy-
ktad dwoch zbiorow rozlacznych o mocach réwnych sktadnikom sumy po
lewej stronie dowodzonej rownosci i okazaé, ze suma tych zbioré6w ma
moc réwng liczbie kardynalnej po prawej stronie rownosci.

W dowodzie T20.a wystarczy przypomnieé, ze 0 jest moca zbioru
pustego, ze dowolny zbiér A 0 mocy m jest rozlaczny ze zbiorem & oraz
ze (AU Q) = A

W dowodzie twierdzenia 20.b: niech A bedzie zbiorem poczatkowych
n-liczb zbioru V', a B zbiorem pozostalych liczb tego zbioru; zbiory tak
okresSlone s3 rozlgczne, ich suma jest identyczna z ¥, IAl=ni B = X
{W5.b.i}, wiec IA U BI = X,

W dowodzie T20.c: jesli A jest zbiorem liczb naturalnych parzystych,
a B zbiorem liczb naturalnych nieparzystych, to rowniez sa spelnione
warunki wymagane do ogloszenia, ze X + & = X, mianowicie zbiory te
sa rozlaczne, ich suma jest identyczna ze zbiorem NV oraz moca kazdego
z tych zbiorow jest X {W5.b.iii i iv}.

W dowodach twierdzen T20.b i T20.c mozna takze powolaé sie na
definicje zbioru przeliczalnego {D7} i prawidlowosci dotyczace zacho-
wywania przeliczalnosci zbiorow (T9 i W6.a): T20.b jest bezposrednim
wnioskiem z W6.a, a T20.c — z T9.b (przeliczalna suma, o ktérej mowa
w tym wniosku i w tym twierdzeniu, nie moze by¢ zbiorem skonczonym,
skoro liczba kardynalna X jest mocg kazdego zbioru réwnolicznego z nie-
skoniczonym zbiorem ). ®

Warto podkresli¢, ze o ile T20.a jest spelnione dla dowolnych liczb
kardynalnych, co znaczy, ze liczba 0 jest modulem dodawania takze
w zbiorze liczb naturalnych, to T20.b i T20.c nie maja swoich odpo-
wiednikow w arytmetyce liczb naturalnych. Z T20.b i T20.c wynikaja
bowiem réwnosci:
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W9 X =1+8=2+R =3+8 =..i+K .= K+,

$wiadczace o tym, ze jednoznacznie okre$lone dzialanie odwrotne do
dodawania jest ograniczone tylko do liczb kardynalnych skoniczonych.

Definicje kolejnych dzialan na liczbach kardynalnych, tj. mnozenia
i potegowania, zostang podane tylko w postaci skroconej, analogicznej
do definicji sumy w D8.b.

D9 IAIl-IBI = 1A x BI.

Tloczyn mocy dowolnych zbioréw jest wiec rowny mocy ich iloczynu
kartezjanskiego. Dhuzsze jest odczytanie tej definicji w terminologii liczb
kardynalnych: iloczyn dowolnych liczb kardynalnych jest rowny liczbie
kardynalnej bedacej moca iloczynu kartezjanskiego zbiorow, ktérych
moce s3 mnozonymi liczbami kardynalnymi.

Mnozenie liczb kardynalnych spetnia prawa przemiennosci i tacznosci
oraz rozdzielnoéci wzgledem dodawania:

T21. Dla dowolnych liczb kardynalnych n,, n,, ,:
a n-m=m-mn;
b (n,-n) n,=n-(n-mn);

c (m+mn) n=mn-m+n,-n,

Dowod:

Niech 7, = 1Al n, = IBI, 1, = ICI.
Dowdd T21.a: Korzystajac z tej umowy i kolejno z D9, L3.a i T3.a oraz
ponownie z D9, mozna uznaé nastepujace réownosci:
n -1, =IAL-IBI = IA x BI = IB x Al = IBI - IAl = n, - 1;
Dowo6d T21.b: Podstawowe dla dowodu sa D9 oraz rownosé T1.4:
(n, - n,) - m,= (1Al IBI) - ICI = IA x BI - ICI = I(A x B) x CI = IA x (B x C)I =
IAI- 1B x CI = IAl - (IBI - ICI) = 1, - (n, - 1,);
Dowdd T21.c: W dowodzie trzeba zalozy¢ (na co pozwala L3.d), ze
(AN B) =, awtedy takze (zgodnie z **RIV.2: T3.a) (Ax C)n(Bx C) = .
Odwolanie do definicji sumy i mnozenia liczb kardynalnych (D8.b, D9)
oraz rownosci (A U B) x C = (A x C) U (B x C) {T1.1} daje wtedy pod-
stawe do stwierdzenia, ze:
(r, + ) - m, = (Al + IBI) - ICI = IA U BI - ICI = (AU B) x Cl =
=I(AxC)u B xC)I=IAxCl+IBxCl=IAl-ICI+IBI-ICI =
=n -n,+n, n.M
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Bardziej interesujgce sa kolejne twierdzenia — zwlaszcza gdy sformu-
lowane w jezyku naturalnym, w ktérym latwiej dostrzec, ze nie wszystkie
prawidlowosci dotyczace mnozenia liczb naturalnych sg tu spelnione.

T22. a Dla dowolnej liczby kardynalnej m: m- 0 =0 oraz m- 1 = m;
b dla dowolnej liczby kardynalnej i dowolnej liczby naturalnej
n roznej od zera: m - n = m+ ... + m (n skladnikow sumy);
¢ dla dowolnej liczby naturalnej n réznej od zera: X, - n =X ;
d N, -8, =X,

Dowéd:

Niech w ponizszych wnioskowaniachm=1Al,n=1BliB=1{b, b,, ..., b }.
Dowod T22.a: Dowdd jest oparty na D9, a ponadto na (A x &) = &
{**RIV.2: T2.a} i IJl = 0 w przypadku réownosci m - 0 = 0 oraz na
A ~ (A x {x}) — dla rownosci okazujacej, ze 1 jest modulem mnozenia:
m-0=I1AI-0=1Ax DI =11 =0; m-1=1Al-1=I1Ax{x}I =IAl = m.
Dow6d T22.b: Oprocz przyjetych umoéw i definicji iloczynu liczb kar-
dynalnych (D9) trzeba w dowodzie skorzysta¢ najpierw z **RIV.2: T1.1
i **RIV.2: T2.b, uzyskujac kolejno:
m-n=1Al- 1Bl = Al - {b} U {b} U ... U {b } = I(A x ({b} U {b} U ...
U NI=IAx{b}UAx{b}uU..UuAx{b}l

Poniewaz skladniki sumy (A x {b,} U A x {b,} U ... U A x {b}) sg
parami rozigczne, wige — zgodnie z D8.b: IA x {b } U A x {b,} U ... U
U A x{b I =IAx {b} +IA x {b,}I + ... + IA x {b_}I, co z kolei— na pod-
stawie L3.b — daje podstawe do uznania, ze IA x {b }I + IA x {b,}I + ... +
+1A x {b Y = 1Al + ... IAI = m + ... + m (n skladnikow sumy).

Dowd6d T22.c: Obok definicji mnozenia (D9) sa w dowodzie odwolania
do **RIV.2: T2.b, L3.b:

R, -N=INI-1BI= IV x BI= IV x ({b,} U{b,} U ... u{b DI=INI + ... + IV
(n skladnikow). W mysl T22.b, IN1 + ... + INI = IV, a INV] = N, {D6.a}.
Dowdd T22.d: W dowodzie korzysta sie kolejno z D6.a, D9, L4 i D6.a:
R, R = IV VT =1V x M= IV =X,..

Ponownie warto dostrzec, ze T22.a jest spelnione dla dowolnych liczb
kardynalnych, a wiec takze w arytmetyce liczb naturalnych: liczba 0 jest
tzw. elementem pochlaniajacym, a liczba 1 jest elementem neutralnym
(modulem) mnozenia w zbiorze liczb kardynalnych. Natomiast T22.b
i T22.c sa spelione, tylko gdy czynnik (mnoznik) n jest mocg niepuste-
go zbioru skoniczonego, a T22.d dotyczy tylko mnozenia mocy zbioréow
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rownolicznych z nieskonczonym zbiorem N. Z T2.c i T22.d wynikaja
rownosci:
Ny=1-RX =28 =3 R =i oo=R,- N,

W zbiorze liczb kardynalnych pozaskonczonych nie ma zatem dziala-
nia odwrotnego do mnozenia.

W definicji potegowania jest uzyte pojecie klasy odwzorowan zbioru B
w zbidr A, oznaczanej jako A® (**RIV2: D13).

D10 IAI® = A8

Jak wida¢, potega o podstawie IAl i wykladniku IBI, czyli moc zbio-
ru IAl podniesiona do potegi réwnej mocy zbioru IBl jest rowna liczno$ci
(mocy) zbioru wszystkich odwzorowan zbioru B w zbi6r A.

T23. Dla dowolnych liczb kardynalnych m, n, ¢
a m’=1,; 1m=1; m = m;
b mtt=m"- m';
¢ (m-n)i=m-n;
d (m)i=mmt

Dowéd:

Niech (*) m=IAl, n=IBI, £=ICI.
Dow6d T23.a: W kontekscie (*) 1 zgodnie z I = 01 D10: m° = IAZ],
a poniewaz jedyna funkcja odwzorowujgca zbiér & w dowolny inny jest
zbior & (I spelnia, cho¢ osobliwie, i definicje funkcji **RIV.2: D10,
i warunki nalezenia do funkeji odwzorowujacych jeden zbioér w drugi —
**RIV.2: D13), wiec 1A%l = 1; jako ze I{x}I = 1, wiec — wedlug D10:
1m=I{x}*l, a poniewaz — zgodnie z L3.b — {x}* ~ {x}, wiec I{x}*I = 1 {T3};
natomiast rownos¢ m' = m, tj. IAI" = |JA™| = |Al uzyskuje sie, korzystajac
22 A~A¥ {L3.b}iT3.m
Dowd6d T23.b: Na podstawie (¥), zalozenia, ze (B n C) = & {LL3.d} oraz
D8 i D10 mozna uznadc, ze:
1. m n+t — ”A"HB\HHCH — "A”HBUCH — "ABUC”.

Przejécie od 1. do réwnoSci m"** = m" - m' jest prostsze, gdy skorzysta
sie z nastepujacej prawidlowosci dotyczacych rownolicznoéci dowolnych
zbioréw:

L6 ABC ~ (AB x AC).
Dowdd L6. Poniewaz AB-C, AB i A to rodziny funkcji przeksztalcajacych,
odpowiednio, sume B U C w zbidr A, zbior B w A i zbioér Cw A {**RIV.2:
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D13}, wiec jesli f € AB“, to ograniczenia tej funkcji (**RIV.2: D4) do
zbioréw A oraz B, tj. funkcje czeSciowe (**RIV.2: D15.3) sa elementami
APiAC T, e Aif e AC Dasig okazag, ze funkcja F przyporzadkowujaca
kazdej funkgcji f € AP-© pare jej funkeji cze$ciowych ustala rownolicznosé
zbioréw AB-C oraz (A® x A®) — w zapisie symbolicznym:
1. D,(F) = A*%, D, (F) = (A® x A°) oraz F(f) = <f, f.>.

By uznad, ze F jest funkcjg wzajemnie jednoznaczna, wystarczy —
zgodnie z **RIV.2: T15.1 — okaza¢, ze warto$ci funkeji F dla r6znych
argumentow, tj. funkcji z A®-C sa r6zne:

1.1f,ge ABCif+g{zd.}.

Poniewaz f # g, wigc w D,(f) = D,(g) = (B U C) istnieje element, dla ktorego
wartosci funkgeji f oraz g sa rézne:

1.2x, € (BUC) A flx) # 9(x).

Jesli przy tym 1.1.1 x, € B {zd.}, to 1.1.2 f|B(X1) * g|B(X1)’ a jesli
2.1.1x, € C{zd.},t02.2.2 f|c(x1) # g|c(x1)' Czyli:

1.3 <f,f># <) 0, > {*RIV.2D1: 1.1.1 = 1.1.2,2.1.1 = 2.1.2, 1.2}

1.4 F(f) # F(g) {df F, 1.3}.
Zatem:
2.Fel1-1 {1, **RIV.2: T15.1: 1.1 = 1.4}.

Wobec 1.1 2.: A®° ~_(A® x A°) {D1.a}, czyli A®C ~ (A® x A°) {D1.b} -
co konczy dowod tego lematu.

Na podstawie L6 mozna w dowodzie T23.b uznaé rownos$c:
2. IAB-C| = |AB x AC®l, a nastepnie — korzystajac z D9 i D10 i (*):
3. 1AB x Al = IABI x IACl = IAI®' - JAIC' = m" - mt',

Zatem: m™ = m"- m’ {1,2,3}. m
Dowdd T23.c: W kontekécie (*), D9 i D10 sa uzasadnione nastepujgce
rownosci:
1. (m- n) = (IAl - IBI)® = (IAxBI)® = I(A x B)°l.

Mozna udowodnié, ze zbiory odwzorowan (A x B)® oraz (A® x B) sg
rownoliczne:

L7 (A®x B ~ (A x B)".

D o w 6 d L7: W dowodzie tego lematu trzeba zdefiniowa¢ funkcje F,
ktéra przyporzadkowuje wzajemnie jednoznacznie elementy zbioru
(A® x BO), tj. pary funkgcji, z ktoérych pierwsza odwzorowuje C w A, a dru-
ga C w B, elementom zbioru (A x B), tj. funkcjom odwzorowujacym
zbior C w iloczyn kartezjanski (A x B). Niech:
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(i) f,f’ e ACorazg, g € B¢ awtedy <f, g>, <f’, g’> € (A® x B°).
Funkcje h oraz h’, ktére elementom zbioru C przyporzadkowuja
pary bedace elementami zbioru (A x B), sa okre$lone nastepu-
jaco: D,(h) = D,(h") = C, D, (h) = D, (") = (A x B) i dla kazdego
x € C: h(x) = <f(x), g(x)>, h’(x) = <f’(x), g’(x)>.

(ii) Niech funkcja F jest taka, ze: D,(F) = (A® x B%), D ,(F) = (A x B)®
i dla dowolnych funkeji f € A® oraz g € B¢, F(<f, g>) = h.

Da sie okaza¢ — w sposob analogiczny do dowodu L6 — ze F jest odwzo-
rowaniem wzajemnie jednoznacznym, co znaczy, ze:
(A° x BY) ~_ (A x B)S, czyli (A® x BY) ~ (A x B)® — co konczy dowdd L7.

Na podstawie L7, a nastepnie D9, D10 i (*) mozna nastepujaco

kontynuowac rowno$ci zapisane w 1:

2. 1(A x B)°l = IA® x BCl = IA®l x IBCl = IAI'® - IBI'®" = m* - !
Zatem: (m-nm)i=mt-n' {1,2}. 1

Dowdd T23.d: Stosujac umowe (*) oraz D10, mozna uznacé:
1. (m)t = (JAIBYC = (JAB])C = [(AB)CI.

By kontynuowac te réwnosci az do uzyskania réwnoéci dowodzonej, wy-

starczy okaza¢, ze zbiory odwzorowan (AB)€ oraz A€ sg rownoliczne, j. ze:

L8 ABxC ~ (AB)C.

Dowdd L8: W dowodzie tego lematu trzeba wskaza¢ funkcje wzajem-
nie jednoznaczng, ktéra kazdej funkcji dwuargumentowej okreslone;j
na zbiorze B x C, o warto$ciach w zbiorze A, przyporzadkowuje funkcje
okreslong na zbiorze C, ktérej warto$ciami sg funkcje odwzorowujace
zbior B w zbior A. Niech:

(i) dla dowolnych funkcji f, g € A®¢, tj.f, g: (B x C) -» A {**RIV.2:
D13} sa nastepujaco okreslone funkcje jednoargumentowe zre-
latywizowane do z € C:
+) W) =W 2,9,0) = 9. 2, 1.1, 9 (BxC) -, A;

a funkcje f, g, € (A®)° s3 okredlone rownos$ciami:
++) f(@=f,9,@=09,t.f,9,:C- A°

(ii) F jest taka funkcja taka, ze: D,(F) = A®¢, D, (F) = (A®)° oraz dla
kazdej funkcji h € A®*“: F(h) = h,, a przy tym warto$¢ h, jest
rozumiana zgodnie z (++), co znaczy, ze:

1.F(H)=f,F@Q) =g,
Na podstawie definicji przyjetych w (i) oraz (ii) da sie latwo okazag¢, ze
2. jesli f # g, to takze f, # g, czyli F(f) # F(g), a wigc
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3.F e 1-1 {**RIV.2:T15.1: 2}.

Poniewaz funkcja F jest roznowarto$ciowa oraz D (F) = A®*¢, D, (F) = (A®)S,

wigc mozna — zgodnie z D1 — uznaé, ze A¥¢ ~_(A®)¢, a wigc A>€ ~ (A®)°.
Positkujac sie wyzej udowodnionym L8, mozna w dowodzie T23.d

uznac

2. I(AB)°l = IAB~€|, a nastepnie — na podstawie D10, D9 i (*):

3. IABC| = JAI'BC = JAI'BMCT = 7 co konezy dowdd {1, 2, 3}1°. 1
Sformulowane nizej twierdzenia ukazuja kolejne ograniczenia praw

znanych z dzialan na liczbach kardynalnych skonczonych.

T24. Dla dowolnej liczby kardynalnej m oraz dowolnej liczb naturalnej
n réznej od O:
a m"=m-.. -m(n czynnikdéw);
b X=X,

Dow6d T24.a: Zalozeniem wstepnym dowodu indukeyjnego dlan = 1,
2, .., 1, ... jest rownos¢
1. m' = m {T23.a}. Z zalozenia indukcyjnego
2. m'=m- ... m (1 czynnikéw), na podstawie rownosci m*! = m' - m!
{T23.b} oraz m' = m uzyskuje sie rownosc:
m*t =m- ... m(+ 1 czynnikdw).
Dowdd T24.b: Powolujac sie na T24.a, mozna uznac, ze
Rp =R, - ... - 8 (n czynnikéw), a zgodnie z T22.d X - ... - X = X . W
Z twierdzenia T24.b wynika, ze prawdziwe sa rownosci:

W10 R =X2=RI=R!=..,

Swiadczace o tym, ze dzialanie logarytmowania nie jest okre$lone jedno-
znacznie dla liczb kardynalnych pozaskonczonych.

Rownosci zapisane w kolejnym twierdzeniu odstaniajg niektore wias-
noéci liczby kardynalnej ¢ oraz ograniczenia w stosowaniu praw dotycza-
cych dzialan na liczbach skoniczonych.

15 Dowody lematéw L6—L8 sa wzorowane na sformutowanych w: K. Kuratowski,
A. Mostowski, Teoria mnogosci. Wraz ze wstepem..., dz. cyt., s. 172—173 i L. Bor-
kowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 253—255.
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T25. a c¢=2%;

d jezeli n jest liczba naturalna rézna od 0, to:
(A c¢-n=c¢ oraz ({i) =g

e fo=c.

Dowod T25.a: W dowodzie korzysta sie z twierdzen znanych z teorii
systemow liczbowych. W pozycyjnych systemach liczbowych dwojkowych,
trojkowych, czworkowych itd. kazda liczba rzeczywista jest jednoznacznie
reprezentowana przez nieskonczony ciag elementoéw czerpanych ze zbio-
row, odpowiednio, {0, 1}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2, 3} itd. Wobec tego:

L9 R~{0,1}"~{0,1,2}" ~{0,1,2, 3} ~ ...

Skoro — zgodnie z L9 — R ~ {0, 1}, to:
¢ = {0, 131 = {0, 1}*' = 2% {D6.b, D10, D6a}.
Dowo6d T25.b: Korzystajac kolejno z T24.a, T25.a, W9 i T25.a, mozna
uznac nastepujacy ciag réwnosci:
c+c=2.¢=2 2% =2"%=2% =,
Dowd6d T25.c: Dowdd tej rownosci jest oparty na (kolejno) T25.a,
T23.b, T20.c i T25.a:
c-c=2%.2% = 2%* = 2% =,
Dowo6d T25.d: O ile n jest liczbg naturalna r6zna od 0, to uznanie row-
nosci (i) jest uzasadnione twierdzeniami T22.b i T25.b:
¢c-Nn=c+... +c(nskladnikow) = c;
natomiast widoczne w (ii) rowno$ciowe przejscie od ¢" do ¢ jest oparte
naT24.aiT25.c:
" =c-...- ¢(n czynnikow) = c.
Dowdd T25.e jest oparty na T25.a, T23.d, T22.d i T25.a:
Mo = (2%)% = 2% X = 2% = c. W
Kolejne ograniczenie w stosowaniu praw znanych z liczb kardynal-
nych skonczonych wynika bezposrednio z T25.a:

W11 2% =3%=4%= ...

Rownosci W11 $wiadcza bowiem o tym, ze rowniez drugie dzialanie
odwrotne do potegowania, tj. pierwiastkowanie, nie jest okreslone jed-
noznacznie w zbiorze liczb pozaskonczonych.
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Natomiast z T25.e wynika — w kontekscie weze$niej udowodnionych
prawidlowosci:
Wi2 R~ RY,
czyli wynika, ze zbior liczb rzeczywistych jest rownoliczny ze zbiorem
wszystkich ciagdw nieskonczonych, ktorych zasobem jest zbiér R. Jest
tak niewatpliwie, skoro bowiem ¢ = ¢, to IRI'"Y' = IRI {D6.b, D6.a};
tj. IRVl = IRl {D10}, a jest tak wtedy i tylko, gdy RY ~ R {T3.a}, czyli
R~RY{T1.2}. m

Na to, ze nie wszystkie intuicje i pojecia wyniesione z dziedziny zbio-
row skonczonych moga by¢ stosowane w dziedzinie nieskoniczonoéci,
wskazuja dobitnie réwnosci zapisane w kolejnym twierdzeniu.

T26.a I{XxeR:-1<x<1} =g
b JeSliy<z,to{xe Riy<x<zi=c

Dowdd:

Roéwnolicznoéé zbioru R ze zbiorem {x € R: —1 < x < 1} okazuje
X
funkcja f taka, ze f(x) = a1 {D1.a}, co — zgodnie z D1.b i T3.a — daje

podstawe do uznania réwnosci T26.a;
. . zZ—-y zZ+

natomiast funkcja: f(x) = — X + 5
zbioru {x € R: —1 < x < 1} ze zbiorem {x € R: y < x < z} {D1.a}, co —
w my$l T1.3 oraz D1.b i T3.a — uzasadnia rowno$c 26.b.®

Zgodnie z T26.b podzbiér liczb rzeczywistych nalezacych do do-
wolnego otwartego przedziatu zbioru R jest rownoliczny ze zbiorem R,
czyli — wyslowiajac to w sposéb uwidaczniajacy zalamanie sie przedsta-
wien intuicyjnych — licznoé¢ nawet znikomo malego fragmentu (prze-

ustala réwnoliczno$é

dzialu) continuum zbioru liczb rzeczywistych jest taka sama jak liczno$é
calego zbioru R.

W rozwazaniach kolejnego podrozdzialu bedzie wykorzystane twier-
dzenie, ktore mowi o licznoSci rodziny Pot(A) wszystkich podzbiorow
danego zbioru A (**RIV.1: D3).

T27 IPot(A)l = 24"

Dowéd:
Zgodnie z D10 2" = [{0, 1}Al. Zbiér {0, 1}* jest zbiorem funk-
cji okre$lonych na zbiorze A, ktorych wartoSciami sg O albo 1.
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Kazda funkcja f € {0, 1}* jest wyznaczona jednoznacznie przez zbiér
X.c Ataki, ze X, = {x € A: f(x) = 1} (np. dla X, = A funkcja f jest taka, ze
(A x € A) [f(x) = 1]); oraz odwrotnie, tj. r6znym funkcjom f, f, {0, 1}*
odpowiadajg rézne zbiory X, , X., — A. Funkcja F taka, ze D (F) = {0, 1}*,
D, (F) = Pot(A) i F(f) = X, okazuje wigc réwnolicznoé¢ zbiorow {0, 1}*
i Pot(A) {D1.a}, a skoro zbiory te sg rownoliczne {D1.b}, to réwnoéc
T27 jest zawsze spelniona {T3.a}.H

3.3.2 Nieréwnosci

Oto okreslenia podstawowe dla rozwazan zawartych w tym paragrafie.

D11.al Liczba kardynalna m jest niewieksza od liczby kardynalnej 7,
tj. m < nwtedy i tylko, gdy (V A, B) [IAl = m i IBl = n oraz
(VCcB)[A~C];

D11.a2 Liczba kardynalna m jest mniejsza od liczby kardynalnej #, tj.
m < nwtedy i tylko, gdy m < noraz m= n.

Dla ogloszenia, ze liczby kardynalne mz oraz n wigze relacja niewiek-
szo$ci, wystarczy wiec wskazac (zdefiniowac) zbiér mocy m, ktory jest
rownoliczny z pewnym podzbiorem zbioru mocy n. Gdy sie ponadto udo-
wodni, Ze moce m oraz n sa roézne, wtedy mozna uznad, ze pierwsza liczba
kardynalna jest mniejsza od drugie;j.

Relacje niewiekszoSci i mniejszosci liczb kardynalnych mozna, w zgo-
dzie z D11.a, okresli¢ zwiezlej.

D11.b1 IAl < IBI wtedy i tylko, gdy (V C = B) A~ C;

D11.b2 |Al < IBI wtedy i tylko, gdy IAl < IBI oraz IAl + IBI.
Whnioskiem z D11.b1 — oczywistym wobec T1.1: A c A — jest

W13.a Jezeli A c B, to lAl < IBI,

bezposrednio z D11.2 wynika, ze dla dowolnych liczb kardynalnych m
oraz

W13.b Jezelim< n,tom< n.

Definicje relacji niewiekszoSci i mniejszo$ci liczb kardynalnych sa
rowniez podstawowe w dowodach nastepujacych nieréwnoéci:
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T28.a Jezeline IV, ton <X
b dla dowolnej liczby kardynalnej m: m < 2™
c N <c

Dowdd T28.a: Dowolny zbior A, taki ze IAl = n jest rownoliczny z kaz-
dym n-elementowym zbiorem liczb naturalnych B = ¥, wiec (i) 1Al < IV
{D11.b1}; a poniewaz nie jest rownoliczny z N, wiec (ii) IAl = INV]. Za-
tem: n < X {D11.b2: (i), (i))}.
Dowo6d T28.b: Dowolny zbior A, taki ze IAl = m jest rownoliczny z pod-
zbiorem Z rodziny zbioréw Pot(A) zawierajacym wylacznie i wszystkie
zbiory jednoelementowe, czyli — zgodnie z D11.b1 i T27 — (i) m < 2™,
a poniewaz zbidr Pot(A) nie jest rownoliczny z A {T13}, wiec (ii) m # 2™
{T27}, czyli m < 2" {D11.b2: (i), (ii)}.
Dowod T28.c: Poniewaz V' ~ NV {T1.1} iV c R, wiec X < ¢{D11.b1};
a jako ze wiadomo, ze ¢ # X, {T10}, wigc X, < ¢ {D11.b2}. ®
Prawo T28.b jest zwane twierdzeniem Cantora, a wynika z niego, ze
dla dowolnej liczby kardynalnej istnieje liczba od niej wieksza.
Okazywanie, ze sg spelnione prawidlowos$ci zebrane w T29, ponownie
dokonuje sie w kontek$cie definicji D11.1 i D11.2, cho¢ i w tych rozu-
mowaniach jest potrzebne odwolywanie sie do twierdzen udowodnionych
wczesniej.

T29. Dla dowolnych liczb kardynalnych m, n, ¢
~(m < m);
m<m+n;
jezelim=n,tom< n

jezelim< mtom+t<n+t
jezelim<nmtom-t<n-f
jezeli m< n, to m' <

h jezelim<n tot" < ¢

a
b
c
d jezelim<norazn<t,tom<§
e
f
b4

Dowéd:
Niech w ponizszych wnioskowaniach:
*) m=IAl, n=1BI, t=ICI.
Dowo6d T29.a: Gdyby 1. m < m {zdn.}, toby — zgodnie z (*) i D11.2:
1Al = 1AL
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Dowd6d T29.b: Na podstawie L3.d mozna zalozy¢ (A n B) = &, a wiec,
zgodnie z (*), IAl = Al + IBI. Poniewaz A < (A U B) {**RIV.1: T11} oraz
A~A{T1.1}, wieccwmySID11.1i (*): m< m+ n.
Dowd6d T29.c: Skoro IAI = IBl < A ~ B {T3.a}, a B c B, wiec IAl < IBI
{D11.1}, co znaczy, ze m < n.
Dow6d T29.d: Zalozenie dowodzonego twierdzenia: jezeli m < n oraz
n < t—zgodnie z D11.1 i (¥) — jest rownowazne z koniunkcja:
1.A~B, cBorazB ~ C, c C. Wobec tego:
2. istniejg funkcje f, g takie, ze: A ~, B, oraz B ~, C;-
Poniewaz f, g € 1-1 {D1.a}, wiec rowniez zlozenie g o f tych funkcji jest
funkcja wzajemnie jednoznaczng {**RIV.2: T16.2}; zlozenie to ustala
roéwnoliczno$¢ zbioréw A oraz g(B,) — C,:
3.A ~of g(B) A g(B)) cC,, azatem:
4. 1A <ICI {D11.1:3, 1}, tj. m < £{(*): 4}.

Wspdlne dla T29.e—T29.h jest zalozenie m < n, ktére — zgodnie z (*)
i D11.1 — mozna zapisa¢ w postaci:
(**)  1.1AI < IBI, tj. 2. A~ B,, B,  B. Niech nadto 3. A~ B,.
Dowdd T29.e: By okazad, ze:
@) IAI+ICI < IBI + ICI,
co rébwnowazne (ii) IA U Cl < IB U CI {L3.d, D8: (i)}, wystarczy wska-
za¢ (zdefiniowa¢) zbior Z: Z <« (BuU C)i (AU C) ~ Z {D11.1}. Wa-
runki te spelnia Z, = (B, U C), jest bowiem wobec (**.2) oczywiste, ze
(iii) (B, v C) < (B u C), a réownolicznoé¢ zbioréw (A u C) i (B, U C)
okazuje funkcja g = fU I .. Funkcja g jest wzajemnie jednoznaczna, jako
ze 1 funkcja f, i ograniczona do C funkcja identyczno$ci sa réznowarto-
Sciowe {D1.a:3, L1.c}, a ich dziedziny i przeciwdziedziny sa rozlaczne
{**RIV.2:T17: (ii)} oraz
(iv) D,() = (AU C) i D, (@) = (B, U C).
Zatem (A U C) ~ (B, u C) {D1.a: ge1-1, (iv)}, co l3cznie z (iii) pozwala
stwierdzi¢, ze spelniona jest nieréwnos$¢ (i), a wobec tego m+ t< n+ ¢t
{@, (I}
Dowdd T29.f: Korzystajac z (**) mozna powiedzieé, ze do okazania
jest, ze:
@) IAl-ICI < IBI - ICI,
co rownowazne (ii) IA x Cl < IB x CI {D9: (i)}. Zgodnie z D11.1 wystarczy
wiec okresli¢ zbior zawarty w zbiorze (B x C) i rownoliczny ze zbiorem
(A x C). Zbiorem takim jest Z, = (B, x C). Rzeczywiscie (i) Z, = (B x C),
jako ze zalozenie, ze 1.1 <x, y> € Z, jest rownowazne z 1.2 X € B,
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iy e C{**RIV.2: D2.al},awiec1.3x € Biy e C{**RIV.1: T4: (**.2)},
czyli 1.4 <x, y> € (B x C). A takze (ii) (A x C) ~ Z , bo skoro A~ B {(**.2}
oraz C ~ C{T1.1}, to takze — na podstawie L3.c - (Ax C) ~ (B, xC) = Z ..

Skoro (i), to m -t < n- t{(*)}.
Dowo6d T29.g: W dowodzie tym, analogicznym do powyzszych, trzeba
wskazaé podzbioér zbioru odwzorowan B réwnoliczny ze zbiorem A,
jako ze istnienie takiego podzbioru pozwala, na podstawie D10i D11.1,
oglosi¢ IAI'® < IBI'®!] a nier6wno$¢ ta jest rownowazna napisowi ' < n'. Da
sie latwo okaza¢, ze warunki te spelnia zbiér Z = Bf. Wobec B, < B {(**)}
jest oczywiste, ze Z, — B®, natomiast réwnolicznoé¢ zbioréw A oraz B
ujawnia funkcja F , ktora kazdej funkeji f, € A€ przyporzadkowuje funkcje
g € B{ taka, ze (A <c, a> e ) [<c, f(a)> € g].
Dowdd T29.h: Dla skrocenia dowodu mozna, nawigzujgc do poprze-
dzajacych rozumowan, powiedzie¢, ze zbiér Z, = C®1. Jest bowiem tak, ze
Z, c C®{B, c B, (**)}, natomiast réwnoliczno$¢ zbioré6w C® oraz Z = C®
okazuje funkcja F, ktora kazdej funkcji f, € C* przyporzadkowuje funkcje
g e C® taka, ze (A <a, c> e f) [<f(a),c> e g].®

Warto odnotowac, ze zgodnie z T29.d relacja < jest przechodnia,
natomiast prawa T29.e-T29.h wskazuja na monotoniczno$¢ dzia-
lan dodawania, mnozenia i potegowania liczb kardynalnych wzgledem
relacji niewiekszo$ci <. Trzeba przy tym dostrzec, ze prawa te nie sa
spelione dla relacji mniejszoéci <, bo np. dla dowolnej liczby n € WV,
n <X, {T28.a},atakzen+ X =X {T20.b}in & =X {T22.c}oraznp.
2 < 3,lecz 2% = 3% {W11}iR? = X?{W10}. Z drugiej strony implikacje
odwrotne do T29.e—T29.h, zwane prawami skracania, prawdziwe dla
liczb naturalnych n > 1, przestaja obowiazywac (sa falszywe) dla dowol-
nych liczb kardynalnych, jak widaé¢ np. w wyniku podstawienia: m = 2,
n =3, t= X,. Da si¢ natomiast okaza¢, ze prawa skracania obowigzuja
dla relacji mniejszosci <, cho¢ w dowodzie korzysta sie z tzw. prawa try-
chotomii dla liczb kardynalnych. Oto dwa réwnowazne sformulowania
tego prawa:

T30.a Dla dowolnych liczb kardynalnych m oraz n: m < nlub n < m;
b Dla dowolnych liczb kardynalnych m oraz n: m < nalbo n < m
albo m = n.

W sformulowaniu b lepiej widaé, dlaczego T30 nazywa sie prawem try-
chotomii. Trzeba przy tym dostrzec, ze relacje wskazane w sformutowaniu
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a nie wykluczaja sie (dlatego jest ,Jub” rozumiane zgodnie z V), a relacje
wymienione w b wykluczaja sie (,albo” w znaczeniu v).

W dowodach wielu twierdzen dotyczacych liczb kardynalnych korzy-
sta sie rOwniez z twierdzenia Cantora-Bernsteina'®:

T31.a Dla dowolnych liczb kardynalnych mzi n: jezeli m < noraz n < m,

tom=m;
b Dla dowolnych zbioréw A, B, C: jeSi Ac BcCAA~C, to
A~BiB~C.

Zgodnie z a, jesli kazda z pary liczb jest niewieksza od drugiej, to
liczby te sa rowne, a zgodnie z b, jesli zbiory A oraz C sa rownoliczne, to
kazdy zbior srodkowy w laficuchu: A = B < C, jest rownoliczny z oboma
zbiorami skrajnymi, tj. ze swoim podzbiorem i nadzbiorem. Jesli chodzi
o dowody, to okreslenia T31.a i T31.b sa rownowazne, cho¢ zwykle do-
wodzi sie tego twierdzenia w sformulowaniu b, natomiast dowod prawa
trychotomii jest oparty na aksjomacie wyboru'’.

Z T31.a mozna latwo wyprowadzi¢ nastepujacy wniosek:

‘W14 Dla dowolnych liczb kardynalnych m, n, £
jezelim<snan<stam=tton=1t

z zalozenia m < n A n < t A m= twynika bowiem, ze < n A 1 < 1, a zatem
n=t{T31.a}.

T32 Dla dowolnych liczb kardynalnych m i n: ~(m < noraz n < m).

Dowéd:

Warto rozwazy¢ prawo ~(m < noraz n < m) najpierw bez odwolywania
sie do T31. Ot6z w narzucajacym sie w tej sytuacji dowodzie niewprost
trzeba okazac, ze prowadzi do sprzecznosci koniunkcja
l.m<norazn<m {zdn.}.

Niech: (*) m=IAl, n=1BI.
Zastosowanie do zalozenia niewprost D11.1 iD11.21i (*) daje napis:

Twierdzenie to, postulowane przez Cantora, zostalo udowodnione przez F. Bern-
steina. Zob. K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci. Wraz ze wstepem...,
dz. cyt., s. 190-193, gdzie — oprocz wzmianek historycznych i odestan do litera-
tury — jest dowdd tego twierdzenia i jego uogodlnienia (pochodzace od S. Banacha)
oraz przyklady jego zastosowania (zaczerpniete z pracy S. Banacha i A. Tarskiego).

17 Sformulowanie i dow6d prawa trychotomii jest np. w: tamze, s. 188, 230-231,

a dowod twierdzenia Cantora tamze, s. 189-191 oraz w: L. Borkowski, Wprowa-
dzenie do logiki i teorii mnogosct, dz. cyt., s. 258—260.
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2.(i))A~B,cBorazB ~ A c AA(ii) ~(A ~ B). Niech:
3.A~B,AB~ A,
Gdyby B, =B lub A = A, to A~ B {2}, co sprzeczne z 2.ii. Zatem
4.B,#BAA A,
CO znaczy, ze
5. zbiory A i B s3 sumami rozlgcznych zbiorow: A=A WA orazB=B, UB,.
Funkgcje f| A i g|Bl to ograniczenia funkgeji f oraz g, a zbiory wartos$ci
tych funkcji to B’ i A’, tj.:
6.f, (A) =B orazg|, (B) =A’ {df.}.
Poniewaz funkcje f oraz g sa réznowartosciowe {D1: 3}, wiec
7.8, 195, rowniez sa funkcjami wzajemnie jednoznacznymi,
a wobec tego

8. A ~A, A’ oraz B, ~dlA, B’ {D1:7, 6}.
Jako ze
9.A~ B, AB, ~, BorazB~ A rA ~, A,

wiec — zgodnie z D1.b i T1.3:

10. A~ A’ oraz B ~ B’, a poniewaz

11.B’cB,oraz A’ c A {2, 5}

oraz zbiory A i B, s3 podzbiorami wlasciwymi zbioréw, odpowiednio,
A'i B, wiec zbiory A i B sa nieskonczone {D5.a, T6: 10, 11}, a zalozenie
dowodu niewprost (koniunkcja 1.) ma by¢ spelnione dla dowolnych liczb
kardynalnych. By zblizy¢ sie do okazania, ze zalozenie 1. prowadzi do
sprzecznoéci takze w dziedzinie zbioréw nieskonczonych, warto wypisac
zwigzki miedzy liczbami kardynalnymi, zwiazki zgodne z wierszami 2—10.
Otoz:

12. 1A = 1A | + 1Al oraz IBI = IB | + Bl {D8.b, 5}

13. 1A I = IBl oraz IB | = IAI {T3.a: 2.i}

14, 1A1 = IBI + IA) = IB,| + IB]l + IA’l = IAl + IA’] + IB]

oraz, analogicznie: IBI = IBI + IB]I + IA’l {12, 13}.

Poniewaz zbiory A oraz B sa nieskoniczone, wiec rownosci 14. wska-
zuja na to, ze moce tych zbioréw zachowuja sie w dzialaniach tak, jak
liczby X i ¢ {T20.b-¢, T25.b}, co prowadzi do stwierdzenia, ze IAl = IBI,
sprzecznego z 2.ii.

Skuteczne i znacznie prostsze sa dowody oparte na twierdzeniu Can-
tora-Bernsteina. Wiadomo, ze
12°. A~ A’ {9, 10}, a jednoczesnie 13’. A’c A c A, wigc — na podstawie
T31.b - 14.A~ A, aponiewaz A, ~ B {2.i}, wigc 15°. A~ B {T1.3: 14},
co sprzeczne z 2.ii.
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Jeszcze prostsze jest rozumowanie oparte na T31.a:
skoro 1’. 1Al < IBI A IBI < IAl, wiec IAl < IBI i IBI < IAl {W13.b}, a zatem
IAl = IBI {T31.a}, wbrew 2.ii.H

W kolejnym twierdzeniu sa zgrupowane prawidlowoéci dotyczace
dziatan, ktorych argumentem jest liczba X lub liczba ¢ {D6}, prawidto-
wosci uzupelniajace T20-T25 i W9-W12.

T33.a Jezeline NV, ton+c¢=g¢;
b X +c=¢
c jesli njest liczba naturalna > 2, to n® = ¢;
d X%=c

Dowod:

Dowody twierdzen a—d maja wspodlne podstawy, tj.:
1. Wiadomo, ze: (i) jeslin € V', to n < X {T28.a} oraz (ii) X, < ¢ {T28.c}.
Stosujac do koniunkgji (i) oraz (ii) W13.b, mozna zatem uznaé, ze sa
spelnione nastepujace relacje:
2.nsx <c
Dowo6d T33.aiT33.b: Poniewaz dzialanie dodawania liczb kardynalnych
jest monotoniczne wzgledem relacji < {T29.e}, wiec
3.n+c< K +c<c+c awobeccsn+c{T29.b}:
4dcsn+csN +e<cte
Poniewaz ¢ = ¢ + ¢ {T25.b}, wiec — na podstawie W14 — mozna uznac¢,
zen+c=corazX +c=c.
Dow6d T33.c i T33.d: Jako ze monotoniczne wzgledem relacji < jest
rowniez dzialanie potegowania {T29.g}, wiec
3.n% < NONO < %,
a jesli przy tym (zgodnie z zalozeniem T33.c) 2 < n, to
4. 2% < n% < R %o < .
Poniewaz 2% = ¢ = ¢ {T25.a, T25.a}, zatem — ponownie na podstawie
W14:n% =coraz X % =c.H

W kontekscie twierdzen mowiacych o relacjach miedzy liczbami kar-
dynalnymi warto wréci¢ do skonstruowanego w poprzednim paragrafie
przyktadu ilustrujacego skale liczb kardynalnych. Jak wiemy, nie sa row-
noliczne zadne dwa zbiory w ciagach — nie tylko w jednym ciagu, lecz
takze w r6znych ciagach:

1) W™, PYV), PANV), P3(NV), ..., PI(V), ...

(i1) UA, PY(UA), P3(UA), P3(UA), ..., P{(UA), ...

(iii) UB, PL(UB), P%(UB), P3(UB), ..., PI(UB), ...
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przy czym A to rodzina, ktorej elementami sg wszystkie zbiory ciggu (i),
B zawiera jako swoje elementy wszystkie zbiory ciagu (ii) itd. Kazdy spo-
§rod ciagow (i), (ii), (iii), ... wyznacza wiec nieskonczenie wiele roznych
liczb kardynalnych bedacych mocami zbioréw tworzacych ciag, a ciagow
jest nieskonczenie wiele. Teraz mozna wiec rozwingé wezeéniej sformuto-
wany wniosek mowigcy o skali liczb kardynalnych. Wiadomo bowiem, ze
IPot(A)l = 27" tj. —jesli IAl = m: IPot(A)l = 2" {T27} oraz ze dla dowolnej
liczby kardynalnej m: m < 2" {T28.b}, czyli m = IAl < IPot(A)l = 2 = 2,
Dlatego o kolejnych zbiorach ciagéw (i), (ii), (iii) itd. mozna powiedzieé¢
nie tylko, ze nie sa réwnoliczne, lecz ze ich liczno$c¢ rosnie, ze odpowia-
dajace im ciagi liczb kardynalnych sa rosnace. Taka interpretacja liczb
kardynalnych wyznaczonych ciagami (i), (ii), (iii), ... jest zgodna z twier-
dzeniem Cantora (T28.b), z twierdzenia tego bowiem wynika, ze dla
kazdej liczby kardynalnej istnieje liczba od niej wieksza.

4. Antynomie teorii mnogosci

Terminy ,antynomia” i ,paradoks” bywajg uzywane zamiennie, sg takze
rozumiane tak, ze antynomia to szczego6lnego rodzaju (skrajny) paradoks.
W niniejszych analizach o antynomii mowa tylko wtedy, gdy w wyniku
poprawnego logicznie wnioskowania uzyskuje sie dwa zdania sprzeczne.
Tak rozumiane antynomie sg odrézniane od paradokséw, czyli popraw-
nych rozumowan prowadzacych do wniosku niezgodnego z twierdzeniem
uznanym na innych podstawach (np. obserwacyjnych, zdroworozsadko-
wych), jak réwniez od tzw. sofizmatow, tj. prowadzacych do sprzecznos$ci
wnioskowan kryjacych bledy logiczne.

Ze wzgledu na dziedzine, w ktorej wstepuja, sa wyrdzniane antynomie
logiczne, teoriomnogo$ciowe i semantyczne'®. W kontekécie szerokiego
rozumienia logiki — przyjetego w niniejszym opracowaniu zagadnien
logiki (jest zapowiedziane i uzasadnione w uwagach wprowadzajacych
do *) — obejmujacego m.in. semiotyke logiczng i ogbdlna teorie mnogosci,

18 Zob. np.: L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 213;
S. Krajewski, Antynomie, w: Logika formalna. Zarys encyklopedyczny..., dz. cyt.,
s. 174-178; J. Wolenski, Semantics and Truth, Cham 2019, s. 166—172.
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trafniej jest mowi¢ o antynomiach teoriomnogo$ciowych i semantycz-
nych: w pierwszych funkcjonuja pojecia teorii zbioréw (zbioru, klasy,
bycia elementem, fukcji wyznaczajgcych zbiory itd.), w drugich kluczowa
role graja pojecia semantyczne (oznaczania, odnoszenia sie, definiowania,
prawdziwo$ci, znaczenia itd.).

W rozwazaniach tego podrozdzialu zostang uwzglednione wylgcz-
nie antynomie teoriomnogos$ciowe: najpierw wzorcowe przyklady takich
sprzecznoéci, a nastepnie sposoby ich usuwania.

4.1 Antynomie klasycznej teorii zbiorow

Klasyczng jest zwana teoria zbioréw opracowana przez Cantora. Kluczo-
we pojecia tej teorii — pojecie zbioru, bycia elementem zbioru, warunku
wyznaczajacego zakres zbioru itp. — byly w niej uznane za oczywiste,
niewymagajace usScislenia ani ograniczen w ich stosowaniu. Sam Cantor,
a nastepnie rozwijajacy jego teorie dostrzegli jednak sprzecznosci tkwiace
w tej ,intuicyjnej” teorii mnogosci.

Antynomia Russella
Sa nazwy zbiordow, z ktorych tresci (pojecia) wynika, ze zbiér oznaczany
przez taka nazwe jest sam swoim elementem. Na przyklad nazwa ,zbior
wszystkich zbioréw” oznacza zbior, ktérego elementami sa jakiekolwiek
zbiory, czyli takze zbior oznaczany przez te nazwe. Z kolei nazwa ,,zbior
wszystkich zbioréow nieskonczonych” tez oznacza zbiér bedacy swoim
elementem, jako ze zbioré6w nieskonczonych jest nieskonczenie wie-
le (zob. **RIV.3.2.2). Rozwazane zwykle zbiory — jak zbi6ér funktorow
prawdziwoSciowych KRZ, ogo6t poprawnie zbudowanych wyrazenn WRP,
zbidr IV liczb naturalnych, zbior R liczb rzeczywistych itd. — nie sa swo-
imi elementami.

Zbior Z wszystkich zbioréw, ktore nie sa swoimi elementami, mozna
zdefiniowaé formula:

XeZs ~(XeX),
ktorej podstawieniem jest rownowaznos¢:

ZcZlZs~Zc?),
ktora daje podstawe do udowodnienia kazdego z tych sprzecznych wy-
razen, Z € Z oraz ~(Z < Z.), jako ze z rbwnowaznoSci dowolnych dwoch
wyrazen sprzecznych, tj. z @ < ~@, da sie wyprowadzi¢ — w dowodach
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niewprost, stosujac RO, — zaréwno @, jak i ~®@, a — ogolniej, korzystajac
z DA — zaréwno ¥, jak i ~WP°.

Antynomia zbioru wszystkich zbioréw

Zrodlem sprzecznosci jest takze pojecie zbioru Z wszystkich zbioréow.
Rodzing wszystkich podzbioréw zbioru Z jest zbior potegowy Pot(Z)
(**RIV.1: D3). Poniewaz kazdy element zbioru Pot(Z) jest zbiorem, wiec
Pot(Z) c Z, ana podstawie tej inkluzji mozna oglosié, ze (i) IPot(Z)! < 1ZI
{**RIV.3: W13.a}. Jednakze moc zbioru potegowego dowolnego zbio-
ru jest wieksza niz moc danego zbioru {**RIV.3: T28.b}, co znaczy, ze
(i) IPot(Z)l > IZI, a to jest sprzeczne z (i)%°.

Antynomia zbioru uniwersalnego
Elementem zbioru uniwersalnego U jest dowolny przedmiot (indywidu-
alny lub zbior), a wiec takze kazdy element zbioru potegowego Pot(U),
co znaczy, ze Pot(U) c U, a zatem (i) IPot(Z)! < I1ZI {**RIV.3: W13.a}.
Z drugiej strony na podstawie twierdzenia Cantora (**RIV.3: T28.b)
trzeba uzna¢, ze IPot(U)l > IUI.

W kontekscie twierdzen podstawowych dla okazania tej sprzecznosSci
jest oczywisty wniosek (uzasadniony w dowodzie niewprost):

W1 Nie istnieje zbior uniwersalny.

Antynomia zbioru wszystkich liczb kardynalnych

Dla dowolnego zbioru liczb kardynalnych istnieje liczba kardynalna
wieksza od kazdej liczby nalezacej do tego zbioru: warunek ten spelia
suma wszystkich liczb kardynalnych danego zbioru, co wynika z wzoru
m< m+ n{**RIV.3: T29.b} zastosowanego tak, ze po prawej jego stronie
jest suma uogo6lniona liczb kardynalnych (wszystkich z danego zbioru),
a po lewej kolejna liczba z tego zbioru. Na podstawie tej prawidlowosci

19 W spos6b analogiczny Russell wskazal, ze do sprzeczno$ci w rachunku predykatow
prowadzi pojecie wlasnosci, ktora nie przystuguje samej sobie: gdy w definicji ta-
kiej wlasnosci, tj. w R(A) < ~A(A), dokona sie podstawienia A/R, wtedy uzyskuje
sie rownowazno$¢ R(R) < ~R(R). Podobnie w jezyku naturalnym uzyskuje sie
sprzeczne odpowiedzi na pytanie: Czy fryzjer, ktéry moze goli¢ tych tylko, ktérzy
nie golq sie sami, moze ogoli¢ sam siebie? Zob. tamze, s. 176.

20 Antynomia zbioru wszystkich zbior6w jest zwana paradoksem Cantora — na tej

podstawie, Ze o sprzecznosci tej Cantor informowat juz w 1891 roku (w liScie do
Dedekinda). Zob. tamze, s. 195.
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mozna uznaé, ze rowniez dla zbioru K wszystkich liczb kardynalnych
istnieje liczba k wieksza od kazdej liczby z K, a wiec takze wieksza od
siebie, co sprzeczne z tym, ze dla dowolnej liczby kardynalnej nz: ~(m < m)
{**RIV.3: T29.a}.

W kontekscie przywolanych twierdzen jest zatem oczywisty wniosek:

‘W2 Nie istnieje zbior wszystkich liczb kardynalnych.

Do antynomii na gruncie klasycznej teorii mnogos$ci prowadzg takze
zalozenia o istnieniu zbioru wszystkich liczb porzadkowych, uniwersum
(zbioru wszystkich) zbioréw réwnolicznych z sobg itd.

4.2 Usuwanie antynomii

Okazjonalne uwagi co do zagrozen sprzeczno$ciami i ograniczen niezbed-
nych, by ich w teorii mnogosci uniknaé, byly juz formutowane (zob. uwagi
do pojecia uniwersum w *RIV.3 i **RIV.1). Systemowe sposoby zapobie-
gania antynomiom zostaly zaproponowane w teorii typow logicznych oraz
w aksjomatycznym ujeciu teorii mnogosci®!.

4.2.1 Teoria typow logicznych

Odnoszac sie do antynomii teorii Cantora, B. Russell zbudowat system
logiczny, ktorego fragmentem jest teoria mnogoéci, zwany rozgaleziong
teorig typow logicznych?. Rdzeniem tej teorii jest pomyst, by przed-
mioty, ktérych nazwy mozna podstawiaé¢ za zmienne w jezyku systemu,
podzieli¢ na typy (rzedy). Do typu zerowego nalezg przedmoty indywidu-
alne, niebedace zbiorami; w typie pierwszym sa zbiory, ktérych wszystkie
elementy sa indywiduami, czyli przedmiotami typu zerowego; w typie
drugim sa zbiory przedmiotow typu pierwszego, czyli zbiory zbioréw
indywidudw; w typie trzecim sa zbiory zbiorow typu drugiego; w typie

21 'Wzmianki o innych metodach eliminowania antynomii sg tamze, s. 178—181.

22 Celem Russella bylo wyeliminowanie antynomii teorii mnogosci, rachunku predy-
katow oraz antynomi semantycznych. Dla usunigcia antynomii teoriomnogoscio-
wych i rachunku predykatéw L. Chwistek i F.P. Ramsey opracowali tzw. prosta
teorie typow logicznych. Zob. L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mno-
gosci, dz. cyt., s. 215.
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czwartym sa zbiory przedmiotow typu trzeciego itd. Gdy przestrzega sie
tego podziatlu, wtedy nie pojawia sie w formutach teorii nazwy zbiorow,
ktorych elementy nalezg do réznych typow: przedmiot typu n moze byé
elementem wylacznie zbioru typu n + 1: indywidua (i tylko indywidua)
elementami zbioréow typu pierwszego, zbiory indywiduéw elementami
zbioréw typu drugiego itd. Zdania (formuly zdaniowe), w ktérych sym-
bol € wiagze zmienne zinterpretowane w sposob niespeliajacy tego wa-
runku, jak rowniez negacje takich zdan, sa bezsensowne. Zgodnie z tym
wymogiem bezsensowna jest rowniez, kluczowa w antynomi Russella,
rownowaznos¢: Z € Z < ~(Z < Z.), poniewaz napis ,,Z € Z” nie speklia
tego wymogu. Warunek budowania formul zgodnie z typem przedmiotow
reprezentowanych przez zmienne wyklucza nie tylko antynomie Russella,
lecz wszystkie inne antynomie teorii mnogo$ci. Budowanie systemow
zgodnych z tym wymogiem oraz ich stosowanie jest jednak utrudnione?.

4.2.2 Aksjomatyzacja teorii mnogosci

Wspolezesnie przyjmowanym sposobem eliminowania antynomii z teorii
mnogosci jest jej budowanie w postaci systemu aksjomatycznego. Przyjmo-
wane dzisiaj aksjomatyki najcze$ciej nawigzujg do pierwszej aksjomatyza-
cji teorii mnogo$ci opracowanej przez niemieckiego matematyka E. Zerme-
lo, dopracowanej nastepnie przez Fraenkla i Skolema (tzw. aksjomatyki
ZFS); odrebne aksjomatyki pochodza od J. von Neumanna, P. Bernaysa
i K. Godla (aksjomatyki NBG) oraz Quine’a®*. Aksjomatyka nizej omoéwio-
na, oparta na ZFS, jest stosunkowo prosta i sformulowana tak, by latwiej
bylo nawigzywaé do wezesniejszych wynikéw niniejszego opracowania?.

2 Zob. tamze, s. 215-216.

24 Zob. np. W. Marciszewski, Aksjomatyczne ujecie teorii mnogosci, w: Logika for-

malna. Zarys encyklopedyczny..., dz. cyt., s. 121-131. Historyczne i pordwnawcze
uwagi o réznych aksjomatych teorii mnogos$ci oraz odestania do publikacji sa np.
w: K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci. Wraz ze wstepem..., dz. cyt.,
s. 70.

Niniejsza prezentacja jest wzorowana na zawartej tamze, s. 65—70. Aksjomatyka
Zermelo-Fraenkla jest oméwiona w: L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii
mnogosci, dz. cyt., s. 217-223. W: J. Stupecki, K. Hatkowska, K. Pir6g-Rzepecka,
Logika i teoria mnogosct, dz. cyt., s. 234—239 jest zaproponowany system aksjo-
matyczny (oznaczony jako T), ktérego jedynymi terminami pierwotnymi sa sym-
bole zbioru pustego i bycia elementem; sformulowanie aksjomatéow systemu T

25
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A.I Aksjomat jednoznacznosSci. Jesli zbiory A i B maja jednakowe
elementy, to zbiory te sa identyczne.

Twierdzenie to, zwane takze aksjomatem ekstensjonalnosci, moz-
na w przyjetym w tym opracowaniu jezyku symbolicznym zapisaé tak:
(A X) [x € A<= x € B] = (A = B). Implikacja ta jest zgodna z ZE:

A=B o (AX)[X e A x e Bl {**RIV.1: D1}.

A.II Aksjomat zbioru pustego. Istnieje zbior taki, ze zadne x nie jest
elementem tego zbioru: (V Z A x) x ¢ Z.

Jedyny zbioér speliajacy A.II jest (takze w niniejszym opracowaniu)
oznaczany symbolem .

A.III Aksjomat pary. Dla dowolnych przedmiotéw X i y istnieje zbior,
ktorego jedynymi elementami sg te przedmioty:
(Ax, yVX)X={x,y}®.

A.IV Aksjomat sumy. Dla kazdej rodziny zbioréow K istnieje zbior S
zawierajacy wszystkie i tylko te elementy, ktére sa elementami
jakiego$ zbioru X nalezacego rodziny K:

ANKVSAX)[xeS=(VXeK)xeX].

Warto zauwazy¢, ze zbior S, ktorego istnienie zapewnia A.III, jest ro-
zumiany zgodnie z definicjax e UA < (VA € A) x e A{**RIV.1: D6.a4},
a suma (A U B), okreslona réwnowaznos$cigx € (AUB) < (x e Avx € B)
{**RIV.1: D6.al} jest rozumiana jak suma rodziny zbioréow {A, B}.

A.V Aksjomat zbioru potegowego. Dla kazdego zbioru Z istnieje
rodzina P wszystkich jego podzbiorow: (A\ZV P) X e P X c Z

Zbior podzbiorow, ktorego istnienie jest zapewnione przez A.V, jest
zwany zbiorem potegowym, oznaczanym symbolem Pot(Z), P(Z) lub 27
(rozumiana zgodnie z tym aksjomatem jest **RIV.1: D3).

jest jednak poprzedzone kilkunastoma definicjami innych pojeé (zbioru, rodziny
zbioréw, rownozakresowosci, inkluzji, iloczynu, sumy zbioréw, zbioru potegowego,
zbioru nieskonczonego itd.).

26 Aksjomat ten jest zwykle formulowany odrebnie, cho¢ jest zalezny od pozostatych
aksjomatow. Zob. K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci. Wraz ze wste-
pem..., dz. cyt., s. 66.
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A.VI Aksjomat nieskonczonosci. Istnieje rodzina zbiorow K taka,
ze nalezy do niej zbior pusty i jesli jej elementem jest zbior A, to
jej elementem jest rowniez zbior (A U {A}):
VK [PeKAWNAeK)(AU{A}) € K].

Jako ze elementem rodziny K jest zbior pusty &, wiec jej elemen-
tem jest rowniez (& U {T}) = {T}, kolejnym jest {T, {J}}, nastepnie
{J, {2}, {D, {T}}} itd. Elementy te tworza wiec ciag nieskonczony, ktore-
go kolejne wyrazy sg zbiorami zawierajacymi jako swoje elementy wszyst-
kie poprzedzajgce wyrazy tego ciagu.

A.VII Aksjomat wyboru. Dla kazdej niepustej rodziny K zbiorow
niepustych i wzajemnie rozlacznych istnieje zbiér C, ktéry ma
dokladnie jeden element wspdlny z kazdym zbiorem rodziny K:
AX,YeK)IX+TAX£Y=>XNnY)=D] =
=(VCAXe KV x)xe(CnX).

Wykorzystujac pojecie funkeji, mozna powiedzieé, ze w kazdej takiej
rodzinie K istnieje funkcja, ktéra kazdemu zbiorowi tej rodziny przypo-
rzadkowuje (jako swoja warto$c) jeden element danego zbioru.

Aksjomat ten daje podstawe dla udowodnienia wielu twierdzen, kto-
rych nie da sie wyprowadzi¢ z pozostalych aksjomatéw teorii mnogo$ci.
Do twierdzen takich nalezy twierdzenie Zermelo:

T1 Dlakazdego zbioru X istnieje relacja, ktora ten zbioér dobrze porzad-
kuje.

Twierdzenie to, a takze lemat Kuratowskiego-Zorna (zob. **RIV.4:
T21), jest rbwnowazne z aksjomatem VII, co znaczy takze, ze rowno-
wazne s3 T1 oraz ten lemat?’.

Aksjomat VII, zwany takze aksjomatem Zermelo, nie przez wszyst-
kich jest przyjmowany. Dlatego w wykladach teorii mnogos$ci uwzglednia-
jacych ten fakt sa odrebnie oznaczane (nazywane) systemy aksjomatéw
z pewnikiem wyboru oraz dowody twierdzen, w ktorych aksjomat ten
jest zaktadany?®.

27" Zob. J. Stupecki, K. Haltkowska, K. Pir6g-Rzepecka, Logika i teoria mnogosci, dz.
cyt., s. 238.

2 Zob. np. K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci. Wraz ze wstepem...,
dz. cyt., s. 67-70. Prosty przyklad zastosowania aksjomatu wyboru jest podany
w: J. Stupecki, K. Halkowska, K. Pir6g-Rzepecka, Logika i teoria mnogosci, dz. cyt.,
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Istotne znaczenie w dyskusji nad aksjomatem wyboru i podstawa-
mi teorii mnogo$ci mialo twierdzenie opublikowane w 1924 roku przez
Tarskiego i Stefana Banacha w Fundamenta Mathematicae, zwane twier-
dzeniem o paradoksalnym rozkladzie kuli. Zgodnie z tym twierdzeniem
dowolnej wielkosci kule (obiekt matematyczny) mozna podzieli¢ na
skonczong liczbe czesci, z ktérych mozna nastepnie ztozy¢ kule dowolnej
innej wielkoSci. Wynik ten przeczyl intuicji (przekonaniom zdroworoz-
sadkowym), dlatego twierdzenie to nazywa sie czesto paradoksem Bana-
cha-Tarskiego, cho¢ w przeciwienstwie do innych znanych paradokséw,
ktore rzeczywiScie prowadza do sprzecznosci, twierdzenie Banacha-Tar-
skiego bylo niesprzeczne z powszechnie akceptowanymi aksjomatami
teorii mnogoéci. Jednakze w dowodzie twierdzenia o paradoksalnym
rozkladzie kuli w sposo6b istotny byt wykorzystany aksjomat wyboru (po-
stulujacy istnienie pewnego zbioru bez podania metody jego konstrukeji).
Wynik Banacha-Tarskiego wskazywal wiec paradoksalne konsekwencje
przyjecia w podstawach teorii mnogosci tego aksjomatu, ktory wezesniej
byl uznawany za intuicyjny i byl powszechnie stosowany w dowodach
matematycznych?.

A.VIII Aksjomat podzbioréw. Aksjomatem jest kazde wyrazenie
opostaci: AAVBAX) [xe Be (X e AaDX))].

Schemat powyzszy mozna odczytaé tak: dla dowolnego zbioru A ist-
nieje zbior B zlozony z wszystkich i tylko tych elementow zbioru A, ktore
spelniaja warunek @. Podane sformutowanie (pochodzace od Skolema)
tego aksjomatu — zwanego rowniez aksjomatem o podzbiorach dla formu-
ly @, aksjomatem wyro6zniania lub aksjomatem definicyjnym — wskazuje
wprost, ze A.VIII jest schematem reprezentujacym nieskoniczenie wiele
aksjomatow teorii mnogosci, @(x) w podanym schemacie reprezentu-
je bowiem dowolng formule zdaniowa aksjomatycznej teorii mnogosci,
w ktorej wystepuje jako wolna zmienna x i nie wystepuje jako wolna

s. 238-239, gdzie jako przyklad zastosowania tego aksjomatu w dowodach prze-
prowadzanych w innych dziatach matematyki jest wskazane twierdzenie o réwno-
wazno$ci Cauchy’ego oraz Heinego definicji granicy funkcji.
2 Twierdzenie Banacha-Tarskiego mialo duze znaczenie dla rozwoju badan nad pod-
stawami teorii mnogoSci, inicjujgc poszukiwanie konstruktywnych metod dowodze-
nia, tj. nieodwolujacych sie do aksjomatu wyboru. W pdzniejszym okresie Tarski
sformulowal okolo 30 réwnowaznych aksjomatowi wyboru sformulowan, gléwnie
w terminach operacji i relacji na liczbach kardynalnych.
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zmienna B (je$li sa ponadto inne zmienne wolne, to sg one parametrami,
od ktoérych zalezy B).

Nawiazujac do antynomii teoriomnogos$ciowych warto dodaé, ze istot-
ny jest warunek, by elementy zbioru B wyznaczonego formula @ byly
wylacznie elementami danego (ustalonego) zbioru A. Aksjomat bez tego
ograniczenia, tj. (V B A x) [x € B < @(x)] — przyjety przez Cantora jako
postulat charakteryzujacy pojecie zbioru — zwany w literaturze aksjo-
matem komprehenzji lub pewnikiem abstrakeji — glosi, ze dla dowolnej
sensownej formuly @ istnieje zbior tych i tylko tych elementow, ktore
dany warunek spekliajg. Pewnik komprehenzji wzmacnia mozliwo$ci
dowodowe teorii mnogosci, lecz prowadzi do sprzecznosci, takich jak
antynomia Russella.

A.IX Aksjomat zastepowania. Aksjomatem jest kazde wyrazenie
o postaci: (A X, y, z) [D(X, Y) A D(X,2) > y=2z] =
=>(ANAVBAYlyeB< (VxeA) DXyl

Poniewaz zgodnie z poprzednikiem tej implikacji forma zdaniowa
dD(X, y) jest jednoznaczna (zob. **RIV.2: D10.1), dlatego mozna zgodnie
z tym symbolicznym zapisem stwierdzi¢, ze: jesli dla kazdego x istnie-
je dokladnie jeden y taki, ze @(x, y), to dla kazdego zbioru A istnieje
zbidr B, ktorego elementami s te i tylko elementy y, ktore dla pewnego
x € A spelniaja warunek @(x, y). Zbiér ten, ktorego istnienie jest gwaran-
towane przez A.IX, jest zwany obrazem zbioru A, tj. zbiorem wyznaczo-
nym jednoznacznie przez forme zdaniowa @(x, y) (zob. **RIV.2: D12.1).
Aksjomat ten, tak samo jak poprzedni, jest schematem nieskonczenie
wielu aksjomatéw, w ktorym @(x, y) reprezentuje formuly zdaniowe teorii
mnogo$ci (o zmiennych wolnych x i y, niezawierajace B jako zmiennej
wolnej), ktore pojawiaja sie w konkretnym aksjomacie o budowie zgodnej
Z POWYZSZym wzorem.

Aksjomat A.IX (wprowadzony przez Fraenkla) jest mocniejszy niz
A.VIII, kt6ry okazat sie niewystarczajacy w dowodach niektérych twier-
dzen teorii mnogo$ci*®. Poniewaz A.VIII i A.IX reprezentujg nieskon-
czone zbiory aksjomatow, wiec system oparty na aksjomatach I-IX nie
jest skonczenie aksjomatyzowalny.

30 Schemat tatwego dowodu wyprowadzalno$ci A.VIII z A.IX jest np. w: L. Borkow-
ski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosct, dz. cyt., s. 222.
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W aksjomatach II-IX mowa o istnieniu pewnych zbioréw, a przy tym
aksjomaty II i VI sa bezwarunkowe, tzn. postuluja istnienie odnosnych
zbior6w niezaleznie od jakichkolwiek zalozen, a pozostale w tej grupie to
tzw. warunkowe aksjomaty istnienia, tj. takie, w ktorych istnienie pew-
nych zbioréw jest uwarunkowane spelnieniem zalozen co do istnienia
innych zbior6éw. Warto podkresdli¢, ze warunkowe aksjomaty istnienia
okreslaja jednoznacznie zbidr, ktorego istnienie stwierdzaja. Natomiast
nie jest w tym sensie jednoznaczny aksjomat VII: dla danej niepustej
rodziny K zbioréw niepustych i wzajemnie rozlacznych zwykle mozna
bowiem okresli¢ (poda¢ sposéb tworzenia) wiele zbioréw C, ktére maja
dokladnie jeden element wspolny z kazdym zbiorem takiej rodziny.

Podobnie jak w teorii typow logicznych, rowniez na gruncie aksjo-
matycznej teorii mnogosci antynomie sa skutecznie usuwane (szczegolna
w tej eliminacji jest rola aksjomatu VIII). Odpowiednikami antynomii
sq w systemach aksjomatycznych twierdzenia o nieistnieniu tych obiek-
tow (zbioréow), ktorych pojecie (zalozenie, ze istniejg) prowadzito do
sprzeczno$ci, np. twierdzenia, ze nie istnieje: zbidr wszystkich zbiorow
(zob. **RIV.3: T17), zbiér uniwersalny (zob. W1), zbiér wszystkich liczb
kardynalnych (zob. W2), zbi6ér wszystkich liczb porzadkowych?!, zbior
wszystkich zbioréw niebedacych swoimi elementami itd.*?

31 Dowdd tego twierdzenia jest analogiczny do uzasadnienia dla W2. Antynomia
zbioru wszystkich liczb porzadkowych to pierwsza opublikowana antynomia kla-
sycznej teorii mnogosci (zostala ogloszona przez Burali-Fortiego w 1897 r.) — zob.
np. tamze, s. 296.

3 Oprocz aksjomatéow I-IX sa przyjmowane postulaty wzmacniajace podstawy do-
wodowe teorii mnogosci — jak aksjomat regularnos$ci (o istnieniu dla kazdej nie-
pustej rodziny zbioréw niepustego zbioru X, ktory jest elementem danej rodziny
i nie ma z nia elementéw wspdlnych) — a takze aksjomaty wlaéciwe dla dzialow
teorii mnogo$ci, np. w teorii systeméw relacyjnych aksjomat typéw relacyjnych,
tj. o istnieniu dokladnie jednego przedmiotu bedgcego typem relacyjnym danego
systemu (**RIV.2: A1) — zob. np. K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci.
Wraz ze wstepem..., dz. cyt., s. 69-70, 96—98.






ZAKONCZENIE

Zagadnienia podjete w rozwazaniach zostaly podzielone, zgodnie z roz-
réznieniem przyjmowanym w opracowaniach z logiki, na zaczerpniete
z logiki formalnej oraz z ogolnej teorii mnogosSci. W czeSci poS§wieconej
logice (rozdzialy I-III) sg omoéwione rachunki zdan i predykatow, a w za-
kresie teorii mnogosci sa uwzglednione podstawowe wyniki rachunku
zbiorbow, teorii relacji, teorii liczb kardynalnych oraz kwestie zwigzane
z antynomiami tzw. klasycznej teorii mnogo$ci.

Podstawowa dla pozostalych analiz jest charakterystyka rachunkéw
klasycznych, tj. dwuwartoSciowych i ekstensjonalnych: klasycznego ra-
chunku zdan (KRZ) oraz klasycznego rachunku predykatow. W rozdziale
poswieconym KRZ jest opisany jezyk tego rachunku, jego metody budo-
wania oraz podstawowe prawa. W opisie jezyka (RI.1), po ustaleniach
dotyczacych przyjetego w tych analizach symbolicznego zapisu wyrazen
elementarnych oraz regul budowania wyrazen zlozonych, jest obszerna
charakterystyka semantyczna prawdziwo$ciowych spojnikow KRZ, ktora
oprocz standardowych (matrycowych) definicji tych sp6jnikéw zawiera
obszerne analizy zalezno$ci definicyjnych miedzy nimi oraz opis ogdlnej
metody (algorytmu) ustalania tych zwigzkéw (RI.1.2.3).

W charakterystyce metod budowania KRZ zostaly uwzglednione:
metoda rozstrzygania tautologiczno$ci formul KRZ (RI.2), a nastepnie
metody dedukcyjne: zalozeniowa (RI.3) oraz metoda aksjomatyczna
(RI.4). Prezentacja metody rozstrzygania zostala ograniczona do metody
zero-jedynkowej (matrycowej), nie liczac wzmianek o innych sposobach
sprawdzania, czy formula jest prawem; natomiast w opisie metod deduk-
cyjnych jest wyraznie wyrdzniony sposob zalozeniowy, w wersji pocho-
dzacej od Stupeckiego-Borkowskiego (S-B), wybrany jako podstawowy
i w ujeciu KRZ, i pozostalych rachunkéw uwzglednionych w niniejszym
opracowaniu. Dlatego rowniez prawa KRZ zostaly zaprezentowane jako
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tezy tego systemu. Na tle zalozeniowego systemu KRZ jest ukazana meto-
da aksjomatyczna, zilustrowana rachunkiem zdan Hilberta-Bernaysa oraz
aksjomatykami Lukasiewicza (takze aksjomatem Nicoda-Lukasiewicza
i rachunkami zdan cze$ciowymi).

Sposrod rachunkoéw zdan nieklasycznych (RII), rozumianych w tej
pracy jako wielowarto$ciowe lub intensjonalne, zostaly wybrane rachun-
ki logiki wielowarto$ciowej (RII.1), a zwlaszcza rachunki opracowane
przez Lukasiewicza i jego nastepcow; prawa logiki modalnej i deontycznej
(RII.2.-3) oraz logika intuicjonistyczna i tzw. logiki poérednie (RII.4).

Rowniez charakterystyka logiki predykatow (RIII) jest skupiona na
rachunkach klasycznych, tj. nadbudowanych nad KRZ. Po ogblnych uwa-
gach o logice predykatow (funkcje, podstawowe pojecia, rodzaje rachun-
kow predykatoéw) jest rozwiniety (RIIL.2) wezszy rachunek predykatow
(WRP) oraz jego odmiana wzbogacona o pojecie identyczno$ci, a nastep-
nie teoria wynikania zdan kategorycznych. W zalozeniowym systemie
WRP (wzorowanym na ujeciu S-B) zostaly udowodnione podstawowe
twierdzenia tego rachunku, takze takie, w ktorych jest uzyte pojecie iden-
tyczno$ci (WRP z identycznoscia).

W rozdziale tym jest takze omoéwiona (RIIL.3) teoria wynikania zdan
kategorycznych: najpierw w sposo6b tradycyjny, z podzialem na prawa
wnioskowania bezpo$redniego, ktoére sa ponadto zestawione z prawami
logiki modalnej i deontycznej (RII11.3.1), oraz sylogizmy (RIII.3.2), przy
czym tradycyjne metody sprawdzania poprawnosci logicznej sylogizmow
(RIII.3.2.1) zostaly uzupelnione (RIII.3.2.2) o modyfikacje metody Ven-
na, stosowalne takze do innych niz tradycyjnie analizowane wnioskowan
ze zdaniami kategorycznymi. W paragrafie konhcowym (RIII.3.3) teoria ta
jest zinterpretowana w rachunku predykatow.

W rozdziale po§wieconym teorii mnogosci (RIV) sa w kolejnych pod-
rozdzialach omoéwione teorie zwykle umieszczane w jej czeSci zwanej
ogoblna: rachunek zbioréw, teoria relacji oraz teoria liczb kardynalnych.
Ponadto sa w tym rozdziale uwzglednione (RIV.4) zagadnienia, wazne nie
tylko z powodow historycznych, zwigzane z antynomiami tzw. klasycznej
teorii mnogosci oraz ze sposobami ich usuwania.

W prezentacji rachunku zbioréw (RIV.1), po uwagach dotyczacych
jezyka i podstawowych jego pojec¢ (dystrybutywne i kolektywne rozumie-
nie zbioru, zbiory uporzadkowane i nieuporzadkowane, zbi6r pusty i uni-
wersalny), sa w kolejnych paragrafach scharakteryzowane — definicjami
i udowodnionymi twierdzeniami: relacje miedzy zbiorami (tozsamosci,
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podporzadkowania, rozlacznoéci, krzyzowania); podstawowe dzialania na
zbiorach (sumy, iloczynu — takze dzialania uogélnione — roéznicy, réznicy
symetrycznej i dopelniania); pojecie i wlasnos$ci zbior6w wyznaczonych
przez funkcje zdaniowe. Ponadto sa w rachunku zbioréw zinterpretowane
zdania kategoryczne i prawa sylogistyki (RIV.1.5).

Prezentacja teorii relacji (RIV.2) rowniez zostala ograniczona do jej
podstawowych pojeé (iloczynu kartezjanskiego, relacji), a nastepnie do
definicji i twierdzen dotyczacych: (RIV.2.2) dzialan na relacjach (suma,
iloczyn, r6znica, dopelnienie oraz konwers i zlozenie relacji); (RIV.2.3)
wyréznionych rodzajow relacji (funkcje, ciggi) oraz wlasnosdci relacji
(RIV.2.3.2), wlasnoéci podstawowych (zwrotno$é, spojnosc, symetrycz-
no$¢, asymetryczno$é, przechodnioé¢) oraz (RIV.2.3.3-4) ztozonych (re-
lacje réwnowaznoS$ciowe, relacje porzadkujace). Zostaly takze okreslone
(RIV.2.3.4) odpowiadajace relacjom porzadkujacym odmiany zbiorow
uporzadkowanych (uporzadkowane cze$ciowo, liniowo, dobrze) oraz
zwigzane ze zbiorami uporzadkowanymi pojecia (elementu pierwsze-
go, minimalnego, ostatniego, maksymalnego; zbioru gestego, ciaglego)
itwierdzenia, m.in. lemat Kuratowskiego-Zorna, stosowany czesto w do-
wodach matematycznych okazujacych istnienie postulowanego obiektu
(RIV.2: T21). Ustalenia dotyczace funkcji daly podstawe (RIV.2.3.5)
do okres$lenia relacji miedzy relacjami (izomorfizm i homomorfizm re-
lacji) oraz wprowadzenia pojeé (struktury relacyjnej, typu relacyjnego)
i sformulowania twierdzen znajdujacych wiele zastosowan w logice i ma-
tematyce (m.in. twierdzenie Lindenbauma-Tarskiego o izomorfizmie —
RIV.2: T23).

Z problematyki teorii liczb kardynalnych zostaly wybrane wyniki i za-
gadnienia wazne takze filozoficznie. Dlatego po wprowadzeniu (RIV.3.1)
podstawowych pojet tej teorii (réwnoliczno$é zbioréw, moc zbioru, liczba
kardynalna) analizy zostaly skupione (RIV.3.2) na rodzajach zbiorow
wyréznionych ze wzgledu na ich liczno$¢. Omoéwione — definicyjnie i udo-
wodnionymi twierdzeniami — zostaly: (RIV.3.2.1) zbiory (moce zbiorow)
skonczone 1 nieskonczone (takze — nieskonczone w sensie Dedekinda)
oraz analogicznie podzielone liczby kardynalne skoniczone i pozaskon-
czone, czyli moce zbior6w nieskonczonych, a posrod nich liczba X (alef
zero), tj. moc zbioru IV liczb naturalnych, oraz liczba ¢, tj. moc ogdtu R
liczb rzeczywistych, zwana moca kontinuum; (RIV.3.2.2) zbiory prze-
liczalne (skoniczone lub rownoliczne ze zbiorem W) i nieprzeliczalne.
W dowodach twierdzen o przeliczalno$ci zostala zastosowana tzw. metoda
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przekatniowa, wykorzystana takze dla okazania bogactwa $wiata liczb
kardynalnych pozaskonczonych (RIV.3: T12-T16) oraz twierdzenia
o nieistnieniu zbioru wszystkich zbioréw (RIV.3: T17). W kolejnej czesci
(RIV.3.3) sa sformulowane podstawowe definicje i udowodnione twierdze-
nia dotyczace dzialan (sumy, mnozenia, potegowania) oraz nieréwnosci
w zbiorze liczb kardynalnych. Filozoficznie znaczace sa zwlaszcza wyniki
dotyczace whasnosci liczb X i ¢ (RIV.3: T20, T22, T24,T25, T28, T33).

Wybrane zagadnienia i wyniki ogolnej teorii mnogosci sa uzupelnione
podrozdzialem (RIV.4) po$wieconym antynomiom tzw. klasycznej (in-
tuicyjnej) teorii mnogosci (Russella, zbioru wszystkich zbioréw, zbioru
uniwersalnego, zbioru wszystkich liczb kardynalnych) oraz sposobom ich
zapobiegania: (RIV.4.2.1) zapoczatkowanej przez B. Russella teorii typow
logicznych, ktéra dzi§ ma juz znaczenie historyczne; oraz (RIV.4.2.2)
przyjetej w logice metodzie aksjomatyzacji, ktorej omoéwienie — lecz tylko
na przykladzie wybranych aksjomatéw i w kontekScie usuwania antyno-
mii — zamyka rozdzial po§wiecony teorii mnogosci.

Oceniajgc calo$¢ rozwazan zawartych w ksigzce, warto po pierwsze
podkresli¢, ze dotycza podstawowych zagadnien logiki formalnej i ogolnej
teorii mnogoéci. Dlatego trudno wymagaé, by znalazly sie w niniejszym
opracowaniu wyniki poszerzajace og6t wynikéw znanych. Oryginalnos$ci
i pewnych zalet mozna sie doszukiwa¢ — mam nadzieje, ze skutecznie — je-
dynie w ukladzie zagadnien, definicji i twierdzen, w ich sformulowaniach
zapisanych w jednolitej notacji (symbolice), komentarzach i przykladach,
a takze w dowodach (sposobie dowodzenia). Za innowacyjne, cho¢ raczej
dydaktycznie niz teoretycznie, mozna uznac jedynie opisana w ksigz-
ce metode wyszukiwania zaleznoS$ci definicyjnych miedzy funktorami
prawdziwo$ciowymi oraz uproszczong metode sprawdzania poprawnosci
logicznej wnioskowan ze zdaniami kategorycznymi.

Po drugie, analizy dotycza zagadnien wybranych z dzialow logiki
wskazanych w tytule ksigzki. Jest wobec tego nieuniknione, ze brak w nich
wielu probleméw i zwigzanych z nimi wynikow — takze takich, ktérych
mozna by oczekiwa¢ w opracowaniu o podobnym zakresie. Dotyczy to
zwlaszcza intensywnie dzi§ rozwijanych logik nieklasycznych, sposrod
ktorych zostaly tu uwzglednione jedynie rachunki nieklasyczne od daw-
na znane (mozna by rzec: klasyczne nieklasyczne) — a przy tym sa one
w ksigzce tylko ogdlnie scharakteryzowane i zilustrowane prawami, a nie
przedstawione w postaci systemu. Interesujace, cho¢ w porzadku defini-
cyjnym i dowodowym nie niezbedne, bylyby takze pelniejsze wiadomosci
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historyczne, obejmujace nie tylko twércow, daty i tytuly dziel, lecz takze
dziejowy kontekst badan i oglaszanych wynikéw'. Uwzglednienie takie-
go wymiaru logiki wymagaloby jednak opracowania, w ktoérym, oprocz
zdania sprawy z podstawowych jej wynikow, trzeba by takze pomiescié
opis jej dziejow.

W rozwazaniach zawartych w tej ksiazce pojawily sie juz watki meta-
przedmiotowe. Wiekszo$¢ z nich jest w komentarzach do prezentowanych
wynikow logiki formalnej i teorii mnogosci, na przyklad w ogoblnej charak-
terystyce wlasnosci system6é6w dedukeyjnych KRZ (takze w uwagach po-
rownujacych systemy aksjomatyczne z zalozeniowymi), w rozréznieniach
dotyczacych rachunku predykatow, w komentarzach co do skutecznosci
metod sylogistyki. Niektore zagadnienia metalogiczne byty takze podjete
odrebnie, jak zalezno$ci definicyjne miedzy sp6jnikami prawdziwos$ciowy-
mi (RI.1.2.3), interpretacja teorii wynikania zdan kategorycznych w WRP
(RIII.3.3) i w rachunku zbioréw (RIV.1.5) oraz problemy (i rozwigzania)
zwigzane z antynomiami klasycznej teorii mnogosci (RIV.4). Watki takie
wpisuja sie w zagadnienia podjete w trzeciej, ostatniej czesci catego opra-
cowania, poSwieconej wybranym zagadnieniom metalogiki.

1" Wiele takich informacji jest w: A. Dagbrowski, M. Hoty-Luczaj, A. Schumann i in.,

Leksykon logikéw polskich 1900—-1939, dz. cyt. (zakres opracowania jest wskaza-
ny tytulem, w ktérym nazwa ,logicy polscy” jest rozumiana szeroko, dzieki czemu
zestaw hasel jest bogatszy).






BIBLIOGRAFIA

Zestawione s3 wylacznie publikacje cytowane w niniejszej ksiazce.

Batog T., Podstawy logiki, Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Adama
Mickiewicza, Poznan 2003.

Bonevac D., The Art and Science of Logic, Mayfield Publishing Company,
Mountain View, CA 1990.

Borkowski L., Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, Towarzystwo
Naukowe Katolickiego Uniwersytetu Lubelskiego, Lublin 1991.

Czezowski T., Jak budowaé logike dobr? (1), w: tegoz, Pisma z etyki i teo-
rii wartos$cti, red. P. Smoczynski, Zaklad Narodowy im. Ossolinskich,
Wroclaw 1989, s. 130-135.

Czezowski T., Jak budowadé logike dobr? (2), w: tegoz, Pisma z etyki i teo-
rii wartos$ct, red. P. Smoczynski, Zaklad Narodowy im. Ossolinskich,
Wroctaw 1989, s. 136—139.

Czezowski T., Logika. Podrecznik dla studiujqgcych nauki filozoficzne,
Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1968.

Czezowski T., O formalnym pojeciu wartosci, ,Przeglad Filozoficzny”
1919,t.22,z. 1, s. 13-24.

Dabrowski A., Holy-Luczaj M., Schumann A., Szocik K., Wolefiski J.,
Leksykon logikéw polskich 1900-1939, Copernicus Center Press,
Wyzsza Szkola Informatyki i Zarzadzania, Krakow—Rzeszow 2022.

Grzegorczyk A., Zarys logiki matematycznej, Panstwowe Wydawnictwo
Naukowe, Warszawa 1981.

Gumanski L., Wprowadzenie w logike wspoélczesng, Panstwowe Wydaw-
nictwo Naukowe, Warszawa 1990.

Gumanski L., Wybrane zagadnienia logiki deontycznej, w: tegoz, Istnie-
nie i logika, Wydawnictwo Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, Torun
2006, s. 389—446.

285



BIBLIOGRAFIA

Haack S., Philosophy of Logics, Cambridge University Press, Cambridge
1978.

Jonkisz A., Aksjomatyczna teoria uzytecznosci O. MorgernsternaiJ. Von
Neumanna a T. Czezowskiego formalna teoria wartosci, w: Tadeusz
Czezowski (1889—1981): dziedzictwo idei: logika — filozofia — etyka,
red. W. Tyburski, R. Wisniewski, Uniwersytet Mikolaja Kopernika,
Torun 2002, s. 135—-143.

Jonkisz A., Elementy logiki stosowanej, Wyzsza Szkola Administracji
w Bielsku-Bialej, Bielsko-Biata 2011, 2015.

Jonkisz A., Formalna teoria wartosci. ,Filozofia Nauki” 1998, nr 3—4,
s. 121-132.

Jonkisz A., O tak zwanej logice dobr, w: Mysli o jezyku, nauce i war-
tosciach. Ksiega ofiarowana Profesorowi Jackowi Juliuszowi Ja-
dackiemu w sze$édziesiqtq rocznice urodzin, red. W. Strawinski,
M. Grygianiec, A. Brozek, Wydawnictwo Naukowe Semper, Warszawa
2006, s. 421-429.

Jonkisz A., Tadeusza Czezowskiego formalne pojecie warto$ci, w: Polska
filozofia analityczna. W kregu Szkoty Lwowsko-Warszawskiej, red.
W. Tyburski, R. Wisniewski, Wydawnictwo Uniwersytetu Mikolaja
Kopernika, Torun 1999, s. 197-206.

Jonkisz A., Zagadnienia semiotyki logicznej i ogolnej metodologii nauk,
Wydawnictwo Naukowe Akademii Ignatianum w Krakowie, Krakow
2023.

Jonkisz A., Zagadnienia syntaktyki i semantyki systemoéow dedukcyj-
nych, Wydawnictwo Naukowe Akademii Ignatianum w Krakowie,
Krakow 2023.

Kobzinski J.K., Logiki posrednie, w: Logika formalna. Zarys ency-
klopedyczny z zastosowaniem do informatyki i lingwistyki, red.
W. Marciszewski, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa
1987, s. 369-381.

Koj L., Powinnosci w nauce. T. 1: Okreslenie i poznawalnos$é powinnosci,
Wydawnictwo Uniwersytetu Marii Curie-Sktodowskiej, Lublin 1998.

Kopania J., Systemy Lesniewskiego, w: Logika formalna. Zarys ency-
klopedyczny z zastosowaniem do informatyki i lingwistyki, red.
W. Marciszewski, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa
1987, s. 397-405.

Kozanecka A., O rodzajach logik temporalnych, ,Roczniki Filozoficzne”
2007,t. 55, nr 1, s. 189-199.

286



BIBLIOGRAFIA

Kozanecka-Dymek A., Geneza niektorych systeméw logiki temporalnej,
,Roczniki Filozoficzne” 2009, t. 57, nr 1, s. 75-90.

Krajewski S., Antynomie, w: Logika formalna. Zarys encyklopedyczny
z zastosowaniem do informatyki i lingwistyki, red. W. Marciszewski,
Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1987, s. 174—181.

Krajewski S., Logika intuicjonistyczna, w: Logika formalna. Zarys en-
cyklopedyczny z zastosowaniem do informatyki i lingwistyki, red.
W. Marciszewski, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa
1987, s. 360—368.

Kulicki P., Aksjomatyczne systemy rachunku nazw, Wydawnictwo Ka-
tolickiego Uniwersytetu Lubelskiego, Lublin 2011.

Kuratowski K., Mostowski A., Teoria mnogosci. Wraz ze wstepem do
opisowej teorii mnogosci, Panistwowe Wydawnictwo Naukowe, War-
szawa 1978.

Lechniak M., Czym sq modalno$ci i jak je rozrézniaé? Proby klasyfikacji
modalnosci, w: Jednosé 1 wielosé logik modalnych, red. M. Tkaczyk,
Jednos$é i wielosé logik modalnych, Wydawnictwo Naukowe Katolic-
kiego Uniwersytetu Lubelskiego, Lublin 2019, s. 63—-80.

Lechniak M., Elementy logiki dla prawnikéw, Wydawnictwo Katolickie-
go Uniwersytetu Lubelskiego, Lublin 2012.

Lechniak M., Interpretacje wartosci matryc logik wielowartosciowych,
Redakcja Wydawnictw Katolickiego Uniwersytetu Lubelskiego, Lu-
blin 1999.

Lechniak M., Logiki epistemiczne, w: Jednosé i wielosé logik modalnych,
red. M. Tkaczyk, Wydawnictwo Naukowe Katolickiego Uniwersytetu
Lubelskiego, Lublin 2019, s. 135—-203.

Lechniak M., Przekonania i zmiana przekonan: analiza logiczna i fi-
lozoficzna. Wydawnictwo Katolickiego Uniwersytetu Lubelskiego,
Lublin 2011.

Logika formalna. Zarys encyklopedyczny z zastosowaniem do informa-
tyki i lingwistyki, red. W. Marciszewski, Panstwowe Wydawnictwo
Naukowe, Warszawa 1987.

Lukasiewicz D., Filozofia Tadeusza Czezowskiego, Wydawnictwo Akade-
mii Bydgoskiej, Bydgoszcz 2020.

Lukasiewicz J., Elementy logiki matematycznej, Panstwowe Wydawnic-
two Naukowe, Warszawa 1958.

Lukasiewicz J., O determinizmie, w: tegoz, Z zagadnien logiki i filozo-
fil. Pisma wybrane, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa
1961, s. 114-126.

287



BIBLIOGRAFIA

Lukasiewicz J., Sylogistyka Arystotelesa z punktu widzenia wspblczes-
nej logiki formalnej, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa
1988.

Lukasiewicz J., System logiki modalnej, w: tegoz, Z zagadnien logiki
1filozofii. Pisma wybrane, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, War-
szawa 1961, s. 275-305.

Malinowski G., Logiki wielowarto$ciowe, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2006.

Mata encyklopedia logiki, red. W. Marciszewski, Zaklad Narodowy im.
Ossolinskich, Wroctaw 1988.

Marciszewski W., Aksjomatyczne ujecie teorii mnogosci, w: Logika for-
malna. Zarys encyklopedyczny z zastosowaniem do informatyki
1 lingwistyki, red. W. Marciszewski, Panstwowe Wydawnictwo Na-
ukowe, Warszawa 1987, s. 121-131.

Pascucci M., Tuboly A.T. (red.), Reflecting on the Legacy of C.I. Lewis:
Contemporary and Historical Perspectives on Modal Logic, ,,Orga-
non F” (Special Issue) 2019, t. 26, nr 3, s. 318-539.

Pogorzelski W.A., Elementarny stownik logiki formalnej, Dziat Wydaw-
nictw Filii Uniwersytetu Warszawskiego, Bialystok 1992.

Pogorzelski W.A., Klasyczny rachunek kwantyfikatoréw. Zarys teortii,
Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1981.

Pogorzelski W.A., Klasyczny rachunek zdan. Zarys teorii, Panstwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1975.

Shapecki J., Borkowski L., Elementy logiki matematycznej i teorii mno-
gosci, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1963.

Stupecki J., Halkowska K., Pir6g-Rzepecka K., Logika i teoria mnogosct,
Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1978.

Swirydowicz K., Logiczne teorie obowigzku warunkowego, Wydawnic-
two Naukowe Uniwersytetu Adama Mickiewicza, Poznan 1995.
Swirydowicz K., Podstawy logiki modalnej, Wydawnictwo Naukowe Uni-

wersytetu Adama Mickiewicza, Poznan 2004.

Tkaczyk M. (red.), Jednosé¢ i wielo$é¢ logik modalnych, Wydawnictwo
Naukowe Katolickiego Uniwersytetu Lubelskiego, Lublin 2019.
Tkaczyk M., Zalozeniowe systemy normalnych logik modalnych, ,Rocz-

niki Filozoficzne” 2007, t. 55, nr 1, s. 219-228.

Wolenski J., Filozoficzna szkola lwowsko-warszawska, Panstwowe Wy-
dawnictwo Naukowe, Warszawa 1985.

Wolenski J., Lukasiewicz, Jan, w: A. Dabrowski, M. Holy-Euczaj, A. Schu-
mann, K. Szocik, J. Wolenski, Leksykon logikow polskich 1900—1939,

288



BIBLIOGRAFIA

Copernicus Center Press, Wyzsza Szkola Informatyki i Zarzadzania,
Krakow, Rzeszow 2022, s. 214-226.

Wolenski J., Many-Valueness and Modality, ,Ruch Filozoficzny” 2019,
t. 75,nr 2, s. 61-74.

Wolenski J., O predykacie jest prawdq’, w: Prawda, red. D. Leszczyn-
ski, Wydawnictwo Uniwersytetu Wroclawskiego, Wroclaw 2011,
s. 31-44.

Wolenski J., Przyczynek do analizy dozwolenia, w: tegoz, W strone lo-
giki, Aureus, Krakow 1996, s. 177-181.

Wolenski J., Semantics and Truth, Springer, Cham 2019.

Ziembinski Z., Logika praktyczna, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe,
Warszawa 1974.






DEFINICJE, TWIERDZENIA, SCHEMATY

Zestawione sg wylgcznie numerowane w tekScie definicje i twierdzenia
oraz schematy regul wnioskowania — uporzadkowane zgodnie z kolejno-
Scig rozdzialow i podrozdzialow ksiazki.

**RI. Klasyczny rachunek zdan (KRZ)
#RI.1 = Jezyk KRZ

D1 Wyrazeniami (formulami) KRZ sa wszystkie i tylko:

(i) pojedyncze zmienne zdaniowe;

(i) wyrazenia otrzymane z dowolnej formuly KRZ przez poprzedze-
nie tej formuly znakiem negacji, tzn. jezeli @ jest formula KRZ,
to rowniez ~(®) jest formula KRZ;

(iii) wyrazenia otrzymane z dowolnych dwoch formul KRZ przez
ich polaczenie znakiem spoéjnika prawdziwos$ciowego, tzn.
jesli sa formulami @ oraz W, to s formulami takze wyrazenia:
(@A), (D) v(P), (@) v (), (@)/(P), (D)= (), (D)= (¥,
(@) U (®) itd.

D2

(i) @ jest wyrazeniem 1. rzedu KRZ wtw @ jest zmienng zdaniows;

(ii) @ jest wyrazeniem k-tego rzedu wtw istniejq takie wyrazenia @,
i @, rzedow nizszych od k, ze @ jest identyczne z '~@ 1 albo z jed-
nym spoéréd wyrazen:
O AD,TO, v, TD VDD =], <), 0 o),
‘D /D, itd.;

(iii) @ jest wyrazeniem KRZ wtw istnieje taka liczba naturalna n, ze
@ jest wyrazeniem n-tego rzedu KRZ.
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*RV.4.1: D1 Funktor zdaniotworezy jest prawdziwosciowy wtedy i tylko,
gdy warto$c¢ logiczna kazdego zdania, w ktorym dany funktor jest
lacznikiem glownym, zalezy wylgcznie od wartosci logicznej jego
argumentéw w danym zdaniu.

D3.
a Funkcje n-argumentowe o argumentach ze zbioru wartoéci logicz-
nych A i wartosciach w tym zbiorze to funkcje prawdziwoSciowe.
b Warto$ciowania to nieskonczone ciagi wartosSci logicznych czerpa-
nych ze zbioru A.

*RV.4.2: D3.a
D ~d
1 0
0 1
*RV.4.2: D3.b
D 14 A v v = = U
1 1 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1
D4
()] ur as ~ f
1 1 1 0 0
0 1 0 1 0
D5
o|¥Y(1|12(3|4|5]6|7[8]|9(10|11(12|13|14|15|16
1(1{1j1}{1{1(0|212|212|0]12|]0]0O0]O]O]Of1]0O
i1(0(1f1}j1|10(1j1j0|O0|0O]1T|1T]0O]O|1]0O0]|O
o(1|j1(1)j0|1j1{0|0}j1}(1(0(1|0|1]0]|]0]O0
o(o|j1(0|j1|1j1{0j1{1{0f1{0|1|0]0]O0O]O
v =/ o vy A
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D6

T1

T2

T3

T4

DEFINICJE, TWIERDZENIA, SCHEMATY

n-argumentowy funktor prawdziwoSciowy F jest definiowalny za
pomoca funktoréw F , ..., F, wtw istnieje takie wyrazenie zdaniowe
o(F, ..., F; pys .-, P,) zapisane wylgcznie za pomocg zmiennych
zdaniowych p, ..., p, oraz funktoréw F , ..., F,, ze prawdziwa jest
rownowazno$¢: F(p,, ..., p,)) < @(F, .., F; py, ..., P)-

Kazdy funktor prawdziwoS$ciowy F jest definiowalny przez koniunk-
cje, alternatywe i negacje, czyli jest tak, ze F|A, v, ~.

Kazdy funktor prawdziwo$ciowy F jest definiowalny przez dowolny
funktor rodzaju 1/3 oraz negacje, czyli jest tak, ze F|1/3, ~.

Kazdy funktor prawdziwo$ciowy rodzaju 1/3 jest definiowalny
przez dowolny funktor rodzaju 1/3 oraz negacje, czyli jest tak, ze
1/3]1/3, ~.

Kazdy funktor prawdziwoSciowy F jest definiowalny wylacznie
przez | oraz wylacznie przez /.

**RI.2 = Tautologie/prawa KRZ

RIX.1: D10 Tautologia KRZ to formula, ktéra dla dowolnego podstawie-

D1

nia wartoS$ci logicznych za wystepujace w niej zmienne zdaniowe
(dla dowolnego wartoSciowania) uzyskuje koncowa wartos¢ praw-
dziwoéci (jedynke).

Formutla @ jest tautologia KRZ wtedy i tylko, gdy dla kazdego jej
warto$ciowania w: V(<®, w>) = 1.

**R1.3 = Zalozeniowy system KRZ

RO

DK

=Y
D
1'%

OK

DAY o (P)
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DR

DA

Dl.a

D1.b

Dl.c

OR
o=
VY=o (ORN
[P 4 =Y (Y= Q)
OA
vy
D ~O (~P)
[oava'4 ¥ (D)

Regula R dolaczania nowych wierszy do dowodu jest w danym
systemie zalozeniowym wtorna ze wzgledu na teze T wtw dla do-
wolnych wyrazen @ oraz @, @,, ..., @, 0 ile @ jest wyprowadzalne
2D, D, .., & wedlug reguly R, to jest tez wyprowadzalne z @,
D,, ..., D, itezy T wedlug regutl pierwotnych tego systemu.

Regula R dotaczania nowych wierszy do dowodu jest w danym sys-
temie zalozeniowym wtérna wtw dla dowolnych wyrazen @ oraz
D,D,, .., D, o0ile djest wyprowadzalne z @, D, ..., ®_wedlug
reguly R, to jest tez wyprowadzalne z @, @,, ..., @, i tez danego
systemu wedlug jego regul pierwotnych.

Jesli R oraz R’ sa regulami tworzenia dowodéw, to regula R’ jest
wtorna ze wzgledu na regule R wtw dla dowolnego wyrazenia @,
o ile istnieje dowdd @ wedtug reguly R’, to istnieje dowod wyra-
zenia @ wedhlug reguly R.

Tl (p=>=[@=>r=E=r)]

T2 (pv)=(~q=p).

T3 ~~p=p; T4 p=~~p TS ~~pop
ON DN
~~®D (0]
0 ~~Q
OA:
~ovy¥ ov~Y
(0] '4
4 0
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T6 [(p=>aAr~ql=~p

TOL
=Y
~y
~®
TOL.:
(o= D= ~Y ~O =Y ~O = ~Y
~y 24 ~y 24
~O ~d D D

T7 (p=q < (~q=~p)

TR =Y
~YU=~D

T8 [p=@An]=[p=qAr(p=n]

T9 [(pva)=rl=[(p=r)A(@=r)]

T10 [(pvavr)=sl=[(p=s)A@=s)A(r=s)]
T11 ~(pva) < (~pA~aq)

NA ~(@vY)
~YA~D

T12 pv~p

T13 ~(p A ~p)

T14 (pAr~p)=q
T15 ~(pArg)e(~pv~q)

NK ~(@ A W)
~Py ~D

T16 (p=>q < (~pva)
T17 [(prq)=>rl<[(pA~r)=~q]
T18 g=(p=20)
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T19
T20

NI

T21
T22
T23

RO_

T24

TOL,_

T25

TR
=4

T26
T27

MIS

T28
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~p=({pP=09
~p=>q < (pPA~q,

~(P=>")
DA~

p=9vg=r)
p=>q < ~(pPar~q
[(peaapl=q

(OR=N'4
D (V)
W (D)

[(peaA~q]l=~p

[ORN"'2
~ (~D)
~O (~P)

(peg e (~qge ~p)

(OR=—S'24
~P o ~P

[(pepdar@en]=pEern)
[(p=DAT=9)]=[pArr)=(qArs)]

D =Y

(P ADPNAAD)= (P AV A AP)

n

[(p=rAr@=>rArpvyl=r



DEFINICJE, TWIERDZENIA, SCHEMATY

DKP o =V

T29 [((p=PAT=s)A(pvr)]=(Qvs)

DKZ o, =Y

D VvD,v..vD
Yvw,v.v¥

T30 [(p=>PDA(r=9)]=[(pvr)=(qvs)]

DIS D =Y,

(@,vD,v..vo)= (WY, v¥,v..v¥)

n

T31 [(p=2PAT=5)A~(qVvs)]=~(pvr)

T32 [(p=>PDArT=5)Ar(ppvr)ar~@Qars)]=[(@=>p)Als=T1)]

OIS D =Y,
D, =Y,

D VD,v..vD
~(PAP),dlal<i#j<n
Y =9,
v,= 0,
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T33 [pedareos)l=[(pFne@Fs)l, Fe{rnv,= o,..}
T33a [(pegdrTes)l=[(parr)=(qas)]

T33b [(pedarres)]=[pvr<(@vs)]

T33c [pedrlres)]=[(p=>r<(@=79)]

MT33 (@ < V) = (X < X(o/WP)).

RZ roOwnowaznie: (RSN 'Y
[ORN'2 X
X o X(o//w) X(o/HWP)
RP D

Ot S, tJY,, ..., t /W)

T34 ~(ped<(pa~aviga~p)]
T35 (prg)<(dap)
T35a [(pva)arleralpva)l
T35b (par)<(rap)
T35¢ (QAr)< (raq)
T36 [(pva)arle(par)v(gar)]
T37 [ra(pva)lel(rap)v(raqg)l
T37a [pr(rvs)l(par)v(pas)]
T37b [qa(rvs)l<(@ar)v(gas)]
T38 [(pvaa(rve)le{lpav)lviga (vl
T39 [pvaAalvle{lipanvpas)]vil@ar)vignas)
RZ__ o=,V
X
X(oNW)
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**RII. Nieklasyczne rachunki zdan

DEFINICJE, TWIERDZENIA, SCHEMATY

**RII.1 = Logika wielowarto$ciowa

D1.1
p ~p
1 0
0 1
s s
p a pArq | pv p=q = p<=dq
1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 1
1 s Vs 1 s 1 Yo
s 1 Yo 1 1 s Yo
0 s 0 Yo 1 Vs Vs
Y2 0 0 Y2 s 1 bz
Yo s s Yo 1 1 1
D1.2.a
~p=1-p;

p A q=min(p, q)
p v g = max(p, q)

p=>q:=1,gdyp<qg;=(1-p+q),gdyp>q
p < q=min(min(1, 1 - p +q), min(1, 1 - q + p))

D1.2.b

V(~®)=1- V(D)

V(D A W) = min(V(D), V(P))
V(@ v ¥) = max(V(D), V(¥P))

V(@ = W) =1, gdy V(D) < V(¥P), (1 - V(D)) + V(¥), gdy V(D) > V(¥)
V(@ = W) =1- V(D) - V()|

D2

p Mp
1 1
1/2 1
0 0

299



DEFINICJE, TWIERDZENIA, SCHEMATY

**RII.2 = Logika modalna

Tl.a
T1.b
T1l.c
T2.a
T2.b
T2.c
T3.a
T3.b
T4.a
T4.b
TS.a
T5.b
Dl.a
D1.b
D2.a
D2.b

Kp/ K~p

Mp v M~p

Kp v M~p

Kp=p

Kp = Mp

p= Mp

[K(p = ) A Kp] = Kq
[K(p = o) A K~q] = K~p
K(p A g) & (Kp A Kq)
M(p v 9) & (Mp v Mq)
(Kp v Kag) = K(p v aq)
M(p A g) = (Mp A MQq)
Mp =, ~K~p

Kp =, ~M~p

(P — @) =4 ~M(p » ~q)
Pard)=;M(pArq)

**RIL.2 = Logika deontyczna

T1l.a
T1.b
Tl.c
T1.d
Tl.e
T2.a
T2.b
T2.c
T2.d
T3.a
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Dp v D~p

Np v D~p

Np/Zp

Zp v Dp

Np < ~D~p

Zp & N~p

Zp < ~Dp

Np = Dp

[N(p = q) A Np] = Ng
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T3.b [N(p=q)ADp]=Dgq
T3.c [N(p=>qAZql=7Zp
T4.a N(pArg)< (NpANQ)
T4.b D(pvg) < (DpvDq)
T4.c Z(pvg) = (ZpArZqg)
Dl.a Zp=;N~p

D1.b Dp=;,~N~p.

D2.a Op=,(~Np A ~Zp)
D2.b Fp=,~Np.

D2.c Wp=,(Npv Zp).

**RIII. Rachunek predykatow
**RIIL.2 = Klasyczny rachunek predykatéow

Regula opuszczania kwantyfikatora ogolnego

OA ANa)D
D(a/P)

Regula dolaczania kwantyfikatora ogoélnego

DA (0]
ANa) @

Regula dolaczania kwantyfikatora szczegolowego
DV D(a/pP)
Vao

Regula opuszczania kwantyfikatora szczeg6lowego
— z wprowadzaniem stalych
oV (Va) @

cD(a/rﬁl, ey ﬁn)
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dlan=0:

Va)o
D(al1)

— bez wprowadzania statych

ov Vao
(o'
'

Dl.a (AP(Q) ¥ < (Aa)[P(a) = P]
albo (A (@) ¥ =, (A ) [P(a) = ¥P]

D1.b (V&(a) V< (Va) [dla) A P]
albo (V @(a)) ¥ =, (V a) [@(a) A P].

T1 (AX) AX) = Aly)
T2 Ay = (VX)) AX)
MT1 |(Aa) @ = d(a/B)
MT2 | o(a/B)= (Va)®

T3 ~(A x) AX) < (V x) ~A(X)
T4 ~(V x) AX) & (A X) ~A(X)
~V ~Vao

Aa) ~D

MMT1 } ~(K) @ < K’ ~®.
T5 (A X) [AX) ABX)] < (A X) AX) A (A X) B(X))

AIA ANa) [® A P]
ANa)oAr(ANa) &

T6 (A x) [AX) = B(X)] = ((Ax) A(x) = (A x) B(x))

A= ANa) [@= V]
ANa) @
ANa) ¥
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T7 (AX)[AKX) = BX)] = ((VX) AKX) = (V x) B(X))
T8 (A X)[AKX) < B(X)] = ((AX) A(X) < (A X) B(X))
T9 (AX)[AKX) < BX)] = ((VX) AX) & (VX) B(x))

A= ANa) [ <= P AV, ANa) [D <= W]
N d=sNa) W VaPesNVa)d

MT3 Aa)[@eecVP]=(Ka)?e(Ka)P)

MMT2 |-(/\ a, .., ) [P VP]= (KO KYP)

RZ,. Aa,, ay, ..., a) [© < W]
X
X(o/P)
RZ (RN
=4
X
X(o/P)

T10 ((Ax) AX) v (A x)B(X) = (AX) [AKX) v B(X)]

v|A AN Ddv(Aa) W
ANa)[®v P]
T11 (V x)[AX) ABMX)] = ((V x) A(X) A (V x) B(X))

Via Va)[dAw]
Vaor(Va) W

T12 (Vx)[AX) v BX)] < ((Vx)AX) v (VX)B(X)

Viv Va)l[ov Y]
VaoviVaWw

T13 (AX) [pvAX] < (pv(AX)AX)
Ti4 (VX)[pAAX] < (p AV x)AX)
T15 (AX)[p=>AX)] < (p= (AX)AX)
Ti6 (VxX)[p=>AX)] < (p= (VX)) ANX)
T17 (Ax)[AX) = pl< (V) AX) = p)
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T18 (V) [AX) = pl < (A X) AKX) = p)
T19 (AX) [AX) = pl= (AX) AKX) = p)
T20 ((VX) AKX = p) = (VX) [AK) = p]
Al x=x
T21 (Vyly=x
RZ_ T,=1,
_®

(T MT,)
T22 x=y=y=x
T23 X=yAy=z=x=z
T24 (P(x) Ax=y) = P(y)
T25 (P(X) A ~P(y)) = ~(x=y)
T26 P(x) <= (Vy=x)P@y)
T27 P(X) < (Ay=x)P(y)
MD1  }(V,a) ®(@) & (Va) &(a) A ~(V a, B) [B(a) A D(B) A a # BT
T28 ~(V,X) P(X) & ~(V X) P() v (V X, y) [PO) A P) A X % y]
MT4 |'(V, a) @(a) < (Va) D(a) A (A a, B) [(D(a) A D(B)) = a =]’
MT5 |(V, @) () < (V a) [@(a) A (A ) D(B) = f = a]'
T29.a (Vy)y=x
T29.b (V,y)y=x
T30.a (VyY)y=xr(Ay2)[(y=xrz=x)=>y=2]
T30.b AN [(VYy=xr(Ay,2)[y=xrz=x)=y=z]]
T31 (AX)[P(X) = Q)] = ((V,x) P(x) = (V, x) Q(x))

**RIIL.3 = Teoria wynikania zdan kategorycznych

~SaP)=SoP | ~(SeP)=SiP | ~(SiP)eSeP | ~(SoP)=SaP
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zdania przeciwne

zdania podprzeciwne

zdania podporzadkowane

SaP=~(SeP) ~(SiP)=(SoP) SaP=SiP
SeP=~(SaP) ~(SoP)=(SiP) SeP=SoP
— konwersja zwykla: SeP<PeS SiP<PiS
— konwersja ograniczona: SaP=PiS SeP=PoS

— obwersja:
SaP<SenP SiPsSonP SePsSanP SoP< SinP
— kontrapozycja zupeha:
SaP<nPanS SoP<nPonS
— kontrapozycja ograniczona:

SeP=nPonS

SaP&nPeS SoP<nPiS SeP=nPiS
— inwersja zupelna: SaP=nSinP SeP=nSonP
— inwersja niezupeka: SaP=nSoP SeP=nSiP
| 1 11 v
MfP PfM MfP PfM
SFM SfM MfS MfS
SfP SfP SfP SfP
Tryby niezawodne:

— figura I: Barbara, Celarent, Darii, Ferio oraz Barbari i Celaront;
— figura II: Cesare, Camestres, Festino, Baroco oraz Cesaro i Camestros;
— figura III: Darapti, Disamis, Datisi, Felapton, Bocardo, Ferison;
— figura IV: Bamalip, Calemes, Dimatis, Fesapo, Fresison oraz Calemos.

Dyrektywy dla przestanek i wniosku:

D(i) Poérod przestanek ma byé (co najmniej jedna) przestanka twierdza-
ca oraz przestanka ogolna, a termin §redni musi by¢ w przestankach
(w co najmniej jednej) rozlozony.

D(ii) wniosek moze by¢ twierdzacy, tylko gdy obie przeslanki sa twier-
dzace, a ogodlny, tylko gdy obie przestanki sa ogblne oraz termin
rozlozony we wniosku musi by¢ rozlozony w przestankach.

S|WRP
S a P < Nie istnieja S, ktore nie sa P < (A x) [S(x) = P(X)]
S e P < Nie istnigja S, ktére sa P < (A x) [S(X) = ~P(X)]
S1P < Istniegja S, ktore sa P < (V x) [S(X) A P(X)]
S 0 P < Istnieja S, ktore nie sa P < (V x) [S(X) A ~P(x)]
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Interpretacja mocna:
SaP< (AX)[SX) = PX)] A (VX)S(X);
SeP < (AX)[SX) = ~P(X)] A (Vx) S(X).

**RIV. Ogélna teoria mnogosci

**RIV.1 = Rachunek zbiorow

Dl.a A=B< (AX)[xe Ao x e B]

D1b ye{X Xy X SY=X VY=X, V.o VY =X
T1 {a}={b}=a=>b

T2 W dowolnej dziedzinie U istnieje dokladnie jeden zbiér pusty &
D2 AcBs (AX)[xe A= x e B]

T3 (AcBABcC)=>AcC

T4 xeAANAcB)=>xeB

T5 (AcBAB=C)=>AcC

T6 A=B< (AcBABcA)

D3 XePot(A) (Xe2H) o> XA

T7.a AcB= Pot(A) c Pot(B)

T7.b Pot(A) c Pot(B) => AcB

T7 A c B < Pot(A) c Pot(B)

D4 A>cB<o (AX)[xe A=x ¢ B]

T8 (AcBABo>cC)=A>cC

T9 xeAAADCC)=x¢C

D5 A3Boe (VX)[xeAarxeBlAa(VX)[xe AAX g B] A
AVX)[xe ArxeBl

Ti1I0 (A3 BAB>xC)=~(AcO).
D6.al xe (AuB)e(xeAvxeB)
Til Ac(AuB),

Ti12 AcB< (AuB)=B.
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D7.al xe (AnB)o(Xxe AAxeB)

T3 (ANB)cB

Ti4 AcB<(AnB)=A

Ti5 A>ocBs(AnB)=O

Ti6 AuB)NC=ANCuUBNC)

D6.b S=(AUB)S{AcSABcSAAZD[AcZABcZ)=ScZ]}
D7b I=AnNB)o{IcAAIcBANZD[(ZcAAZcB)=Z I}
T17  Definicje D6.al oraz D6.b sa rownowazne.

T18 Definicje D7.al oraz D7.b sa rGwnowazne.

D6.a2 (dfU) xeUA,i=1,.,ne(XeA vxeA,v..vXxeA)
D7.a2 (dfn) xeNA,i=1,.,neXeA AxeA,rn..AXeA)
D6.a3 (dfU ) xe UA,i=1,..,0=(Vie M) xeA,

D7.a3 (dfn) xe NA,i=1,..,0=(Aie N)xeA,

T19 U(A,UB)=UAUUB, i=1,..,0

T20 N(A,NB)=NANNB, i=1,..,®

D6.a4 (dfUA) xe UAS(VAeA)xeA

D7.a4 (dfNA) xeNAS(AAeA)xeA

D6.a5 xc UFIA) (VA A xef(A) ©(VBeB)xeB

D7.a5 xe NF(A) o (AAeA)xef(A)©(ABeB)xeB
D8(df—) xe(A-B)e(xeAAxeB)

T21 (A-B)cA

T22 AcBo(A-B) =0

T23 (A -B)>oc (AnB)

D8.a(df-) xe(A=-B)oxe(A-B)vxe(B-A)

T24 (A=-B)=(AuB)-(AnB)

D) xeA s (xgAaxel).

T25 A=B< A =B.
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T26 AcB< B cCA.

T27 (AUB) = (A’ B).

T28 (AN B)Y =(A"UB’)

D10 y e {x: 2(X)} © D(y).

T29.1 {x: d(X)} c {x: ¥(X)} (A X) [@(X) = P(X)]
T29.2 {x: d(x)} = {x: ¥(X)} & (A X) [P(X) & P(X)]
T29.3 {x: &(xX)} oc {x: P(X)} & (A X) [@P(X) = ~P(X)]
T30.1 {x: d(X)} U {x: ¥(X)} = {x: D(X) v P(X)}
T30.2 {x: D(X)} N {x: ¥(X)} = {x: D(X) A P(X)}
T30.3 {x: d(X)} — {x: P(X)} = {X: D(X) A ~P(X)}
T30.4 {x: d(X)} = {x: ~d(X)}

S|RZ
SaPs(AX)[xeS=>xeP]leScP
SePos(AX)[xeS=>x¢PleSocP
SiPsS(VX)[xeSAxePle(SNP)+J
SoPes(VX)[xeSAxgPle(S-P)xd

**RIV.2 = Teoria relacji
D1 <X, Xpy e X > = <Yy Yy o0 Y, Z S (X, TY, AKX T Y, Al AX =Y,
D2.al (dfx) <x,y>e(AxB)o(xeAAyeB)

D2.a2 (dfxn) <x,,X,,..,X > (A xA,x..xA)(X €A AX,eA,A
W AX €A

D2.b1l (AxB)={x,y:xe Ary e B}

D2.b2 (A x A, x ... xA) ={X, Xy o0, X1 X, €A/ AX, €A, A AX €A}

Ti.1 (AuB)xC=(AxC)u (B xC)oraz
Cx(AuB)=(CxA)uU(CxB)

T1.2 (AnB)xC=(AxC)n (B x C)oraz
Cx(AnB)=(CxA)n(CxB)

T1.3 (A-B)xC=(AxC)- (B xC)oraz
Cx(A-B)=(CxA)-(CxB)
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Tl.4 (AxB)xC=Ax(BxC)orazAx(BxC)=(AxB)xC

T2. a (AxQ) =0

b Ax{1,2,..nf=(Ax{1)U@Ax{2Hu..U(Ax{n})
T3. a AnB)==AxC)Nn(BxC)=03.

b AcB=(AxC)c(BxCQC).

D3.al <x,y> e R< xRyoraz

D3.b1 R={x,y: xRy}

D3.a2 <x, X,, ..., X.> € R < R(x, X,, ..., X ) oraz
D3.b2 R = {X}, X, ..., X R(X, X,, <00y X )}

D4.a <X,y>eR|A<:>X,yeA/\XRy

D4b R, ={Xy:xyeArxRy}

D5.1 xeD/((R)<= (Vy)<x,y>eR

D5.2 yeD,(R) = (Vx)<x,y>eR

D5.3 P(R)=D,(R)uD,(R)

D6.1 R=S<(AXxy)[<x,y> e Ro <x,y>e S]
D6.2 RcSe(AX Y l<xy>eR=<x,y>eS)
D7.1-4:

< y>e(RuS e (<x,y>eRvx,y>€S) lub
xRuUuSye xRyvxSy)
<xy>e(RNS) e (<x,y>e RAa<x,y>€S) lub
XRNSycs XRyaxSy)
<xy>e(R-S) o (<xx,y>eRa<x,y>¢S) lub
XR-Syo XRya~xSy)

Xy eRo<xy>¢R lub
XR'y< ~xRuy.

T4.1 X y:xRuSyr={x,y:xRy}ru{x y: xSy}
T4.2 X y:xRnSyrt={x,y:xRy}rn{x y: xSy}
T4.3 X y:xR-Sy}={xXy:xRy}—-{x y: xSy}
T4.4 X y:xRyr={xy:xRy}.

D8 Xy>eR'o<y,x>eR lub xRTysyRx
T5.1 D,(R)=D,(R)

T5.2 D,(R)=D,(R)
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T5.3
T6.1
T6.2
T6.3
D9

T7

T8.1
T8.2
T9.1
T9.2
T10

(RH'T=R

RuUS)T=R'1US!
RNS)IT=R'1NnS!

XxY)yl=yYxX
<x,y>e€(RoS) <= (Vz)[xSzArzRy]

(RoS)oT=Ro(SoT)

(RuS)oT=(RoT)uU(SoT)
To(RuS)=(ToR)U(ToS)
RNS)oTc(RoT)N(SoT)
To(RNS)c(ToR)N(ToS)
(RoS)'=81oR

D10.1 (dfun,) Refun, & (AXx y,2)[XRyaAxRz=y=7]

D10.2 (dfun,) Refun,< (AXxy,z 1) [RX y,2) ARX y, ) =>z=1]

D10.3 (dfun) R e fun_ < (AX, Xy 0 X, Us 2) [RX,, X ooor X, §) A

T11
D11.1
D11.2

D12.1
D12.2
T12
D13

T13.
1

A R(x z) =y =1z]

1! 2)' ° n!
Refun, & (AxeD(R))(V,y) xRy

(fe fun, orazx € D,(f) = (y = f(x) & x fy)
(fefun_ix eD/(f),..,x D)= (y="f(x
<:>f(xla 29 **e n! y))

yeRA) < (VxeA) xRy lub RA)={y:(Vxe A xRy}

b Xy ey X)) S

xeR1(B)<(VyeB)xRy lub RIB)={x:(VyeB)xRy}
A c B = R(A) c R(B).
Funkcjafe B* < f:A-> B lub BA={f.f:A- B}
Jezeli f oraz g sa funkcjami, to:

oile D(f) nD,(9) = &, to suma f U g jest funkcja;

2 iloczyn f n g jest funkcja.

T14.
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D14 (df1-1) R e 1-1 < R oraz R™! sg funkcjami (R, R™! € fun)
T15. R e 1-1 wtedy i tylko, gdy:

1 (AX, % U, Y,) (X, Ry, A, Ry, = X=%, =y, =y,)]

2 (AxeD/R)) (V,y) [xRyloraz(Ay e D,(R)) (V,x) [XR y]
T16.1 JezeliR € 1-1,to R € 1-1
T16.2 JezeliR,S e 1-1,toRo S e 1-1

T17 Jezeli R, S € 1-1i D,(R) A D,(S) = D, (R) " D, (S) = @,
toRUS e 1-1

D15.1 Funkgcja f jest ciagiem:

(a) nieskonczonym <> dziedzing tej funkcji jest zbior wszystkich liczb

naturalnych, tj. D (f) = IV}

(b) skoniczonym o n wyrazach < D,(f) ={i: i < n};

2 Funkcja wzajemnie jednoznaczna f jest permutacja zbioru
A<D/ =D,0=A;

3 Przedluzeniem funkcji f jest kazda funkeja g taka, ze f = g; o funk-
cji f méwimy wtedy, ze jest funkejg cz¢Sciowa dla funkeji g, a g,
to funkcja czeSciowa f dla funkcji g taka, ze D (f) = A.

D16.1 R e zwr, & (Ax e A)xRX
2Resp,o(AXx,yeA)[x+y=xRyvyRx]
3Resym, & (Ax,yeA)[xRy=yRx]
4Reasym, < (Ax,yeA)[XxRy=-~yRx]

5 Reprzech, & (Ax,y,ze A)[XRyayRz=xRZ]

D17 Reréwn,< (R ezwr, AR e sym, AR e przech)).

D18 (Rerown,aAxeA)=(ye [X]A’R<:>(y e AAXRy)) lub

(Rerown, Axe A):>([X]A’R={y:y e AAXRYyY})
T18. JezeliR e rown, orazx, y € A, to:
1 xe [x]A‘R
2 [X]A‘ cCA
3 [X]A‘R = [y]AyR < xRy.
D19 JezeliRerown, toYe A/IR<=(VxeA)Y = [x]A‘R.
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T19.

A W N =

Jezeli R e rown, oraz X, Y € A/R, to:

(1) X # D oraz (i) X c A;

oileX+Y,toXNnY=0;

UA/R =A;

rodzina klas abstrakeji A/R jest podzialem zbioru A.

D20.a Relacja R porzadkuje cze$ciowo zbioér A <> A = P(R) oraz R jest

w zbiorze A asymetryczna i przechodnia;

D20.b Para uporzadkowana <A, R> jest zbiorem uporzadkowanym

czesciowo < A = P(R) A R porzadkuje czeSciowo zbidr A.

D21.a Relacja R porzadkuje liniowo zbior A < A < P(R) oraz R jest

w zbiorze A spojna, asymetryczna i przechodnia;

D21.b Para uporzadkowana <A, R> jest zbiorem uporzadkowanym

D22,

liniowo < A = P(R) A R porzadkuje liniowo zbior A.

Przedmiot x jest w zbiorze uporzadkowanym (czeSciowo, liniowo)
<A, R> elementem:

al minimalnym < xe Aa~VyeAyRx;

a2 maksymalnym < xe Aa~(VyeA)xRy;

b

1 pierwszzm < x e AA(Ay e A)[X+y=xRyl;

b2 ostatnimoxe AAAyeA)[x+y=yRx].

T20.a

D23.a

Jezeli x jest elementem pierwszym (ostatnim) w zbiorze upo-
rzadkowanym (cze$ciowo, liniowo) <A, R>, to jest w tym zbiorze
elementem minimalnym (maksymalnym);

Jezeli x jest elementem minimalnym (maksymalnym) w zbiorze

uporzadkowanym liniowo <A, R>, to jest w tym zbiorze elemen-
tem pierwszym (ostatnim).

Zbior <B, S> uporzadkowany cze$ciowo jest podzbiorem cze-
Sciowo uporzadkowanego zbioru <A,R>< B cAAScR;

b zbiér <B, S> uporzadkowany liniowo jest podzbiorem uporzad-

w1
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kowanego liniowo zbioru <A, R> < B c A.

Jezeli zbior uporzadkowany liniowo <B, S> jest podzbiorem upo-
rzadkowanego liniowo zbioru <A, R>,to Sc R.
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Zbiobr <B, S> jest w zbiorze uporzadkowanym (czeSciowo, liniowo)
<A, R>:

1 ograniczony z dolu wtedy i tylko, gdy (i) <B, S> jest podzbio-
rem zbioru <A, R> oraz (ii) (V xe A) (Ay e B) [x #+ y = xR yl.
2 ograniczony z gory wtedy i tylko, gdy (i) <B, S> jest podzbio-
rem zbioru <A, R> oraz (ii) (V xe A) Ay e B) [x#+ y = y R x].

Element y jest kresem dolnym (goérnym) podzbioru <B, S> zbioru
<A, R> uporzadkowanego (czeSciowo, liniowo) wtedy i tylko wte-
dy, gdy y jest elementem pierwszym (ostatnim) zbioru <B, S>,
a jesli zbior ten nie ma elementu pierwszego (ostatniego), to y jest
elementem ostatnim zbioru {x: x € AA (A z € B) X R z} (pierwszym
zbioru {X: x e AA(Az e B)zRx}).

Zbioér <A, R> uporzadkowany (czeSciowo, liniowo) jest:

1 gestyo(Ax,ye A)[XRy=(VzeAxRzRyl;

2 ciggly < jest gesty oraz kazdy ograniczony z dotu podzbior
zbioru <A, R> ma kres dolny.

Zbior <A, R> jest dobrze uporzadkowany wtedy i tylko, gdy jest
uporzadkowany liniowo i kazdy jego niepusty podzbior ma ele-
ment pierwszy, tj.:

(A<B,S>)[(<B,S>c <A, R>AB+ Q) =
VyeB)(AzeB)z+y=yRz].

W2.a Jezeli relacja R dobrze porzadkuje zbior A, to relacja R porzad-

T21

kuje zbior A liniowo (czeSciowo); jezeli <A, R> jest zbiorem do-
brze uporzadkowanym, to jest zbiorem uporzadkowanym liniowo
(czeSciowo).

b jezeli zbidr <A, R> jest dobrze uporzadkowany, to zbior <B, R>

taki, ze B — A rowniez jest dobrze uporzadkowany.

Dla kazdego zbioru <A, R> uporzadkowanego cze$ciowo jest tak,
ze:

(*) jesli jego kazdy dobrze uporzadkowany podzbior jest ograni-
czony z gory,

to w <A, R> istnieje element maksymalny.

D28.al1 Rz Swtedyitylko, gdy f € 1-1 A f: P(R) - P(S)

oraz (A x,y € P(R)) xRy < f(x) S f(y)];

D28.b1 R iz Swtedy i tylko, gdy (V f) RizS.

313



DEFINICJE, TWIERDZENIA, SCHEMATY

D28.a2 Rz Swtedyitylko, gdy f € 1-1 Af: P(R) -»  P(S) oraz
(A X}, X,y oy X € P(R)) [R(X,, X, .., X ) = S(f(X)), f(X,), ..., F(x ))].

W3 Riz,S= Rhom,S.

D28.b2 Uklady (struktury) relacyjne <A, R> i <B, S> sg izomorficzne
wtedy i tylko, gdy istnieje funkcja f wzajemnie jednoznaczna od-
wzorowujaca zbiér A na zbiér B oraz dla dowolnych x, y € A jest
tak, ze x Ry < f(x) S f(y).

W4 Relacja izomorfizmu jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, co

znaczy, ze jest relacja rownosciowa.

A1 Dla kazdego systemu relacyjnego <A, R>, takiego ze R < A x A, ist-

nieje dokladnie jeden przedmiot a taki, ze a tr <A, R>, a przy tym

dla dowolnych systeméw <A, R> i <B, S> jest tak, ze: (a tr <A, R>
AP tr<B, S>) = [a=p < <A R>iz <B, S>)].

T22. Jezeli struktury relacyjne <A, R> i <B, S>, Ze s izomorficzne, to:
1 Rezwr,= S ezwr,
2 Resym,=Sesym,
3 R e przech, = S e przech,
4 Refun,= S e fun,.

T23 Jezeli uklady relacyjne <A, R> i <B, S> sg izomorficzne oraz system
<A, R> (relacja R) spelnia warunek (formule) W, w ktérym nie wy-
stepuja symbole B i S (nie wystepuje symbol S), to system <B, S>
(relacja S) spelnia warunek, ktory powstaje z formuly W w wyniku
zastgpienia w kazdym miejscu symbolu A symbolem B oraz sym-
bolu R symbolem S.

**RIV.3 = Teoria liczb kardynalnych

Dl.a A~.BoRel-1AD(R)=AAD,(R) =B

D1b A~B& (VR)A~.B

Ll.a D()=A b. D,I,)=A c. I, e1-1

L2. a A~ A;

b A~,B=B~14;
¢ A~.BAB~,C=>A~, C.
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L3. a (AxB)~(BxA)
b (Ax{x}) ~A~A¥; {x}*~{x}
¢ A-BAC~D=(AxC)~(BxD)
d (AAB)(VA,B)[A~A AB~B, A(A NB,)=7]

T1. Dla dowolnych zbioréw A, B, C jest tak, ze:
1 A~-A
2 A~-B=B~A
3 A~-BAB~C=A~C

W1 Roéwnolicznoéé jest w dowolnej, lecz okreélonej rodzinie zbio-
row A relacja rownosciowa: ~ € rown,.

T2 Zbiory A oraz B sa rownoliczne wtedy i tylko, gdy systemy relacyjne
<A, A x A> oraz <B, B x B> s3 izomorficzne:
A~B< <A AxA>iz<B,B x B>.

T3.a Dla dowolnych zbioréw A oraz B jest tak, ze: A ~ B < IAl = IBI
D2 IXI= [X]K’_

T3.a> Dla dowolnych zbiorow A, B € K jest tak, ze: IAl = IBl < A~ B
D3 Lk = K/~

T3.b' melke (VX eK)m=IXI

T3.c YeK=IYlelLk

T3.b  (AA)(V, m) m=IAl

T3.c (Am (VA m=IAl

D4.a A jest zbiorem skonczonym wtedy i tylko, gdy (V n € ) IAl =n.
D4.b Ajestzbiorem nieskoniczonym wtedyitylko, gdy ~(V n e X)) IAI=n.

D5.a Ajest zbiorem nieskonczonym wtedy i tylko, gdy istnieje podzbior
wlaséciwy B zbioru A taki, ze B ~ A.

D5.b Ajest zbiorem skonczonym wtedy i tylko, gdy nie istnieje podzbior
wlasciwy B zbioru A taki, ze B ~ A, czyli zbior A jest skoniczony,
gdy nie jest rownoliczny z zadnym swoim podzbiorem wlasciwym.

T4 Jezeli (V n € N) IAl = n, to nie istnieje podzbior wlasciwy B zbio-
ru A taki, ze B ~ A.
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w2

Al

TS5

w3

W4,

T6

Dé6.

T7

D7

Jezeli istnieje podzbior wlasciwy B zbioru A taki, ze B ~ A, to
~(VnedN)IAlI=n.

Dla kazdej niepustej rodziny zbioréw niepustych i parami rozlacz-
nych istnieje zbidr, ktéry ma doktadnie jeden element wspdlny z kaz-
dym zbiorem danej rodziny.

Jezeli ~(V n e N) IAl = n, to istnieje podzbiér wlaéciwy B zbio-
ru A taki, ze B ~ A.

Jezeli nie istnieje podzbiér wlasciwy B zbioru A taki, ze B ~ A, to
(VneNMIAl=n.

a S= S,
b NS_= NS
¢ NS= NS,
d S,=S

Zbior A jest: skoficzony w rozumieniu D4 < jest skonczony w sen-
sie D5; nieskoniczony w sensie D4 < jest nieskoficzony w znacze-
niu D5.

a X =IvI
b c¢=IRI

2 IAI=R, SA~N
P IAI=coA~R

IAl = X, wtedy i tylko, gdy istnieje ciag nieskonczony {a: i € N}
o wyrazach niepowtarzajacych sig, taki ze {a,, a;, a, }=A.

Zbior A jest przeliczalny wtedy i tylko, gdy A jest zbiorem skonczo-
nym lub IAI = X,

Wh5.a Zbiér rownoliczny ze zbiorem przeliczalnym jest przeliczalny.

W5.b Do zbioréw nieskoniczonych przeliczalnych, tj. zbioréow mocy X,
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(i) zbidr liczb naturalnych wiekszych od dowolnej (ustalonej) liczby
naturalnej k;

(i) v - {0};

(iii) ogot liczb naturalnych parzystych;

(iv) zbior liczb naturalnych nieparzystych;

(v) zbior liczb catkowitych ujemnych.
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T8 Niepusty zbior A jest przeliczalny wtedy i tylko, gdy istnieje cigg
nieskonczony, ktérego zapasem (zbiorem wyrazow) jest A.

T9. a Dowolny podzbiér zbioru przeliczalnego jest przeliczalny;

b Suma dwoch zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym;

¢ Suma dowolnej skonczonej liczby zbioréw przeliczalnych jest
zbiorem przeliczalnym;

d Suma nieskonczonej przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych
jest zbiorem przeliczalnym;

e TIloczyn kartezjanski dwoch zbioréw przeliczalnych jest przeli-

czalny.
L4 (WxN)~N.

W6.a Suma zbioru skoniczonego i przeliczalnego jest przeliczalna;
b Suma przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych jest zbiorem
przeliczalnym.

T10 ¢+ X,

W7.a Zbidr liczb rzeczywistych R jest nieskoniczonym zbiorem nie-
przeliczalnym.

T11 Zbioér C wszystkich nieskonczonych ciagéw liczb naturalnych jest
nieprzeliczalny.

T12 Jezeli f jest funkcjg oraz D,(f) c A, D, (f) < Pot(A), to zbiér
R={xeD,):x ¢ f(x)} ¢ D,(.

T13 Zbiér Pot(A) nie jest rownoliczny z zadnym podzbiorem zbio-
ru A — takze z A.

W7.b (i) Zbiér Pot(WV) nie jest réwnoliczny ze zbiorem liczb natural-
nych NV
(ii) Zbioér Pot(NV) jest nieskonczonym zbiorem nieprzeliczalnym.

T14 Zadne dwa spoérdd zbioréw ciagu A, P1(A), P2(A), P3(A), ..., PI(A),
... nie sa rownoliczne.

T15 Jezeli A jest rodzina zbioréow taka, ze dla kazdego X e A istnieje
zbidr Y e A, ktory nie jest rownoliczny z zadnym podzbiorem

zbioru X, to suma UA nie jest réwnoliczna z zadnym zbiorem X
rodziny A, ani z zadnym podzbiorem zbioru X.
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T16 Nieistnieje rodzina zbioréw U, ktéra dla kazdego zbioru X zawiera
jako swoj element zbidr Y réwnoliczny z X.

T17 Nie istnieje zbior wszystkich zbiorow.

D8.a Liczba kardynalna m jest suma liczb n, i n,, tj. m = n + n, wtedy
itylko, gdy (V A, B) [IAl =, AIBI=n,A(ANB) = Am=1AUBI].

W8 Istnieje dokladnie jedna liczba kardynalna bedaca suma dowolnych
dwdch liczb kardynalnych.

L5 JezeliA~BiA ~B,oraz(AnA)=(BnNB)=y,to
(AUA)~(BUB).

D8.b Jezeli (A N B) =, to Al + IBI = IA U BI.

T18 m=n + n, wtedy i tylko wtedy, gdy (A A, B) [(IAl = n, A IBI = 1, A
AANB)=0) = m=I1A U BIl].

T19. Dla dowolnych liczb kardynalnych 7, n,, n,:
a n+m=n+n;
b (n +mn)+n=n+(n,+n).

T20. a Dla dowolnej liczby kardynalnej . m + 0 = m;
b Dladowolnegon e M:n+ X =X

¢ N, +8 =X,
W9 X =1+R8=2+8=3+K=..0+8, .= +X,,
D9 Al IBI = IA x BI.

T21. Dla dowolnych liczb kardynalnych n,, n,, ,:
a n-mn,=m,-n;
b (n-n) -n,=mn-(n,-n);
¢ (m+mn) n=n-n+mn,-n,

T22. a Dla dowolnej liczby kardynalnej m: m- 0 = 0 oraz m - 1 = m;
b dla dowolnej liczby kardynalnej i dowolnej liczby naturalne;j
n réznej od zera: m- n = m+ ... + m (n skladnikow sumy);
¢ dla dowolnej liczby naturalnej n réznej od zera: X, - n = X
d X, -8 =X,

D10 [AI® = |AB].

0>
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T23. Dla dowolnych liczb kardynalnych m, n, ¢
a m’=1; 1m=1; m =m
b m*'=m"m
¢ (mn)i=m n
d (mn)t =mn" t
L6 ABuC ~ (AB X AC)
L7 (A°xB® ~ (A xB)°
L8 APC ~ (AB)C,
T24. Dla dowolnej liczby kardynalnej m oraz dowolnej liczb naturalnej
n réznej od O:
a m"=m-...-m(n czynnikdéw)
b X=X,

W10 RI=XZ=NI=KRi=..

T25. a c¢=2%
b c+c=c¢
c cc=¢
d jezeli n jest liczbg naturalng r6zng od 0, to:
(A) c¢c-n=¢ oraz (1) "=c¢
e cfo=¢

L9 R~{0, 1}V ~{0,1,2}Nn ~{0,1,2, 3}V ~ ...
W11l 2% =3%=4%=...
W12 R~RN
T26.a {x e R: -1 <x< 1} =g
b JeSliy<z,to=l{xeR:y<x<zi=c
T27 IPot(A)l =24,

D11.al Liczba kardynalna mzjest niewieksza od liczby kardynalnej 7, tj.
m < nwtedy i tylko, gdy (V A, B) [IAl = mi IBl = n oraz
(VCcB)[A~C];

D11.a2 Liczba kardynalna m jest mniejsza od liczby kardynalnej n, tj.
m < nwtedy i tylko, gdy m < noraz m= n.

D11.b1 IAI < Bl wtedy i tylko, gdy (V C = B) A~ C;
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D11.b2 IAl < IBI wtedy i tylko, gdy IAl < IBI oraz IAl + IBI.
W13.a Jezeli A = B, to Al < IBI,
W13.b Jezelim< n,to m< n,

T28.a Jezelin e IV, ton < X;
b dla dowolnej liczby kardynalnej m: m < 2™ ;
c N <c

T29. Dla dowolnych liczb kardynalnych m, n, ¢
~(m < m);

m<m+n;

jezelim=n,tom<n;

jezelim< norazn<t,tom<#t
jezelim< mtom+t<sn+4
jezelim<mtom-t<n-t

jezeli m< n, to m' <

jezeli m< n, to " < 1.

S0 e e T

T30.a Dla dowolnych liczb kardynalnych mz oraz n: m < nlub n < m;
b Dla dowolnych liczb kardynalnych m oraz n: m < nalbo n < m
albo m = n.

T31.a Dla dowolnych liczb kardynalnych mzi n: jezeli m < noraz n < m,

tom=mn;
b Dla dowolnych zbioréw A, B, C: je§liAc B<c CAA~C, to
A~BiB~C.

W14 Dla dowolnych liczb kardynalnych m, n, ¢
jezelim<nan<tam=tton==*

T32 Dla dowolnych liczb kardynalnych m i n: ~(m < noraz n < m).

T33.a Jezeline NV, ton+c=g;
b X +c=¢
c jesli njest liczbg naturalna > 2, to n% = ¢;
d X %=c

**RIV.4 = Antynomie teorii mnogosci
W1 Nie istnieje zbior uniwersalny.

W2 Nie istnieje zbior wszystkich liczb kardynalnych.
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Aksjomat jednoznacznosci. Jesli zbiory A i B majg jednakowe
elementy, to zbiory te sa identyczne.

Aksjomat zbioru pustego. Istnieje zbior taki, ze zadne x nie
jest elementem tego zbioru: (V Z A x) x ¢ Z.

Aksjomat pary. Dla dowolnych przedmiotow x i y istnieje zbior,
ktorego jedynymi elementami sa te przedmioty: (A x, y V X) X =
X, Y

Aksjomat sumy. Dla kazdej rodziny zbioréow K istnieje zbior S
zawierajacy wszystkie i tylko te elementy, ktore sa elementami
jakiego$ zbioru X nalezacego rodziny K:
ANKVSAX)[xeSe(VXeK)xeX].

Aksjomat zbioru potegowego. Dla kazdego zbioru Z istnieje
rodzina P wszystkich jego podzbioréw: (AZVP) X e P Xc Z.

Aksjomat nieskonczonosci. Istnieje rodzina zbioréow K taka,
ze nalezy do niej zbior pusty i jesli jej elementem jest zbior A, to
jej elementem jest rowniez zbior (A U {A}):
VK [De KAWNAeK)(AU{A}) € K].

A.VII Aksjomat wyboru. Dla kazdej niepustej rodziny K zbiorow

niepustych i wzajemnie rozlacznych istnieje zbior C, ktéry ma
dokladnie jeden element wspolny z kazdym zbiorem rodziny K:
AX,YeK)IX+BAXEY=>(XNnY)=D)] =
=(VCAXeKVx)xe(CnX).

T1 Dlakazdego zbioru X istnieje relacja, ktora ten zbioér dobrze porzad-
kuje.

A.VIII Aksjomat podzbioréw. Aksjomatem jest kazde wyrazenie

AIX

o postaci: AAVBAX)[x e B< (X e AnD(X)].
Aksjomat zastepowania. Aksjomatem jest kazde wyrazenie

o postaci: (A X, y, z) [D(X, Y) A DP(X,2) =y =z] =
= (ANAVBAY[yeB< (VxeA) DXyl
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Drukiem wytluszczonym sa wyr6znione pojecia, ktoére oprocz bezposrednich maja
takze uszczegblowienia dalsze. Symbol = odsyla do pojecia pokrewnego, a <
wskazuje, ze dane pojecie jest w indeksie uwzglednione odrebnie. W zestawieniu
nie uwzgledniono pojeé i nazwisk wystepujacych wylacznie w bibliografii.

aksjomat/ty 78—80

jednoznacznoéci 273, 321

nieskonczonoéci 274, 321

Nicoda-Lukasiewicza 84—85

pary 273, 321

podzbioréw (wyrdzniania, definicyjny) 275-276, 321

sumy 273, 321

typu relacyjnego 226—227

wyboru (a. Zermelo) 224, 237, 274-275, 321

zastepowania 276, 321

zbioru potegowego 273, 321

zbioru pustego 273, 321

aksjomatyka/zacja 78—86

aksjomatyki rownowazne 100

finitystyczna (skonczona)/infinitystyczna 84, 276

klasycznego rachunku zdan 78-86 = system KRZ
Hilberta-Bernaysa 79—83
Lukasiewicza 83—86
Nicoda-Lukasiewicza 84—85

niezalezno$¢ aksjomatow 79, 85

rachunkéw deontycznych 98

r. Heytinga 104-105

r. modalnych 95, 98

r. nazw 143

r. wielowarto$ciowego (systemu L3) 94

teorii mnogosci 174, 178, 226, 272—-277
Zermelo-Fraenkla-Skolema 272-277

wezszego rachunku predykatow 119
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algebra Boola 172
alternatywa = klasyczny rachunek zdan
antynomia/e 269-271
a. teorii mnogos$ci = ogolna teoria mnogosci
rodzaje a. 269-270
usuwanie a. 271-277
Arystoteles 93, 142

Banach S. 265, 275

Batog T. 13, 83, 119

Bernays P. 78, 79, 272, 280

Bernstein F. 265, 266

binegacja = klasyczny rachunek zdan

Bonevac D. 44

Boole G. 172

Borel E. 103

Borkowski L. 11-13, 31, 38, 43, 44, 47,77, 80, 86, 106, 118, 119, 129, 153, 229,
237, 258, 265, 268, 271, 272, 276, 279, 285, 288

Brouwer L.E.J. 103, 104

Brozek A. 217

Burali-Forti C. 277

Cantor G. 103, 262, 265, 266, 268-271, 276
Cauchy A.L. 275
Church A. 215
Chwistek L. 271
ciag 24-25, 185, 215-218, 238-248, 259-260, 257-268, 274, 281, 311, 316—
317
definicja indukeyjna c. 216
dziedzina/przeciwdziedzina (zapas) ciagu 215, 238-241
nieskonczony/skonczony 215-216, 238—245, 247-248, 259-260, 267-268,
274, 316-317
podwdjnie nieskoniczony 241-242
wyraz (element) ciagu 24-25, 185, 215-216, 218, 239-245, 274, 311, 316—
317
Czezowski T. 20, 93, 217

Dabrowski A. 84, 173, 283
Dedekind R. 236, 270, 281
definicja/e
indukcyjna (przez rekurencje) 21-22, 215-216
warunek indukcyjny 23, 216
warunek wstepny 216
przez abstrakcje 218

324



INDEKS POJEC | NAZWISK

matrycowe (tabelkowe) funktoréw = funktor
dowod
efektywny/nieefektywny 103—104
indukcyjny 22-23, 129, 258
intuicjonistyczny 103—-104
rozgaleziony
wprost 68—69, 76, 78, 130-131
niewprost 70, 78
zalozeniowy
wprost 48-50, 53, 55-56, 153, 179
niewprost 48—-50, 53-57, 59-60, 63, 67, 70, 104, 140, 142, 153, 179, 184,
188, 191, 209, 222, 236-237, 265-266, 270
zwykly
wprost 48, 50-51, 81
niewprost 48, 50-51, 60
Dummett M. 106
Duns Szkot J. 46, 61
dysjunkcja = klasyczny rachunek zdan
dzialania na zbiorach
dopelnienie 180, 188-190, 192, 197, 201, 281, 308
iloczyn 106, 182-187, 189, 192, 198, 201-202, 206, 209, 211-212, 273, 281,
307-308
rodziny zbioréw 187, 202
uogolniony 185-186, 201-202, 281
zawarto$ci matryc 106
zbioréw wyznaczonych przez formuly zdaniowe 192-193
i. kartezjanski (produkt) 195-199, 231, 240-241, 253, 256, 281, 308-309, 317
klasa odwzorowan zbioru w zbiér 211, 255-257, 264
roznica 182, 187-189, 192, 197-198, 201, 205, 281, 307
symetryczna 188, 281
zbioréw wyznaczonych przez formuly zdaniowe 192-193
suma 182-189, 197-198, 200-202, 205-206, 209, 211-212, 220, 232, 240—
242, 246-248, 250, 252-255, 266, 273, 281, 307-308
rodziny zbioréow 187, 202, 246—248
uogoblniona 185-186, 200—202
zbioréw wyznaczonych przez formuly zdaniowe 192-193
zbior ilorazowy 219, 234
zbidr potegowy 178, 187, 202, 233, 246, 248-249, 253, 260-261, 270-271,
273, 321
dzialanie/a 12, 74-75, 91, 182-190, 200-215
na funkcjach zdaniowych = regula/y
d. podstawiania 75-76
d. zastepowania 73-77, 83—-84, 119-120, 137-138
na liczbach kardynalnych = teoria I. k.
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na relacjach 200-207 = relacje
na zbiorach <
pojecie dzialania = funkcja

Euler L. 157

Feys R. 98
Fraenkel A. 272, 276
Frege G. 46, 79, 80, 82
funkcja/e
argument/warto$é f. 23—-25, 185, 188—189, 197, 209-211, 213-215, 230,
246, 249, 256-257, 267
ciag <
cze$ciowa 215-216, 240, 256, 311
dzialanie <
dziedzina/przeciwdziedzina f. 208-210, 215
identycznoéciowa 187, 216, 230, 237, 263
f. i. ograniczona 230, 232
iloczyn f. 211-212
jedno-jednoznaczna (wzajemnie jednoznaczna, r6znowarto$ciowa, doskonata)
213-215, 225-226, 230-231, 238, 241, 246, 247, 250, 256-257, 263,
266, 311
odwrotna (konwers f.) 213, 238, 253, 255, 259
permutacja 215-216, 311
pojecie f. 208-210
prawdziwo$ciowa 23-24
pojecie f. p. 24
warto$ciowanie 24—-29, 44
f. warto$ciujaca 25
przedtuzenie f. 215, 311
rodzina f. 208, 211, 255
rodzina odwzorowan 211, 231, 253
suma f. 211-212
zdaniowa/e (formula/y z.) 19, 31, 45, 171, 190, 193, 276, 281
rozlgczne 191
zawsze niespelniona (antytautologia) / zawsze spelniona (tautologia) 17,
44-46, 85, 94, 105, 110, 114, 279, 293
zlozenie f. 212-213, 263, 310

funktor/y (spojnik/i)
argument f. 20-21, 23-36, 39, 42, 89, 94, 97-98, 110, 126, 292
deontyczne (orzeczniki d., stale d., terminy d.) 88, 98—102
modalne (orzeczniki m., stale m., terminy m.) 87, 92—95, 97-98
nazwotworcezy 122
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prawdziwosciowe (ekstensjonalne, zakresowe) /nieprawdziwosciowe (inten-
sjonalne, treSciowe) 17-43, 71-74, 83, 87, 89-90, 94, 112, 126, 136, 148,
269, 279, 282-283, 291-293 = klasyczny rachunek zdan = f. modalne =
= f. deontyczne
pojecie f. p. 23, 292
definicje matrycowe (tabelkowe) f. 18, 25-29, 44, 90, 279
jako funkcje prawdziwo$ciowe 24—25
zwiazki definicyjne miedzy f. p. 29-43, 293

zdaniotworcze 23, 94, 110, 144, 292

Gentzen G. 43

Godel K. 98, 106, 107, 272
Grygianiec M. 217
Grzegorczyk A. 13, 109, 225
Gumanski L. 20, 103, 142, 158

Haack S. 89

Halkowska K. 11, 216, 220, 224, 225, 272, 274
Heine H.E. 275

Heyting A. 104-107

Hilbert D. 78, 79, 280

Holy-tuczaj M. 84, 173, 283

iloczyn
kartezjanski zbior6w = dzialania na zbiorach
relacji = relacja/e
zbioréw = dzialania na zbiorach
implikacja = klasyczny rachunek zdan
interpretacja
matrycowa 92, 105
semantyczna 117, 126, 195, 204
zdan kategorycznych = teoria wynikania zdan kategorycznych = WRP
mocna/staba 165-166, 169, 193-194
w rachunku zbioréw 171, 193-195, 283, 308
w WRP 143, 145, 165-170, 283, 305-306

Jankov V.A. 106

Jastrzebski P. 164

Johansson I. 107

Jonkisz A. 11, 13,97, 109, 143, 217

klasyczny rachunek zdan (KRZ) 17-86

czeSciowy 280
formuly (wyrazenia) KRZ 19-22
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funktory (sp6jniki) KRZ
alternatywa
rozlaczna 18, 26, 100
zwykla (nierozlgczna)l8, 20, 26, 31-35, 39—-42, 46—48, 53-54, 60, 62—
63,6971,76-77,87,96-97,101-106, 122,126, 130-133, 148-149,
192, 212,222,293
binegacja 18, 27—-28
dysjunkcja 28, 37, 40—41, 43, 84, 95, 100, 149
implikacja 19-20, 26-27, 49, 56, 84, 96, 98, 162, 165-170, 174-175,
177-186, 188-189, 191-192, 195, 201, 203, 206, 212-213, 218-219,
234, 236-237, 251, 264, 273, 276, 292
materialna 97
$cista 96, 98
koniunkcja 18-19, 25-26, 28, 31-32, 3435, 38—42,45-49, 51,57, 60, 62,
65, 68-69, 71, 75-77, 80, 83, 86—-87, 91, 96—97, 101-102, 104-106,
126, 130, 138, 141, 148, 154, 175, 178, 183-186, 188, 191-192, 199,
201, 209, 212-214, 222, 230, 235, 247, 251, 253, 265-267 , 292
negacja 18-21, 23, 25-27, 30-31, 34-36, 39-43, 45-46, 48-51, 53-56,
60, 65, 80, 83, 85,96, 105,119, 125, 136, 138, 141, 154-156, 158-159,
176, 192, 209, 235-236, 270, 291, 293
rownowazno$¢ 18, 26-27, 30-31, 33-36, 39-40, 42-43, 46—48, 54-56,
59-60, 62-63, 65-66, 73, 75, 77, 80, 83—-86, 91-92, 125-126, 128—
129, 131, 136, 140-141, 146, 155, 165, 168, 174-176, 183-184, 190,
193-194, 201, 204-205, 214, 217, 220, 235, 238-239, 251, 269-270,
272,-273, 281, 292
zwiazki definicyjne miedzy f. 29-43
jezyk/metajezyk KRZ 17-23
notacja polska (beznawiasowa) 20
skladnia 19-22
stownik 18-19
system KRZ <
tautologie (prawa) KRZ 43—-47 = prawo/a
pojecie t. 44
sprawdzanie tautologicznosci 43—-45
metoda Genzena 43-44
m.sprowadzania do postaci normalnych 44
m. tablic (drzew) semantycznych 43—-44
m. zero-jedynkowa 43-45, 279
Kobzinski J.K. 103, 106
Koj L. 99
koniunkcja = klasyczny rachunek zdan
Kopania J. 173
Koszteyn J. 15
Kozanecka A. 88
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Kozanecka-Dymek A. 88
Krajewski S. 103, 268
Kreisel G. 106
Kripke S. 106
Kronecker L. 103
Kulicki P. 143
Kuratowski K. 13, 224, 225, 229, 241, 245, 251, 258, 265, 272-274, 277, 281
kwadrat logiczny
klasyczne zdania kategoryczne 143, 145-149 = teoria wynikania zdan kate-
gorycznych
zdania modalne i deontyczne 147-149
kwantyfikator = rachunek predykatow (kwantyfikatorow)

Lebesque H. 103
Lechniak M. 88, 92, 97, 153
Leibniz G.W. 139
lemat Kuratowskiego-Zorna = twierdzenie
Leszczynski D. 95
Le$niewski S. 173
Lewis C.I. 98
liczba porzadkowa = teoria liczb kardynalnych
Lindenbaum A. 229, 281
logika/i (rachunki, systemy)
deontyczna 12, 88, 98—103, 143, 280
dwuwarto$ciowa/ wielowartoSciowa 17, 27, 87-89, 279
dynamiczna 88
ekstensjonalna/intensjonalna 17, 87-88, 129-130, 142, 174, 178, 273, 279
epistemiczna 88
erotetyczna (pytan) 88
intuicjonistyczna 88, 103—107
klasyczna/nieklasyczna 17, 87-88, 279
modalna (modalna aletyczna) 12, 87-88, 92, 94-99, 102, 143, 280
parakonsystentna 88
poérednia 88, 106—107
rozmyta 88
temporalna 88
zdan 12, 17- 107104-105, 110
r. czeSciowy 84, 280
r. klasyczny 17-88 = KRZ
r. nieklasyczny 89—-107 = logika nieklasyczna

Lukasiewicz D. 93
Lukasiewicz J. 20, 78, 79, 83-85, 89, 90, 92, 93, 95, 106, 142, 280
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Malinowski G. 89
Marciszewski W. 88, 272
metoda/y
aksjomatyczna 17, 78-86, 114, 137, 279-280 = system dedukcyjny = system
KRZ
dyrektywalna (w sylogistyce) 153—154, 157, 162, 166—168, 170, 305 = teoria
wynikania zdan kategorycznych
efektywna/nieefektywna 103-104
Gentzena 43
matrycowa 18, 25,-26, 43—44, 89-90, 92-93, 105-106, 279, 292, 299
matryce Heytinga 105-106
zawarto$¢ matrycy 105
mnemotechniczna (w sylogistyce) 151-157
nieskonczono$ciowe 103
przekatniowa (przekatnych) 241-242, 245, 282
sprowadzania do postaci normalnych 44
tablic semantycznych 43—44
Venna (diagraméw Venna) 144, 157-164, 167-168, 170, 180, 193-195 =
= teoria wynikania zdan kategorycznych
zalozeniowa 12, 17, 47, 114, 279 = system dedukcyjny = system KRZ
zalozeniowa a aksjomatyczna 17, 78, 80, 86, 114, 119, 279, 281 = system
dedukeyjny
zero-jedynkowa (KRZ) 43—45 = klasyczny rachunek zdan
moc zbioru = teoria liczb kardynalnych
Morgan A. de 46, 60, 62, 101
Morgenstern O. 217
Mostowski A. 13, 224, 225, 229, 241, 245, 251, 258, 265, 272-274, 277

nazwa
cudzyslowowa, quasi cudzystlowowa 19, 115, 136
pusta, jednostkowa (indywiduowa), ogolna 137, 149 = rachunek predykatow
negacja
nazwowa (przed-, przynazwowa) 144, 150, 154, 158, 169
uogo6lniona 144
zdaniowa (przed-, przyzdaniowa) = klasyczny rachunek zdan
Neuman J. von 217, 232, 272
Nicod J. 84, 85, 280

ogolna teoria mnogosci 171-277
aksjomaty teorii m.272-277 = aksjomatyka
antynomie t. m. 269-277
a. Russella 269-270
a. zbioru uniwersalnego 270
a. zbioru wszystkich liczb kardynalnych 270-271
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a. zbioru wszystkich liczb porzadkowych 277
a. zbioru wszystkich zbiorow 270

rachunek zbioréw <

teoria liczb kardynalnych <

teoria relacji <

operator

abstrakeji 113, 173-174, 190, 197

deskrypcji 113

kwantyfikator <

paradoks 268, 270, 275
Banacha-Tarskiego 275
Cantora 270
Pascucci M. 95
permutacja = funkcja/e
Pir6g-Rzepecka K. 11, 216, 220, 224, 225, 272,274
Pogorzelski W.A. 17, 86, 88, 109
Poincaré H. 103

prawo/a = reguly
de Morgana 46, 59—62
dodawania implikacji stronami 46, 69
Dunsa Szkota 46, 61
dylematu destrukcyjnego 4647
prostego 46
zlozonego 47
dylematu konstrukeyjnego 67-69
prostego 46, 67
zlozonego 46, 68—69
eksportacji i impostacji 46
ekstensjonalnos$ci 71-73
alternatywy 72
implikacji 72-73
koniunkeji 72
kwantyfikatoréw 129
réownowaznosci 71, 73
Fregego 82
inwersji 143, 149-150, 305
kontrapozycji 143, 149-150, 156, 305
konwersji 143, 149, 153, 168, 305 lacznosci alternatywy 46
lacznoéci koniunkeji 46
mnozenia alternatyw 77
mnozenia implikacji stronami 67
modus ponendo ponens 46, 65
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modus ponendo tollens 46
modus tollendo ponens 46
modus tollendo tollens 46, 55, 65
negowania alternatywy (2 p. de Morgana) 46, 59—60
negowania implikacji 46, 63—-64
negowania koniunkcji (1. p. de Morgana) 46, 61-62
negowania kwantyfikatora 124-126

ogdlnego 124

szczegotowego 124-125

n. ciagu kwantyfikatorow 125-126
niesprzecznosci (sprzecznosci) 45, 60—61
obwersji 143, 149-150, 155-156, 167-169, 305
odwracania implikacji stronami 47, 70-71
opuszczania/dodawania dolaczania)

alternatywy 48

koniunkcji 48

réwnowaznosci 46, 48
podwdjnej negacji (przeczenia) 45, 54
przechodnioS$ci

identycznos$ci 128

implikacji 46

roéwnowaznosci 66—67
przemienno$ci

alternatywy 46

koniunkcji 46, 75
przenoszenia kwantyfikatoré6w 132—135

w alternatywie 132—-133

w implikacji 133-135

w koniunkcji 133
redukcji do absurdu 46
rozdzielno$ci

alternatywy wzgledem koniunkecji 46

koniunkcji wzgledem alternatywy 76—77
rozkladania/wyciggania kwantyfikatorow 126—131

dla alternatywy 130-131

dla implikacji 127

dla koniunkeji 126-127, 130-131

dla rbwnowaznosci 128
sylogizmu warunkowego 46, 52
symetrycznoSci dla identycznoéci 128
tozsamosci 45
transpozycji

dla implikacji 46, 56

dla rébwnowaznosci 65
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zlozonej 46
wylaczonego Srodka 46, 60
zastepowania
implikacji alternatywa 62
implikacji koniunkcja 64—-65
rownowaznosci koniunkcja implikacji 48, 75
zwrotno$ci dla identycznosci 137
predykat = rachunek predykatow
przestanka (w sylogistyce) mniejsza, Srednia, wieksza = teoria wynikania zdan
kategorycznych
Putnam H. 106

Quine W. 272

rachunek
funkcyjny 109
predykatéow <
zbioréw = ogolna teoria mnogosci
zdan = logika zdan
rachunek predykatéw (kwantyfikatorow) 11-12, 51, 104, 109-170, 190,
270, 279
kwantyfikator 44, 51, 104, 110-119 = regula/y
ilo$ciowy 112
ogdblny (duzy), szczegdlowy (maly, egzystencjalny) 112, 114, 120
o ograniczonym zakresie 119, 122-123
zasieg k. 112, 116
predykat (orzecznik) 110-114
jednoargumentowy, n-argumentowy 110-111, 113
pierwszego rzedu, rzedun 111, 113, 115
rodzajer. p. 112-113
klasyczny 87, 109, 114-142, 279
n-argumentowy 112-113
pierwszego rzedu, rzedu n, rzedu w 113 -114
wezszy 1. p. (WRP) <
zmienna/stala
indywiduowa 110-111, 113, 115-116, 122, 136-137
predykatowa 110-111, 113
wolna/zwigzana 112-113, 115-116, 120, 124, 129, 132, 134, 137
Ramsey F.P. 271
regula/y = prawo
budowania dowodéw
pierwotne 48-51
b. d. zalozeniowych 49
wprost 49-50
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niewprost 49-50
b. d. zwyklych 50
wprost 50
niewprost 51
wtorne
b. d. rozgalezionych
wprost 68
niewprost 70
dolaczania implikacji do dowodu 56—59
negowania zalozen dodatkowych 59-60
pojecie r. wtérnej 52
dotaczania wierszy do dowodu
pierwotne 47—-48, 119-122
dolaczania/opuszczania
alternatywy 48, 54
koniunkcji 48
kwantyfikatoréw 119-122
rownowaznosci 48
odrywania dla implikacji 47-48
wtorne 52-77, 123-142
dodawania implikacji stronami 69
dolaczania/opuszczania negacji 54
dylematu konstrukcyjnego 67—-69
prostego 67—68
zlozonego 68—-69
ekstensjonalnoéci dla kwantyfikatorow 129
mnozenia implikacji stronami 67-68
negowania alternatywy 59—60
n. implikacji 63—-64
n. koniunkcji 61-62
n. kwantyfikatora 124-126
ogoblnego 124
szczegdtowego 124-125
n. ciggu kwantyfikatoréw 125-126
odrywania dla réwnowaznosci 65
odwracania implikacji stronami 70-71
podstawiania 74, 119-120
tollens
dla implikacji 55
dla réwnowaznosci 65
transpozycji
dla implikacji 56
dla rbwnowaznosci 56, 66
zastepowania 73-77, 83-84, 137-138
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dla identycznosci 137-138
dla rownoéci definicyjnej 83—84
dla rownowaznosci 73-74, 130
wnioskowania niezawodna/ nie niezawodna 47, 79, 149-157, 305
relacja/e
argument r. 199-201, 207-209
asymetryczna 207, 216, 220
dzialania na relacjach 201-207
suma relacji 201-203
dopehienie r. 201-203
iloczyn r. 201-203
roznica r. 201-203
superpozycja (zlozenie, iloczyn wzgledny) r. 203, 205-207, 232, 281
dziedzina/przeciwdziedzina r. (d. lewostronna/prawostronna) 200, 208—
210
identycznoéci 109, 111, 113-114, 135-142, 200, 204, 237, 280, 304
miedzy zakresami zbioréw (zbiorami)
r. identycznosci (tozsamoéci) 174, 178, 280, 306
r. inkluzji (zawierania sie, podporzadkowania) 174, 280, 306
r. krzyzowania 159, 174, 181, 201, 280, 306
r. rozlacznoscei 174, 179, 181, 195, 201, 231, 250, 252, 254, 263, 266, 274,
277,281, 306
odwrotna (konwers r.) 203—-205, 207, 213, 281, 301
okres$lona i wykonalna w danym zbiorze 209
pojecie r. 199-200
pole r. 200, 226
porzadkujaca 220-224
cze$ciowo 220-221
liniowo 220-221
dobrze 223-224
przechodnia 207, 217, 220, 227
r. miedzy relacjami 200-201
homomorfizm 225-226
h. struktur relacyjnych 226
identyczno$é r. 201
inkluzja 201
izomorfizm 207, 225-229
1. struktur relacyjnych 226-229
rodzina r. 208, 213
rownoliczno$ci 229-239, 242-243, 246-249, 252, 255-257, 260-268, 271,
281, 314-318
klasa abstrakeji r. rownoliczno$ci 233-234
rowno$ciowa (rownowazno$ciowa) 217-218
spojna 207, 216, 220
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struktura (system, ukltad) relacyjna 226—229
symetryczna 204, 207, 217, 227
typ systemu relacyjnego 226—227, 232—-233
zwrotna 207, 216, 227
roéwnoliczno$¢ zbiordw = teoria liczb kardynalnych réwnowazno$é = klasyczny
rachunek zdan
réznica zbior6w = dzialania na zbiorach
Russell B. 110, 269-272, 276, 282

Schumann A. 84, 173, 283
Scott P. 106
Sheffer H. 28
Skolem T. 272, 275
Stupecki J. 11, 47, 77, 86, 89, 118, 119, 216, 220, 224, 225, 229, 237, 272, 274,
279
Smoczynski P.J. 217
Sobocinski B. 89
Stone M.H. 106
Strawinski W. 217
struktura relacyjna (system, uklad relacyjny) = relacje
suma zbior6w = dzialania na zbiorach
sylogistyka = teoria wynikania zdan kategorycznych
sylogizm/y = teoria wynikania zdan kategorycznych
system/y dedukcyjny/ne = logika
adekwatny 85-86
aksjomatyczny 78-79, 81-86, 114, 119, 137, 143, 174, 178, 226 , 232-233,
271-272, 275,277,279
KRZ <
logik poérednich 12—-13, 88, 106—-107
logiki deontycznej 12, 88, 98—103, 143, 280 98
1. intuicjonistycznej 104—-107
1. modalnej 95, 98
1. wielowarto$ciowej 94
niesprzeczny (w s. syntaktycznym) 85-86
pelny 85-86
reguly dowodzenia (wyprowadzania, inferencji) = regula/y
pierwotne/wtbérne 47-51, 52, 78, 294 = prawo = regula/y
rownowazne 86
terminy s. d.
pierwotne 28, 78—79
wtorne 78-79
teza s. 43—-44, 47, 49-54, 57-58, 61-68, 70-75, 77-86, 93-95, 98, 103,
105-106, 114, 118-121, 123-137, 142, 171, 280
WRP <
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zalozeniowy 47-78, 80, 84, 86, 95, 171
zalozeniowe a aksjomatyczne 17, 78, 80, 86, 119, 279
zupely 85-86
system KRZ — klasyczny rachunek zdan
aksjomatyczny 78—86 = aksjomaty = aksjomatyka
Hilberta i Bernaysa 79—83
Lukasiewicza 83—-86
dysjunkcyjny 84—85
implikacyjno-negacyjny 83—85
Nicoda-Lukasiewicza 84—-85
ujecie metajezykowe 83-84
zalozeniowy 47-78 = regula/y
reguly pierwotne 47-51
tezy i reguly wtoérne 52-78

Swirydowicz K. 88, 99

Tarski A. 105, 106, 229, 265, 275, 281
teoria
liczb kardynalnych <
liczb porzadkowych 233
ogdlna teoria mnogosci <
relacji <
typow logicznych 233
wynikania zdan kategorycznych <
zbioréw = rachunek zbiorow
teoria liczb kardynalnych 220-268
dzialania na l. k. 249-261
iloczyn 1. k. 253-255
potega 1. k. 255-259, 267
suma 1. k. 250-253, 258-259, 267
1. k.skonczone/nieskonczone 235-237
liczba X 238-239, 243244, 252-255, 258-259, 262, 267
liczba ¢ 238, 243, 259-262, 267
liczba porzadkowa 232-233, 271, 277
moc zbioru 227, 229, 232-239, 241, 248-254, 261, 266, 268, 270, 281, 315—
316
nieréwnosci w zbiorze 1. k. 261-267
pojecie 1. k. 233-235
rownoliczno$é zbiorow 229-239, 242-243, 246-249, 252, 255-257, 260—
268, 270, 281, 314-318
rownosci w zbiorze 1. k. = dzialania na 1. k.
skala liczb kardynalnych 245-249, 267-268
teoria relacji 196—229 = relacja/e
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teoria wynikania zdan kategorycznych 109, 142-170
interpretacja zdan kategorycznych
w WRP (i. staba, mocna) 165-170
w rachunku zbioréw 193-195
podstawowe prawa wynikania
p. kwadratu logicznego 145-147
a p. logiki deontycznej i modalnej 147-149
p. inwersji, kontrapozycji, konwersji, obwersji 149—-150
sylogistyka 142-170
figury sylogizmoéow 151-152
sylogizm 150-151
termin mniejszy s. 151
t. rozlozony 153-154
t. éredni 151
t. wiekszy 151
sprawdzanie poprawnosci log. wnioskowan 150-15
metoda Venna (Eulera) 157-164
niezawodne tryby wnioskowania 151-153
warunki (dyrektywy) dla przestanek i wniosku 151-157
tryby sylogistyczne 153—-155
Tkaczyk M. 88, 95
Tuboly A.T. 95
twierdzenie
Banacha 265
(paradoks) Banacha-Tarskiego 275
Cantora-Bernsteina 265-266
(Iemat) Kuratowskiego-Zorna 224, 274, 281
zasadnicze t.o izomorfizmie 228—-229
(zasada maximum) Zorna 224
Tyburski W. 217
typ struktury relacyjnej = relacje

Umezawa T. 106
Venn J. 144, 157, 162, 164, 167, 168, 170, 180, 193-195, 280

Wajsberg M. 89
warto$ciowanie = funkcja prawdziwoSciowa
Weyl H. 103
wezszy rachunek predykatéw (WRP) 114-142
formula WRP 116
interpretacja formuly 117, 126
otwarta 116
zamknieta (zdanie) 116—-118
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prawo 117-118
jezyk/metajezyk WRP 114-116
stownik 114
skltadnia 115-116
system zalozeniowy WRP 114, 118-135
reguly pierwotne 119-122
dolaczania/opuszczania kwantyfikatorow 119-122
kwantyfikatory o ograniczonym zakresie 122—123
tezy i reguly wtorne 123—135 = prawo/a
WRP z identycznos$cia 113, 135-142
Wiéniewski R. 217
Wolenski J. 20, 83, 84, 88, 89, 92, 93, 95, 99, 103, 106, 107, 268

zbior/ory

dystrybutywny/kolektywny 172-173, 280

dzialania na zbiorach <

ilorazowy 219-220, 234

klasa abstrakeji 218-220, 233, 311-312

krzyzujace sie 159, 174, 181, 201, 280, 306

moc zbioru 227, 229, 232-239, 241, 248-254, 261, 266, 268, 270, 281, 315-
316

obraz (R-obraz)/przeciwobraz z. 187, 202, 210-211, 276, 310

ograniczony z dotu/z gory 223-224

podporzadkowane (nadrzedne, podrzedne) 174, 280, 306

podzbidr zbioru uporzadkowanego 222-223

potegowy 178, 187, 202, 233, 246, 248-249, 253, 260-261, 270-271, 273,
321

przeliczalny/nieprzeliczalny 18, 238-249, 316-317

pusty 115, 144-145, 163, 165, 171-177, 194, 219, 223, 232, 236—237, 240—
243, 250, 252, 254, 273-274, 277, 280, 306, 321

rodzina (klasa) zbiorow 172, 178, 189, 197, 209, 224, 2324, 237, 240, 242,
246-249, 260, 262, 268, 270, 273, 277, 316-317, 321

rozlaczne 174, 179, 181, 195, 201, 231, 250, 252, 254, 263, 266, 274, 277,
281, 306

rownoliczne 229-239, 242-243, 246-249, 252, 255-257, 260-268, 271,
281, 314-318

skonczony/nieskonczony 12, 22—24, 84, 106-107, 113, 115, 185, 215-216,
229, 235-248, 252-255, 258260, 266, 269, 273-275, 281, 311, 315-317,
321
w sensie Dedekinda 236-237, 281
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uniwersalny (uniwersum) 111, 171-176, 188—-189, 192, 232-233, 249, 270—
271,277,282

uporzadkowany
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ciagly 223, 313 gesty 223, 313
cze$ciowo 220-224, 281, 312-313
dobrze 220-221, 223-224, 281, 313
kres dolny/gbrny z. u. 223, 313
element minimalny/maksymalny z. u. 221-222, 312
e. pierwszy/ostatni z. u. 221-223, 312
liniowo 220-223, 281, 312-313
wszystkich zbiorow 232, 248, 269-270, 277, 280, 282, 318
wyznaczone przez funkcje zdaniowe 12, 171, 190-193, 197, 202, 276, 281, 308
zdanie/zdania
deontyczne 98—102, 147-149
kategoryczne 12—-13, 142—-145 = teoria wynikania zdan kategorycznych
dopehiajace sie 146—149
ilo$¢/jakosc z. k. 144, 146
ogodlnoprzeczace 143, 146
ogolnotwierdzace 143, 146
szczegOtowotwierdzace 143, 146
szczegbdlowoprzeczace 143, 146
podporzadkowane 146-149
podprzeciwne 146—149
przeciwne 146—-149
sprzeczne 146—149
wykluczajace sie 146—-149
modalne 93, 147-149
de dicto 94
de re 94
o zdarzeniach przyszltych 92
niezdeterminowanych 92
pewnych 92
wykluczonych 92
Zermelo E. 272, 274
Ziembinski Z. 146
Zorn M. 224, 274, 281



Ksigzka ta jest drugg sposrod trzech sktadajacych sie na opracowanie wybranych
zagadnien z logiki. Zagadnienia podjete w rozwazaniach sg wybrane z logiki
formalnej i ogdlnej teorii mnogosci. Najobszerniej jest omawiany klasyczny
rachunek zdan, a zwlaszcza metoda zatozeniowa; sposrod rachunkéw zdan
nieklasycznych zostaty wybrane rachunki logiki wielowartosciowej, modalnej
(rozumianej wasko), deontycznej oraz logika intuicjonistyczna i tzw. logiki
posrednie.

Réwniez charakterystyka logiki predykatow jest skupiona na rachunkach
klasycznych — ponownie z naciskiem na system zatozeniowy. Teoria wynikania
zdan kategorycznych jest najpierw omdéwiona odrebnie, w sposdb przyjety
w sylogistyce, uzupetniony o nowsze metody, po czym teoria ta jest zinter-
pretowana w rachunku predykatow.

W rozdziale poswieconym teorii mnogosci s3 podjete zagadnienia zwykle
umieszczane w jej czesci zwanej 0golna: podstawowe pojecia rachunku zbio-
row i relacji, wybrane zagadnienia teorii liczb kardynalnych, zagadnienia zwia-
zane z antynomiami klasycznej teorii mnogosci oraz ze sposobami ich usuwania.

Wyniki prezentowane w niniejszej ksigzce, poswieconej zagadnieniom logiki for-
malnej i ogolnej teorii mnogosci, sformutowane w niej definicje, twierdzenia
i dowody sa — co nieuniknione — wzorowane na znanych opracowaniach. Nie
sa jednak ich kompilacja, poniewaz r6znia sie nie tylko uktadem definicji i twier-
dzen, lecz takze ich sformutowaniami zapisanymi w jednolitej notacji (symbo-
lice), komentarzami i przyktadami, a czesto takze sposobem uzasadniania
twierdzen (sposobem dowodzenia). Sg takze w ksigzce merytorycznie nowe
propozycje, jak algorytmiczna metoda wyszukiwania zaleznosci definicyjnych
miedzy funktorami prawdziwosciowymi oraz uproszczone metody sprawdzania
poprawnosci logicznej wnioskowan ze zdaniami kategorycznymi.
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