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UWAGI WSTEPNE

Ksiazka ta jest ostatnig sposrod trzech skladajacych sie na opracowanie
wybranych zagadnien z logiki'. Posréd sformulowanych tu uwag przewa-
zaja dotyczace wylacznie tej ksigzki, cho¢ sa takze przypomniane zwiezle
uwagi aktualne dla calego opracowania?,

1. Metalogika rozumiana szeroko obejmuje wszelkie rozwazania dotycza-
ce logiki. W tak pojmowanej metalogice mieSci sie np. filozofia logiki —
badajaca filozoficzne zalozenia i implikacje logiki — a takze historia logiki,
czesto uwzgledniana w opracowaniach po$wieconych logice®. Termin
metalogika jest jednak réwniez zawezany tak, ze oznacza wylacznie pro-
wadzone metodami logiki badania jej podstawowych pojec¢ oraz wlasnos$ci
rachunkow logicznych (systemow dedukeyjnych). Zagadnienia podjete
w rozwazaniach zawartych w niniejszej ksigzce naleza niemalze wylacz-
nie do metalogiki tak rozumianej: sa wybrane z ogdlnej teorii systeméw
dedukceyjnych i podzielone w sposéb w niej przyjety, tj. na zagadnie-
nia syntaktyczne i semantyczne. Charakterystyka systeméw dedukeyj-
nych — zaréwno syntaktyczna, jak i semantyczna — jest przeprowadzana
w metajezyku w stosunku do jezyka badanych systeméw. W metajezyku

1 Pierwszg czeScig jest: A. Jonkisz, Zagadnienia semiotyki logicznej i ogélnej meto-
dologii nauk, Krakow 2023; czeScia druga: A. Jonkisz, Zagadnienia logiki formal-
nej i ogélnej teorii mnogosci, Krakow 2024.

Obszerne uwagi do calego opracowania sa w: A. Jonkisz, Zagadnienia semiotyki
logicznej i ogdlnej metodologii nauk, dz. cyt.

Filozofie logiki trzeba odr6znia¢ od tzw. logiki filozoficznej, tj. zastosowania logiki
do analiz filozoficznych. Na marginesie warto zauwazy¢, ze termin ,logika filo-
zoficzna” nie jest trafny, bo chodzi raczej o filozofie korzystajaca z metod analizy
logicznej, czyli o filozofie logiczna. Por. A.C. Grayling, Philosophical Logic, the Phi-
losophy of Logic, Philosophy and Logic, w: tegoz, An Introduction to Philosophical
Logic, Oxford 1997, s. 1-11.



UWAGI WSTEPNE

(metasystemie) sg definiowane terminy syntaktyczne i semantyczne od-
noszace sie do systemow i ich wyrazen oraz sa w nim przeprowadzane
rozumowania (dowody) dotyczace ogblnych wlasno$ci wyrazen i sys-
temow sformutowanych w jezyku przedmiotowym. Przy czym wyniki
przedstawione w niniejszej ksigzce dotycza przede wszystkim systemow
logiki klasycznej, a zwlaszcza systemow KRZ i WRP oméwionych w czesei
drugiej calego opracowania. Zawezenie do systeméw dedukeyjnych logiki
pierwszego rzedu jest widoczne przede wszystkim w analizach powigza-
nych definicyjnie i dowodowo; w oméwieniach nieformalnych, a czesto
w uwagach historycznych sa bowiem uwzglednione inne wyniki, dotyczace
nie tylko systemoéw logiki klasyczne;j.

1.1 W rozdziale po$§wieconym pojeciom i zagadnieniom syntaktycznym
sa najpierw omowione i zilustrowane przykladami sposoby dowodzenia
w metajezyku twierdzen, w ktérych mowa o formutach rachunkéw logicz-
nych. Uwzglednione sg zar6wno rozumowania indukcyjne, jak i dowody,
w ktorych korzysta sie z pojecia tzw. normalnej postaci formuly oraz
twierdzen dotyczacych postaci normalnych. Podrozdziat drugi zawie-
ra syntaktyczng charakterystyke systemow dedukcyjnych: jest w nim
wprowadzone pojecie konsekwencji oraz sg zdefiniowane i omdéwione
syntaktyczne wlasnos$ci takich systemoéw, tj. niesprzecznos$é, zupenosc,
rozstrzygalno$¢ i niezalezno$¢ aksjomatow.

1.2 W rozdziale drugim sg zdefiniowane kluczowe pojecia semantyczne,
tj. spelniania i prawdy, po czym jest rozwinieta semantyczna charaktery-
styka system6w dedukcyjnych, w ktorej sg podjete zagadnienia zwigzane
z prawdziwoS$cig twierdzen i wlasno$ciami systemu twierdzen prawdzi-
wych, pojeciem modelu, niesprzeczno$cia semantycznie rozumiana i kate-
gorycznoScia systemu, pojeciem pelnoéci systemu oraz relacja wynikania
logicznego (semantycznego).

1.3 Rozwazania zawarte w rozdziele ostatnim nie sg powiazane defini-
cyjnie i dowodowo z wezeéniejszymi wynikami catego opracowania —
ani z zawartymi w tej ksigzce, ani z przedstawionymi we wcze$niejszych
dwoch jego czeSciach. Najpierw sa omdéwione w sposodb nieformalny wy-
brane twierdzenia metalogiki, ktére ukazujg ograniczenia metod logiki
formalnej (tzw. twierdzenia limitacyjne), nastepnie sa zestawione wlas-
noéci syntaktyczne i semantyczne wybranych systeméw dedukeyjnych,
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UWAGI WSTEPNE

a w ostatnim podrozdziale jest ukazany sposob definiowania i stosowania
pojecia modelu w rekonstrukejach teorii empirycznych.

2. W zakresie zagadnien podjetych w niniejszej ksiazce, wybranych z ogdl-
nej teorii systemoéw dedukeyjnych — tak samo, a nawet mozna ocenié, ze
bardziej niz w przypadku kwestii podjetych w dwoch poprzedzajacych
cze$ciach — sg aktualne uwagi i zastrzezenia co do celu catego opracowania
ijego wynikow. Ot6z i w tej ksigzce przewaza styl odpowiedni dla adresata
wkraczajacego w logike, tj. sprawozdawczy i objaéniajacy, a nie wilasci-
wy dla analiz kierowanych do specjalistow podejmujgcych poszczegdlne
zagadnienia, co przejawia sie takze tym, ze niewiele jest odniesien do
innych opracowan. Styl sprawozdawczy jest cze$ciowo usprawiedliwiony,
w zakresie zagadnien prezentowanych w ksigzce trudno bowiem o jakie$
nowe wyniki. Dlatego zawartych w niej innowacji mozna sie doszukiwaé
niemalze wylacznie w sposobie prezentacji znanych zagadnien, konstruk-
¢ji dowoddéw znanych twierdzen, doborze przykladéow i komentarzach®.
Nowe sa jedynie drobne uzupehiania wynikéw zastanych: zagadnienie
poprawnosci sktadniowej jest om6wione szerzej niz zwykle, tj. uzupel-
nione analizami formul rachunkow logicznych; sa podane nieszkicowe
i sformulowane oddzielnie dla wyrazen zdaniowych i dla zdan dowody
praw wyciagania (i rozkladania) orzecznika prawdy przed (i na) wyrazenia
z funktorami prawdziwo$ciowymi; klasyczne rozumienie aksjomatyzacji
i modelu (teoriomodelowe w sensie A. Tarskiego) jest zestawione z uje-
ciem zw. teoriomnogo$ciowym, wykorzystywanym w rekonstrukcjach
teorii empirycznych.

3. W niniejszej ksiazce sa zachowane umowy co do skrotéw stosowanych
w odeslaniach do wynikéw przedstawionych w innych miejscach calego
opracowania: znaki *, ** i *** wskazujg na glébwne jego czeSci, nastepnie

4 Wybor zagadnien i sposob ich ujecia jest wzorowany przede wszystkim na: L. Bor-

kowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, Lublin 1991, a takze na: T. Ba-
tog, Podstawy logiki, Poznan 2003 i A. Grzegorczyk, Zarys logiki matematycznej,
Warszawa 1981; G. Hunter, Metalogika, ttum. B. Stanosz, Warszawa 1982. Uwagi
do prezentowanych wynikéw sa mocno wsparte — zwlaszcza w zakresie zagadnien
semantycznych, lecz takze faktow historycznych — na monografiach J. Wolenskie-
go: Filozoficzna szkola lwowsko-warszawska, Warszawa 1985; Epistemologia,
t. 3: Prawda i realizm, Krakéw 2003; Epistemologia. Poznanie — prawda — wie-
dza — realizm, Warszawa 2014; Semantics and Truth, Cham 2019.

11



UWAGI WSTEPNE

cyfry rzymskie na rozdzial danej czeéci, a cyfry arabskie — na podrozdzialy
iich czesci®.

3.1 Definicje (D), twierdzenia (T), twierdzenia pomocnicze (L) i wnioski
(W) sa numerowane odrebnie w kazdym podrozdziale, zwykle kolejny-
mi liczbami (D1, D2, D3, ...; T1, T2, ...), sg jednak takze dodatkowe
wskazniki, np. D4.a, D4.a’, D1.1, D4.b”; T4.1, T11.1, T12.a; L1.4,
W1’, W3.b - stosowane, gdy oznaczone w ten sposéb wyniki sa powia-
zane, jak na przyklad definicje tego samego lub zblizonych pojeé, grupa
pokrewnych twierdzen lub wnioskow. CzeSciej przytaczane (nie tylko
w tym opracowaniu) definicje i twierdzenia oraz reguly wnioskowania
(dotaczania nowych wierszy do dowodu) bedg oprocz oznaczen wskazu-
jacych na ich miejsce w rozwazaniach oznaczane takze skrotami, ktore
latwiej jest skojarzy¢ z treécia definicji lub twierdzenia, np. RO wskazuje
na regule odrywania, OA na regule opuszczania kwantyfikatora duzego,
dfc na definicje relacji zawierania sie zbiorow.

3.2 Zamieszczane w dowodach lub uwagach odeslania do oznaczanych
symbolicznie wynikéw (definicji, twierdzen, lematow, wnioskow itp.) sa
zorganizowane nastepujaco:

(1) wyniki, dla ktérych wprowadzono symbol niezalezny od ich miejsca
w rozwazaniach, sa oznaczane danym symbolem (np. dfc);

(ii) pozostale wyniki:

— gdy wskazywany wynik zostal osiagniety w biezacym podrozdziale, jest
oznaczany tylko swoim symbolem, np. D3 to trzecia definicja, a T2.1 to
twierdzenie 2.1 aktualnego podrozdzialu;

— gdy wynik pochodzi z innego podrozdzialu, wtedy jego oznaczenie sym-
boliczne jest poprzedzone skréotem wskazujacym odpowiedni fragment
opracowania, np. **RI.3: D1.3 to definicja 1.3 w trzecim podrozdziale
rozdziatu pierwszego czesci pierwszej calego opracowania; **RIIL.2: T15
to pietnaste twierdzenie drugiego podrozdziatu trzeciego rozdziatu czeSci
drugiej. ***RI.2: T14 to czternaste twierdzenie drugiego podrozdziatu
pierwszego rozdzialu niniejszej ksiazki. Takie same skroty wskazujace

Zgodnie z ta umowa symbol * wskazuje na pierwsza czes¢, tj.: A. Jonkisz, Zagad-
nienia semiotyki logicznej i ogélnej metodologii nauk, dz. cyt.; znak ** odsyla do
czedei drugiej, tj.: tenze, Zagadnienia logiki formalnej i ogélnej teorii mnogosci,
dz. cyt.; a *** jest uzywany w odestaniach do wynikéw prezentowanych w niniejszej
ksiazce.

12



PODZIEKOWANIA

na miejsce w rozwazaniach sg rowniez stosowane do wynikdéw nienume-
rowanych;
(iii) gdy jest to potrzebne, znakiem M jest wskazany koniec dowodu.

Podziekowania

Pragne podziekowa¢ wszystkim, ktérzy pomogli w opracowaniu i opu-
blikowaniu tej ksiazki. Przede wszystkim osobom, ktére w Uniwersyte-
cie Ignatianum w Krakowie wspieraly moje badania nad zagadnieniami
logiki — zwlaszcza decyzjami o przyznaniu Srodkdéw na badania i koszty
publikacji; a takze pracownikom Wydawnictwa za zyczliwg wspolprace
i skuteczne zalatwienie spraw niezbednych dla ukazania sie ksigzki.

Dziekuje takze Recenzentom za cenne uwagi. Kierujac sie nimi, usu-
nalem btedy, poprawilem wiele sformulowan, zmienilem uklad rozwazan
(obecnie sa podzielone nie na dwa, lecz na trzy rozdzialy) oraz uzupel-
nilem wczes$niejsza wersje ksigzki o nowe wyniki lub zagadnienia (m.in.
zagadnienie kategorycznoSci, zestawienie wlasnosci systemow dedukeyj-
nych oraz nowe twierdzenia, zwlaszcza tzw. limitacyjne Godla, Tarskiego,
Churcha). Dzieki uwagom z recenzji zlozylem do opracowania wydawni-
czego prace znacznie lepsza niz przestana do oceny.

W spos6b szczeg6lny dziekuje dr Jolancie Koszteyn, na ktorej sprawna
pomoc moglem niezawodnie liczy¢ takze w pracach nad tg ksigzka, co
zaowocowalo m.in. usunieciem bledéw i luk w opisach bibliograficznych
oraz zachowaniem jednego stylu (skroty, przypisy, bibliografia, formato-
wanie itp.) we wszystkich ksigzkach skladajacych sie na cale opracowanie.






ROZDZIAL |

POJECIA | ZAGADNIENIA SYNTAKTYCZNE

Po analizach, w ktérych metoda sprawdzania poprawno$ci skladniowej
jest zastosowana do wybranych formut rachunkéw logicznych, sg w tym
rozdziale ombéwione najpierw podstawowe pojecia syntaktyki systemow
dedukcyjnych oraz oparte na nich metody dowodzenia twierdzen meta-
logicznych. Podrozdziat drugi jest po§wiecony charakterystyce systemow
dedukcyjnych — ich typom i wlasno$ciom syntaktycznym.

1. Formuty rachunkéw logicznych

Analizy zawarte w tym podrozdziale nawiazuja do zagadnien podjetych
zwlaszcza w *RI1.4 i *RV.3. Podane tam okreSlenia i rozroznienia byty
formulowane tak, by odnosily sie takze, a nawet przede wszystkim, do
jezykow stuzacych do porozumiewania sie, a analizowane przyklady ich
zastosowania zostaly zaczerpniete z jezyka naturalnego. Obecnie wcze$-
niejsze ustalenia mozna uzupelié¢ uwagami dotyczacymi wyrazen ra-
chunkéw logicznych oraz okres$leniami lepiej dostosowanymi do jezykéw
formalnych.

1.1 Kategorie syntaktyczne i poprawnos$¢ sktadniowa formut

Warto przypomnieé ustalenia dotyczace terminu ,,wyrazenie”. Ot6z ter-
min ten moze by¢ rozumiany weziej, tj. jako znak jezykowy. Tak pojmo-
wane wyrazenie moze by¢ badane w kazdym z aspektow wyrdznionych

15



POJECIA | ZAGADNIENIA SYNTAKTYCZNE

w semiotyce, tj. syntaktycznym, semantycznym i pragmatycznym; i tylko
w tym znaczeniu wziete ,wyrazenie” jest odpowiednie do badania jezykow
naturalnych, stuzacych do porozumiewania sie. Gdy chce sie méwié o wy-
razeniach ogdlnie, uwzgledniajac jezyki rachunkoéw logicznych, zakres ter-
minu ,wyrazenie” musi by¢ poszerzony tak, by obja¢ formuly budowane
w jezykach tych rachunkow. Jeéli natomiast mowa — jak w tym rozdzia-
le — wylacznie o syntaktycznej stronie jezykow rachunkoéow logicznych,
mozna ,wyrazenia” rozumie¢ jako odnoszace sie tylko do ciaggéw symboli
(napiséw) budowanych w symbolicznych jezykach tych rachunkow, czyli
jako odnoszace sie do jego formul niezinterpretowanych.

Ograniczenie analiz wylacznie do wyrazen-formul (napiséw, cia-
gbw symboli) jezykow niezinterpretowanych pozwala zawezi¢ wezeéniej
przyjeta definicje nalezenia wyrazen do tej samej kategorii syntaktycznej
(*RIL.4: D1), ulatwia stosowanie sprawdzianu poprawnosci skladniowe;j
wyrazen (*RV.3.2) oraz daje mozliwo$é og6lnego zdefiniowania popraw-
nie zbudowanego wyrazenia logicznego.

D1 Dowolne formuly f, oraz f, jezyka niezinterpretowanego J = <S, G>
naleza do tej samej kategorii skladniowej wtedy i tylko, gdy dla
dowolnej skladniowo poprawnej formuly zdaniowej F tego jezyka,
w ktorej wystepuje jedna z formut f, oraz f,, jest tak, ze po jej za-
stapieniu drugg z tych formut uzyskana w wyniku formula F’ jest
skladniowo poprawng formula zdaniowg jezyka J.

W definicji nalezenia wyrazen do tej samej kategorii odpowiedniej dla
jezykow rachunkéw logicznych, cho¢ mowa w niej o formulach — a nie,
jak w ogo6lnej definicji *RI1.4: D1, o dowolnych wyrazeniach — to nadal
jest zachowana mozliwo$¢ stosowania tego warunku takze do zdan, tj. do
formul zdaniowych bez zmiennych wolnych.

Podstawowe sposrod wezesniej omoéwionych syntaktycznych kategorii
wyrazen — tj. wyrazenia zdaniowe, wyrazenia nazwowe, funktory i opera-
tory — wystepuja w jezykach rachunkéw logicznych. W taki sam sposob sa
w nich réwniez wyrézniane kategorie sktadniowe funktoréw i operatoréow
oraz s3 stosowane wskazniki tych kategorii, trzeba jedynie pamietac, ze
gdy w jezykach rachunkow logicznych kwalifikuje sie funktor lub operator
jako zdaniotworcezy albo nazwotworezy, wtedy chodzi zwykle o tworzenie
form (funkgeji, formutl) zdaniowych albo form nazwowych.

Na przyklad w tezie KRZ: ~(p A ~p) (**RI1.3.2: T13) symbol ,p” jest
wyrazeniem zdaniowym, jako ze p to zmienna zdaniowa, a zmienne sg

16



FORMULY RACHUNKOW LOGICZNYCH

tej samej kategorii skladniowej, co podstawiane za nie stale; natomiast
~ oraz A sg funktorami zdaniotwdrczymi — przy czym symbol ,~” jest
funktorem jednego argumentu zdaniowego, a znak koniunkgji jest funk-
torem wigzacym dwa argumenty zdaniowe. Funktory te nalezg zatem do
jednej rodziny funktoréw zdaniotworcezych, lecz do odrebnych kategorii,
poniewaz, jak wiemy, kategoria funktora jest okreslona nie tylko przez
to, co funktor tworzy (przez kategorie syntaktyczng wyrazenia utworzo-
nego), lecz takze — z czego wyrazenie jest tworzone, tj. ile argumentow,
jakich (jakiej kategorii skladniowej) i w jakiej kolejnosci funktor wiaze.
Zdaniotworcze jednoargumentowe sa takze funktory K, M w formulach
rachunku modalnego, uzyte np. w prawie: Kp v M~p (**RIL.2: T1.c),
a takze funktory N, D, widoczne np. w napisie: [N(p = q) A Dp] = Dq
(**RIL.2: T3.b). Zdaniotworcze dwuargumentowe sg operatory V oraz A
uzyte np. w zdaniu: ~(V x) A(x) < (A x) ~A(X), w ktérym wigza zmienna
x oraz funkcje zdaniowa, odpowiednio, A(x) oraz ~A(x). Nalezy przy
tym pamietac, ze po zwigzaniu kwantyfikatorem zmienna x staje sie jego
wskaznikiem, za ktéry nie mozna podstawiac stalych z zakresu zmiennej
indywiduowej X, jak jest to mozliwe, gdy zmienna ta jest uzyta poza za-
siegiem tych operatoréw. Ograniczenie to dotyczy zmiennych zwigzanych
przez dowolny operator i jest wazne, gdy mowa o podstawianiu symboli
stalych za zmienne. W formule: x € (A U B) symbol sumy jest funkto-
rem nazwotworczym dwu argumentéw nazwowych, a symbol ,e” jest
funktorem zdaniotwoérczym dwoch argumentéw nazwowych, natomiast
w formie zdaniowej: x € N A, i = 1, ..., n — symbol N jest operatorem
nazwotworczym wigzacym wskaznik i oraz n argumentéw nazwowych
(jak na to wskazuje zakres wskaznika i), a symbol ,,€” i w tym napisie
jest funktorem zdaniotwoérczym dwdch argumentéw nazwowych. Warto
dla poré6wnania zauwazy¢, ze w napisie: A, i = 1, ..., n, symbol ,i” jest
juz zmienng o zakresie 1, 2, ..., n, napis ten jest funkcja nazwowa ciagu
zbioréw, a role funktora tworzacego te funkcje pelni sam uklad i wielkosé
symboli uzytych w ,A”, tj. umieszczenie zmiennej i w indeksie dolnym
zmiennej nazwowej A, za ktéra mozna podstawia¢ nazwy zbioréw. W na-
pisie: R , role funktora nazwotworezego dwoch argumentow nazwowych
pelni umieszczony w indeksie dolnym znak |. Podobnie w zlozonym sym-
bolu R % role funktora pelni uktad symboli sktadowych, funktor ,ukryty”
w tym napisie jest nazwotworezy dwoch argumentéow nazwowych, kazdy
z jego argumentdw to nazwa jednostkowa oznaczajaca moc zbioru liczb
naturalnych, a zlozona, generalna, symboliczna nazwa jednostkowa X%
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oznacza ten sam obiekt, co prosta, indywidualna, umowna nazwa jed-
nostkowa ¢, uzyta np. w rownosci: X% = ¢ (**RIV.3: T33d). Z kolei kazda
nazwa uzyskana z podstawienia w funkeji R , stalych z zakresu zmiennych
nazwowych R i A oznacza okres§long relacje ograniczong do danego zbioru,
a relacje ograniczone do zbioréw, na ogélnym poziomie funkeji zdanio-
wych, definiuje rownosé: R, = {x, y: X, y € AAX Ry} (**RIV.2: D4.b),
w ktorej znak identycznoSci to funktor zdaniotwoérczy dwoch argumentéw
nazwowych, a przy tym funkcja nazwowa {x, y: X, y € A A X R y} jest wyni-
kiem zastosowania operatora abstrakcji {... : ...}, ktorym zostaly zwigzane
nazwowe zmienne indywiduowe x i y (sa wskaznikami tego operatora)
oraz funkcja x, y € A A X Ry; itp.

Zgodnie z uwagami sformulowanymi w (*RV.3) mozna budowac
rowniez wskazniki kategorii dla funktoréw i operatorow logicznych,
ustala¢ strukture formut rachunkéw logicznych (hierarchie ich symboli
skladowych) oraz sprawdzaé ich poprawno$c¢ sktadniowa. W ponizszych
przyktadach formuly czerpane z rachunkéw logicznych beda oznaczane
symbolem ,w” (co odsyla do ogélnie rozumianego terminu ,,wyrazenie”),
napisy ukazujace ich strukture — znakiem ,s”, a ciagi symboli uwzgled-
niajace kategorie syntaktyczne skladnikoéw analizowanego wyrazenia —
wskaznikiem ,k”. Na przyklad struktura formuly:

w) ~peagsipar~aq) viga~pl (**R1.3: T34),
przedstawiona zgodnie z wezeSniejszymi uwagami (*RV2.3), wyglada tak:
(s) e {~(=(pa),vIrp ~@) @ ~E)I-

By sprawdzi¢ poprawnoé¢ sktadniowg formuly (w,), trzeba ustali¢
kategorie skladniowe symboli w tej formule: < to spojnik, czyli funktor
zdaniotworczy dwoch argumentéw zdaniowych; ~ to funktor zdaniotwor-
czy jednego argumentu zdaniowego itd. W analizowanych tu przykladach
bedzie stosowany przyjety w *RV.2 sposdb zapisu wskaznikow kategorii
syntaktycznych, tj.: z = wyrazenie zdaniowe, n = wyrazenie nazwowe,
/ = funktor, a przy tym w ,liczniku” (przed kreska) wskaznika funktora
jest symbol kategorii syntaktycznej wyrazenia utworzonego, a w ,,mia-
nowniku” (po kresce) symbole kolejnych argumentéw funktora. Zapisy-
wanie wskaznika funktoréw nie za pomoca kreski utamkowej, cho¢ mniej
przejrzyste, jest typograficznie prostsze, dla uproszczenia napiséw beda
takze stosowane nawiasy — po to, by uniknaé¢ stosowania podwdjnych,
potrojnych itd. uko$nikéw, wskazujacych na miejsce funktora w struktu-
rze wyrazenia (wczeéniej byl stosowany sposéb wylacznie ,uko$nikowy”,
bo analizowane wyrazenia byly syntaktycznie prostsze). Ponadto bedzie
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pomijana spacja: we wskaznikach funktoréw i operatoréw miedzy ich
argumentami; miedzy wskaZnikiem funktora/operatora a nawiasem,
w ktoérym sag oznaczone jego argumenty (czyli — spacja bedzie wstawiana
tylko miedzy wskaznikami argumentow funktora).

Wynikiem zastosowania tych uméw notacyjnych do (s ) jest ciag sym-
boli:

k) 2/2,2{z/2(2/2,2(z, 2)), z2/2,2[2/2,2(z, 2/2(2)), 2/2,2(z, 2/2(2))]}.

Redukcja wskaznikow kategorii w kolejnoSci wskazanej przez nawia-
sy, czyli wedtug tego, jak wiaza funktory, daje w wyniku symbol ,,z”, co
potwierdza, ze (w,) jest poprawnie zbudowanym wyrazeniem zdaniowym
KRZ.

(w,) AX)AX) = p]l = (AX) AX) = p) (**RII1.2:T19)
(s)  ={AIX, = (AX), p)], = [AKX, (AX), pI}-

W przypadku operatoréw zmienna zwigzana przez operator (jego
wskaznik) bedzie oznaczana symbolem ,v”, z indeksem dolnym wska-
zujacym na kategorie syntaktyczng zmiennej zwiazanej przez operator,
i bedzie oddzielana Srednikiem od drugiego jego argumentu. Stosujac
i te zasade zapisywania wskaznikow kategorii syntaktycznych, trzeba
w przypadku (s,) uwzgledni¢ fakt, ze kwantyfikator jest w nim operatorem
wigzgcym zmienng nazwowa.

(k) z/z.z2{z/v ;zlv,; 2/2,2(z/v (V,), D)), 2/2,2[2/V ;2(V ; 2/2,2(2/V (v,), D)1}

Symbol zmiennej zwigzanej uzyty we wskazniku dla kwantyfikatora
musi by¢ takze uzyty w innych miejscach wystepowania zmiennej na-
zwowej X, bo w przeciwnym razie redukcja wskaznikow kategorii syntak-
tycznych skladnikow formuly prowadzi do btednych ustalen. Na przyktad
poprzednik implikacji (w,), tj.:

(AX) [AX) = p]

jest reprezentowany w (k,) przez napis:

z/v ;zlv,; 2/2,2(z/v (v,), 2)],

w ktérym z/v (v,) redukuje si¢ do z, a wobec tego z/z,z(z/v (v,), z) uprasz-
cza si¢ do z, co podstawione w napisie z/v ;z[v ; z/z,2(z/v (v,), z)] pro-
wadzi do koncowej redukcji tego poprzednika do symbolu z. Poniewaz
w analogicznej redukeji do symbolu z upraszcza si¢ réwniez czlon (k,)
odpowiadajgcy nastepnikowi implikacji (w,), wigc konicowe uproszczenie
wskaznika glownej implikacji wyrazenia (w,), tj. 2/z,2 z (z, z) daje w wy-
niku symbol z. Na marginesie warto odnotowa¢, ze gdy na oznaczenie
zmiennej x wigzanej przez kwantyfikator jest uzyty (w kazdym miejscu
reprezentowania zmiennej x) nie symbol v _, lecz ogélniejszy symbol n,
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sprawdzenie poprawno$ci sktadniowej metodg redukeji wskaznikéw pro-
wadzi do takiej samej oceny.
(w,) xeNA,i=1,.,leoXeA AxeAA..AXeA)

(**RIV.1: D7.a2).

Upraszczajac analize pierwszego czlonu tej rownowaznoSci, a drugi
jej czlon zapisujac bez umoéw skracajacych zapisy, mozna strukture row-
nowaznosci (w,) przedstawi¢ formulg:

(sy) S{exNAi=1,.,1),[A(ex A)), X, A) A, ...,
Alelx, A D, €(x, A) ..}

Mozna jednak przyja¢ umowe, ze koniunkcja wigzaca wiecej niz dwa
czynniki jest oznaczana symbolem wskazujacym na liczbe argumentow,
a zakres i jest ograniczony wskaznikiem liczby argumentéw dla A. Korzy-
stajac z tej umowy, da si¢ strukture formuly (w,) zapisa¢ proScie;:

(s, <e[ex,NA,i=1,.,1) A (e Al

Drugi argument funktora < jest wyrazeniem (funkcja) zdaniowym,
jest bowiem koniunkcja formul zdaniowych o strukturze A(x, A). Jesli
chodzi o pierwszy argument, to napis

NA,i=1,.,1
jest nazwa (zbioru), warto jednak doktadniej opisaé role sktadniowa ope-
ratora . ProSciej jest stwierdzi¢, ze napis N A, i = 1, ..., | jest rozwinig-

ciem symbolu N_, A, oraz ze operator ten tworzy nazwe, wigzac zmienng
nazwowg i oraz nazwe A, czyli nalezy do kategorii n/v_; n. Bez takiego
uproszczenia, czyli analizujgc napis N A, i = 1, ..., |, stwierdzamy, ze
w formule tej operator N tworzy nazwe z wyrazenia nazwowego A, oraz
zdania i = 1, ..., I, czyli jest rodzaju n/n, z. A przy tym w napisie A, jest
ukryty funktor nazwotwdrczy, tworzacy nazwe z dwoch nazw (podobnie
jak funktor np. w napisie 2%), a zdanie i = 1, ..., | jest koniunkcja A, zdan
o strukturze =(i, 1), ..., =(i, 1), w ktérych symbol = jest funktorem zda-
niotworezym 2 argumentéw nazwowych.
w) A~BAC~D=(AxC)~([BxD)  (**RIV.3: L3.c).
Strukture tej formuly wida¢ w ciggu symboli:
(s) =A{lr(~(AB),~(C D)~ (x (A C),x (B, D)}

Funktory symbolizowane w formule (w,) s3 spojnikami (=, A), pre-
dykatami (~) albo funktorami nazwotworczymi (dzialanie iloczynu kar-
tezjanskiego), co jest zaznaczone w ciggu wskaznikow kategorii sktadnio-
wych, zachowujacym strukture tej formuly.

k) z2/2,z{[ z/z,z (z/n,n (n, n), z/n,n (n, n))], [z/n,n (n/n,n (n, n),
n/n,n (n, n))]}.
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Ciag ten, co latwo jest sprawdzi¢, redukuje sie do symbolu z.

Analizowane przyklady zostaly zaczerpniete z klasycznego rachunku
zdan, wezszego rachunku predykatéw, rachunku zbioréw i teorii liczb
kardynalnych. Mialy zilustrowa¢, jak sprawdzian poprawno$ci syntak-
tycznej da sie stosowaé do wyrazen rachunkéw logicznych, a szerzej — do
formul logiki i matematyki. W sposéb ogoélny mozna charakteryzowaé
takze pojecie wyrazenia rachunku logicznego (ogo6lniej — wyrazenia sys-
temu logicznego lub matematycznego). Taka ogolna charakterystyka, tj.
obejmujaca wyrazenia dowolnych rachunkéw, moze jednak dostarczyé
jedynie schematu definicyjnego, wedtug ktérego mozna definiowaé poje-
cie wyrazenia dla okreslonego rachunku.

Pojecie wyrazenia poprawnie zbudowanego bylo juz okreslane dla
KRZ1iWRP, okreslenia te byly nastepnie zakladane w rachunkach nadbu-
dowanych nad tymi rachunkami. W metalogice sg jednak niezbedne takie
definicje wyrazenia logicznego, ktore daja podstawe dowodom twierdzen
dotyczacych wlasnos$ci wszystkich wyrazen — rachunku konkretnego albo
dowolnego. Chodzi o definicje indukcyjne, wykorzystywane w indukeyj-
nych dowodach twierdzen metalogicznych. Pelna definicja indukcyjna
zostanie sformulowana tylko dla wyrazen KRZ, poniewaz definicje dla
innych rachunkoéw i ogélna definicja wyrazenia logicznego (poprawnie
zbudowanego) sa zbudowane analogicznie do definicji dla KRZ.

Indukcyjna definicja wyrazenia KRZ jest uéciSleniem okreslen juz
podanych (**RI.1: D1). Sa w niej zakladane reguly dotyczace stownika
KRZ - tj. symbolizowania zmiennych zdaniowych, stalych specyficznych
(funktoréw KRZ) oraz uzywania nawiaséw jako symboli pomocniczych —
a takze umowy co do symbolicznego oznaczania wyrazen KRZ w meta-
jezyku, tzn. stosowania nazw cudzystowach jako metajezykowych nazw
jednostkowych wyrazen KRZ, metajezykowych zmiennych nazwowych @,
Y, .. @, d, .. ktorych zakresem sg wyrazenia KRZ, oraz quasi-cudzy-
stowowych nazw og6lnych wyrazen KRZ, tj. nazw formul podpadajacych
pod schemat napisu ujetego (znajdujacego sie pomiedzy) znakami ' oraz 1.
W definicji indukeyjnej wykorzystuje sie pojecie rzedu wyrazenia KRZ
oraz dobre uporzadkowanie wyrazen ze wzgledu na ich rzad. Rzad kon-
kretnego wyrazenia KRZ jest o 1 wyzszy od najwyzszego rzedu ktoregos
spoérod argumentow funktora gtownego danego wyrazenia. Na przyklad
wyrazenie ,p v ~p” jest rzedu trzeciego, bo ,,~p” jest formula rzedu dru-
giego, a formuta ,p = (~p = q)” jest czwartego rzedu, bo nastepnik tej
implikacji, tj. wyrazenie ,~p = q” jest rzedu trzeciego.
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D2

(i) @jestwyrazeniem 1.rzedu KRZ wtedy i tylko, gdy @ jest zmiennag
zdaniowa;

(ii) @ jest wyrazeniem k-tego rzedu wtedy i tylko, gdy istnieja takie
wyrazenia @, i @, rzedow nizszych od k, ze @ jest identyczne
z: '~® 1 albo z jednym sposrod wyrazen: '®, A @1, '@, v @],
' v D), D, = 0,10 <@, D U, 10 /D, itd.;

(iii) @ jest wyrazeniem KRZ wtedy i tylko, gdy istnieje taka liczba
naturalna n, ze @ jest wyrazeniem n-tego rzedu KRZ.

Reguly slownika i indukcyjna definicja wyrazenia KRZ sa zakladane
w jezykach rachunkéw predykatow. W stlowniku kazdego rachunku pre-
dykatow sa ponadto wla$ciwe dla tych rachunkéw symbole kwantyfikato-
row — ogolnego, szczegdtowego (tu przyjete symbole to A oraz V), a ponadto
moga by¢ symbole kwantyfikatoréw tzw. ilociowych (np. V, V) — sym-
bole nazwowe (zmienne i stale) i symbole reprezentujace predykaty —
okreslonego rzedu i liczby argumentoéw, zaleznie od danego rachunku. Na
przyklad w WRP sa wylacznie symbole predykatow 1. rzedu, jedno- i wie-
loargumentowe. Do stownika moga by¢ ponadto dolaczane inne symbole
stale, np. symbol identycznosci (WRP z identycznoscia), deskrypcji.

Odpowiednio jest takze wzbogacony metajezyk, w ktorym zawsze sg
wprowadzone zmienne reprezentujace symbole nazw — np. w metajezyku
WRP symbole zmienne a, §,, 6, ..., a;, a,, ... reprezentujace symbole
nazw jednostkowych, czyli reprezentujace zmienne indywiduowe jezy-
ka przedmiotowego — a ponadto zakresy metajezykowych zmiennych
D, Y, .., 0,9, .. s3rozszerzone tak, by mozna bylo podstawia¢ dowol-
ne wyrazenia opisywanego rachunku kwantyfikatoréw (dotyczy to takze
zakres6w tych symboli w nazwach quasi-cudzystowowych).

Analogicznie do indukcyjnej definicji wyrazenia KRZ sa zbudowane
definicje wyrazen dla innych rachunkéw logicznych. Na przyklad w de-
finicji indukcyjnej wyrazenia WRP sa najpierw okreSlone wyrazenia
pierwszego rzedu, do ktérych — oprocz wyrazen pierwszego rzedu jezyka
KRZ, zakladanego w tym rachunku, czyli pojedynczych zmiennych zda-
niowych — nalezg formuly elementarne (atomiczne), tj. napisy posta-
ci: P(x,, ..., x.), w ktorych P to zmienna reprezentujgca n-argumentowe
predykaty 1-rzedu, a x,, ..., X, to argumenty funktora P, czyli symbole
zmiennych indywiduowych. Wyrazenia rzed6w wyzszych, czyli poprawnie
zbudowane wyrazenia zlozone, sa budowane z poprawnie zbudowanych
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wyrazen rzedow nizszych w wyniku ich laczenia funktorami KRZ lub wig-
zania kwantyfikatorami wystepujacych w nich zmiennych. Oto okreslenie
zgodne z powyzszym opisem:

D3

(i) @jestwyrazeniem 1.rzedu WRP wtedy i tylko, gdy @ jest zmien-
ng zdaniowg lub wyrazeniem postaci 'P(x,, ..., X )';

(i) @ jest wyrazeniem k-tego rzedu wtedy i tylko, gdy istnieja
wyrazenia WRP @, i @, rzedow nizszych od k takie, ze @ jest
identyczne z : "~® 1 albo z jednym spo$rod wyrazen: '@, A @,],
O vD,, O vd,), 0, =], <0, @ ld,),Td /0, itd;
albo @ jest formulg postaci (A a) @, lub (V a) @, w ktérej a wy-
stepuje w @, i @, jako zmienna indywiduowa;

(iii) @ jest wyrazeniem WRP wtedy i tylko, gdy istnieje taka liczba
naturalna n, ze @ jest wyrazeniem n-tego rzedu WRP.

Ogoblna uwaga, jedynie wskazujaca droge do schematu ogélnej defini-
¢ji wyrazenia rachunku logicznego, jest nastepujaca. W warunku wstep-
nym definicji indukcyjnej zawsze jest okre§lone wyrazenie pierwszego
rzedu, tj. wyrazenie elementarne (proste) poprawnie zbudowane z sym-
boli stlownika danego rachunku. Nastepnie, w warunku indukcyjnym,
jest okres§lony sposéb poprawnego budowania wyrazen rzedow wyzszych
z wyrazen rzedow nizszych, a definicja jest podsumowana stwierdzeniem,
ze formula nalezy do wyrazen danego rachunku, o ile istnieje liczba na-
turalna oznaczajaca rzad wyrazen, do ktérych nalezy wyrazenie dane,
rozstrzygane na podstawie definicji.

1.2 Zbiory formut zamkniete ze wzgledu na okreslone dziatania

U podstaw definicji wyrazenia poprawnie zbudowanego dowolnego
rachunku lezy prosta my$l: ogél wyrazen danego rachunku to zbiér
formul, ktore uzyskuje sie z symboli prostych w wyniku wykonywania
na nich okre$lonych operacji. To ogolnikowe twierdzenie mozna usci-
§li¢, korzystajac z pojeé i twierdzen teorii mnogos$ci. Podstawowe dla
wlasciwej jego precyzacji sa pojecia zbioru zamknietego oraz wlasnosci
dziedzicznej ze wzgledu na okres$lona funkcje (w nawiasach skroty de-
finiowanych pojeé).
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D4.a Zbior A jest zamkniety ze wzgledu na n-argumentowa funkcje
f (zam(A, 1)) wtedy i tylko, gdy:
(A X, Xy oy X, € A) (X, Xy, o X)) € A

D4.b Zbior A jest zamkniety ze wzgledu na klase F funkeji (zam(A, F))
wtedy i tylko, gdy jest zamkniety ze wzgledu na kazda funkcje tej
Klasy;

D4.c Wlasnosé W jest dziedziczna ze wzgledu na n-argumentowa funk-
cje T (inh(W, ) wtedy i tylko, gdy:

(A X}, Xg ooy X)) [(W(X) AW(X) Ao AWK ) = WX, X, o0 X )]

D4.d Wlasnos$¢ W jest dziedziczna ze wzgledu na klase F funkcji
(inh(W, F)) wtedy i tylko, gdy jest dziedziczna ze wzgledu na kazda
funkcje tej klasy.

Zgodnie z D4.a zbior jest zamkniety ze wzgledu na funkcje n-ar-
gumentowg f — rozumiang zgodnie z zapisem f € fun_, objasnionym
w **RIV.2: D10.3 i D11.2 — gdy dla argumentéw nalezacych do da-
nego zbioru wartoSci tej funkcji rowniez do niego naleza. Jak widac,
pod okre$lenie to podpadaja dzialania, zwykle rozumiane wprawdzie
jako funkcje dwuargumentowe, lecz rozumiane szerzej moga by¢ jed-
noargumentowe i wiecej niz dwuargumentowe (zob. uwagi do D10.3
w **RIV.2). Dlatego zgodnie z D4.a i D4.b mozna takze mowi¢ o zbiorze
zamknietym ze wzgledu na okre$lone dzialanie lub klase dzialan D — be-
dzie przy tym stosowana umowa, ze ,zam(A, D)” to skrot twierdzenia:
zbior A jest zamkniety ze wzgledu na klase dzialan D. Natomiast wias-
no$¢ jest dziedziczna ze wzgledu na dana funkcje, jesli zawsze jest tak, ze
ilekro¢ wlasno$¢ ta przystuguje argumentom tej funkcji, to przystuguje
tez wartoSci f(x , X,, ..., X ) tej funkcji dla tych argumentow. Analogicznie
jest rozumiane dziedziczenie wlasnoéci przez kazda funkcje danej klasy,
okreslone w D4.d (takze zwigzek miedzy D4.c i D4.d jest analogiczny
do relacji miedzy D4.a i D4.b). Symbole ,inh(W, f)” oraz ,,inh(W, F)”
beda stosowane jako skroty twierdzen, ze wlasno$é W jest dziedziczona
ze wzgledu na, odpowiednio, funkcje f albo klase F funkcji.

Pojecia okre$lone w D4.a-d s3a stosowane w wielu dziedzinach, np.
do charakterystyki zbioréw liczb (zamknietych ze wzgledu na okreslone
dzialania), moga by¢ takze uzyte do charakterystyki zbiorow formut ra-
chunkoéw logicznych. Na przyklad zbior formul rachunku zdan (nie tylko
klasycznego) jest zamkniety ze wzgledu na: dzialanie (jednoargumentowe)
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tworzenia negacji, bo negacja dowolnego wyrazenia zdaniowego jest wyra-
zeniem zdaniowym danego rachunku; takze dzialania (dwuargumentowe)
tworzenia koniunkgcji, alternatywy itd. nie wyprowadzaja poza ten zbior.
Zbibr formul zdaniowych, a takze ich podzbior, tj. zbioér praw logicznych,
jest takze zamkniety ze wzgledu na (poprawnie wykonane) dziatania pod-
stawiania albo zastepowania itp. Mozna takze powiedzie¢, ze wlasnoé¢
polegajaca na tym, ze formuly zdaniowe sa zbudowane ze skoniczonej
liczby symboli, przystugujaca niewatpliwie zmiennym zdaniowym, jest
dziedziczna ze wzgledu na dzialania tworzenia negacji, koniunkcji itd.,
czyli operacje wigzania formul zdaniowych symbolami funktoréow; tak
samo wlasno$é bycia teza jakiego$ systemu jest dziedziczna ze wzgledu na
dzialania podstawiania i zastepowania, bo jako wynik (warto$é¢ funkcji)
tych dzialan (wykonywanych poprawnie) uzyskuje sie z tez tezy danego
systemu.

Przydatne w charakterystyce formul rachunkéw logicznych jest
uszczegolowienie pojecia okreslonego w D4.b. Chodzi o pojecie naj-
mniejszego zbioru zawierajacego dany zbior A i zamknietego ze wzgledu
na klase dzialan D — zbiér taki bedzie oznaczany symbolem ,Z . (A, D)”.
Jak wiadomo z rachunku zbioréw, zbiorem takim jest iloczyn klasy zbio-
row, ktorym ta cecha przystuguje, tj. zawieraja dany zbior i sg zamknie-
te ze wzgledu na klase D. Warunek, by kazdy i tylko element zbioru
Z_. (A, D) byl elementem kazdego ze zbioréw takiej klasy, jest uchwycony
w kolejnej definicji.

D4.e x € Z_ (A, D) wtedy i tylko, gdy (A B) [(A < B A zam(B, D)) =
= X € B].

W definicji tej symbol ,,zam(B, D)” jest skrétem powiedzenia: zbior B
jest zamkniety ze wzgledu na klase dzialan D. Poniewaz do zbioru
Z (A, D) nalezg te i tylko te przedmioty, ktére sa elementami kazdego
zbioru zawierajacego zbior A i zamknietego ze wzgledu na dziatania kla-
sy D, wiec Z
D7.a4).

Na podstawie D4.e mozna powiedzie¢ na przyklad, ze zbior formutl
KRZ to najmniejszy zbiér zawierajacy zbior symboli zmiennych zdanio-

min

(A, D) jest iloczynem Kklasy takich zbioréw (por. **RIV.1:

min

wych i zamkniety ze wzgledu na dzialania tworzenia negacji, koniunkcji,
alternatywy itd. Podobnie mozna okresli¢ zbiér formult WRP, rozsze-
rzajac odpowiednio zbiér symboli podstawowych (o zmienne nazwowe
i symbole predykatowe) oraz klase dzialan o operacje wigzania ktoryms
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z kwantyfikatoréw zmiennych wystepujgcych w formulach; analogicznie
da sie tez okresli¢ zbiory formul innych rachunkéw logicznych.

W badaniach metalogicznych, zar6wno syntaktycznych, jak i seman-
tycznych, sa wykorzystywane twierdzenia dotyczace pojecia najmniejsze-
go zbioru zawierajacego zbidr dany i zamknietego ze wzgledu na okres-
long klase dzialan oraz pojecia wlasnosSci dziedziczonej ze wzgledu na
dang funkcje (dzialanie). Twierdzenia te beda réwniez pomocne w tych
analizach.

L1 AcZ (A D).

Dowdd:
Z zalozen dodatkowych (zd.):
1.1xeA
oraz
1.1.1 Ac B A zam(B, D),
uzyskuje sie najpierw
1.12xeB {**RIV.1: T4: 1.1, 1.1.1},
a nastepnie, poniewaz zalozenie 1.1.1 dotyczy dowolnego zbioru B:
1.2 (AB) [(A =B A zam(B, D)) = x € B] {DA:1.1.1 = 1.1.2}
oraz
13xeZ
Zatem:
l.xeA=xeZ_ (A, D) {1.1 = 1.3},
a poniewaz i ta formula jest uogoélnialna, wiec
2.AX)[xeA=xeZ (A D),
czyliAc Z_. (A, D) {dfc: 2}.

(A, D) {RO_: D4.e, 1.2}.

min

min

min

L2 Jezeli A c B A zam(B, D)), to Z_ (A, D) c B.

min
Dowod:

Poniewaz zbior Z_, (A, D), rozumiany zgodnie z D4.e, jest iloczynem
wszystkich zbioréow zawierajacych A i zamknietych ze wzgledu na dzia-
lania klasy D, wiec implikacja L2 jest oczywista. W dowodzie z zapisem
symbolicznym mozna powiedzieé, ze z zalozenn dowodzonej implikacji:
1.AcB

2.zam(B, D)
oraz zalozenia dodatkowego
11xeZ_ (A D) {zd.}
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wynika:
1.2(AB)[(AcBAzam(B, D)) =>x e B {D4.e, 1.1},
1.3xeB {RO: 1, 2,1.2}.

Po generalizacji implikacji 1.1 = 1.3 mozna uzna¢ inkluzje:

Z . (A, D)cB.

L3 zam(Z (A, D), D).

Dowod:

Gdyby

1. zbior Z . (A, D) nie byt zamknigty ze wzgledu na dzialania klasy D
{zdn.},

wtedy

2. istnialaby n-argumentowa funkcja (dzialanie) f € D taka, ze:
dla pewnych x,, X, ..., x_ € Z_. (A, D), f(x,, X,, ..., X)) € A.

min

Poniewaz X, X,, ..., X, € Z_. (A, D), wigc
3. (AB) [(Ac B Azam(B, D)) = X, X,, ..., X, € B] {D4.e}.
Jesli

1.1 Ac B Azam(B, D) {zd.}, to:

1.2 X, Xy, .., X, €B {RO 3, 1.1},

1.3 f(x, X,, ..., X)) € B {D4.b: f € D, zam(B, D)}.

Poniewaz zalozenie 1.1 dotyczy dowolnego zbioru, wiec:

4. (A B) [(A € B A zam(B, D)) = f(x, X,, ..., x.) € Bl {DA: 1.1 = 1.3},
a zatem

5.f(x, X, n X)) € Z 1
co jest sprzeczne z 2.

(A, D) {RO_: D4.e, 4};

L4 z,(Z,.(AD),DcZ,(A D).

Dowdd:

Z zalozenia dodatkowego 1.1 x € Z_. (Z . (A, D), D) wynika:

min*"min

1.2(AB)[(Z,,(A,D)cBAazam(B, D)) =>xeB] {D4.e, 1.1},
1.3(Z, (A, D)cZ_ (A D)rzam(Z_ (A D),D)) =x e Z_ (A D)
{OA: 1.2}.

Poniewaz pierwszy czlon poprzednika tej implikacji jest oczywisty, a drugi
mozna uznac¢ na podstawie L3, wiec

1.4xeZ_ (A D).
Po generalizacji implikacji 1.1 = 1.4 uzyskuje sie inkluzje L4.

L5 JezeliAcB,toZ, (A D)cZ (B, D).
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Dowéd:

Z zalozenia tej implikacji

1.AcB

oraz zalozenia dodatkowego
1.1xeZ_ (A D)

wynika, ze:

1.2 (AB) [(A =B A zam(B, D)) = x € B] {RO_: D4.e, 1.1}.
By okaza¢, ze x € Z_. (B, D), przypu$émy, o dowolnym zbiorze C, ze
1.1.1 Bc=Cizam(C, D);
konsekwencje tego przypuszczenia to:

1.1.2AcC {**RIV.1:T3:1,1.1.1},

1.1.3AcCizam(C, D) {DK:1.1.2,1.1.1}
oraz

1.1.4x e C.

Poniewaz 1.2 dotyczy dowolnego zbioru{RO: 1.2, 1.1.3}, wiec ten frag-
ment dowodu mozna oddaé implikacja

1.3(AC)[(CcBAzam(C, D)) = x e C] {DA:1.1.1 = 1.1.4},
ktora — zgodnie z D4.e — daje podstawe do uznania

l4xez_ (B, D).
Jako ze przedmiot x, o ktérym mowa w zalozeniu 1.1, takze jest dowolny,
wiec mozna uznaé generalizacje
2.AX)[xeZ (A D)=xeZ_ (B, D),
czyli ostatecznie inkluzje: Z . (A, D) cZ . (B, D). ®

Zbior Z_. (A, D), tj. najmniejszy zbior zawierajacy dany zbior A i za-
mkniety ze wzgledu na okreSlong klase dzialan D (D4.e), jest zatem:
nadzbiorem zbioru A (L1), podzbiorem kazdego sposroéd nadzbioréow
zbioru A (L2) oraz jest zamkniety ze wzgledu na dzialania klasy D (L3).
Z kolei minimalny zbior zawierajacy w sobie zbior Z_. (A, D) i zamknigty
ze wzgledu na te samga klase dzialan jest podzbiorem zbioru Z_. (A, D)
(L4), natomiast je$li dwa minimalne zbiory sg zamkniete ze wzgledu na te
sama klase dzialan, lecz zbiory, ktére maja zawieraé, wiaze relacja inkluzji,
to tak samo zwro6cona inkluzja laczy dane zbiory minimalne (L5) — to
ostatnie twierdzenie wskazuje na monotoniczno$é (jest twierdzeniem
o monotonicznoSci) dzialan klasy D.

Kolejne twierdzenia dotycza pojecia dziedziczenia wlasnosci ze wzgle-
du na dang funkcje lub klase funkgji.

min min

L6.a inh(W, f) wtedy i tylko, gdy zam({x: W(x)}, f).
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Dowdd:

H

Z zalozenia implikacji prostej
L (A Xy Xgr oo X)) TWX) A W(X) Ao AWK ) = WX X, 0 X))
oraz zalozenia dodatkowego

L1x, X, . X, e{x: W)}

17721
wynika:
1.2 W(x) AW(X) Ao AWX) {**RIV.1: D10: 1.1},
1.3 W((x,, Xy, ..., X)) {RO: 1, 1.2},
1.4 f(x, Xy o0y X)) € {x: W(X)} {**RIV.1: D10: 1.3}.
Zatem:

2. (A Xy Xgy oy X)) [X0 Xy oy X €{X W)} = (X, Xy, ooy X)) € {X0W(X)H]
{DA: 1.1 = 1.4},

co — zgodnie z D4.a — jest rownowazne z twierdzeniem: zam({x: W(x)}, f).
H
Z zalozenia implikacji odwrotnej, tj.
LA X, Xy, o0 X, € {X0 W)} [F(X, X, .0 X)) € {X: W)L,
w sposob analoglczny da sie wyprowadzié
2. (A X}, Xy oy X)) [(W(X ) A W(X) A Lo A WX ) = WX, Xy, .00 X )],
co rownowazne z: inh(W, f). ®

Korzystajgc z D4.d oraz L6.a, latwo jest udowodnié twierdzenie dla
funkcji klasy F.

L6.b inh(W, F) wtedy i tylko, gdy (A f € F) zam({x: W(x)}, f).

Pojecia zbioru minimalnego Z . (A, F), zakladane w nim pojecie zbio-
ru zamknietego ze wzgledu na funkcje okreslonej klasy, a takze prawi-
dlowos$¢ ujawniona w L6 sa podstawowe w uzasadnieniu nastepujacego

twierdzenia.

T1 Jezeli (A x € A) W(x) oraz inh(W, F),to (Ax € Z_. (A, F)) W(x).

min

Dowdd:

Zalozenia twierdzenia to:

1. (Ax e A) W(X);

2. inh(w, F).

Zastosowanie D4.e do zalozenia dodatkowego
llxeZ (A F)

skutkuje uznaniem generalizacji
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1.2 (AB) [(Ac=B A zam(B, D)) = x € B],
ktora dotyczy rowniez zbioru {x: W(x)}:

1.3 (A < {x: W)} A zam({x: W(X)}, F)) = x € {x: W(x)} {OA: 1.2}.
Poniewaz inkluzja A < {x: W(x)} jest oczywista wobec zalozenia 1., a twier-
dzenie, ze zam({x: W(x)}, F)) jest wynikiem zastosowania L6 i D4.b do
zalozenia 2., wiec mozna, stosujac RO, uznac, ze

1.4 x € {x: W(x)}, czyli

1.5 W(x) {**RIV.1: D10: 1.4}.

Zatem: (Ax € Z_. (A, F)) W(x) {DA:1.1=1.5}. =

Twierdzenie T1 glosi, ze jesli jaka$ cecha przystuguje kazdemu ele-

min

mentowi danego zbioru i jest dziedziczona (niezmiennicza) ze wzgledu
na kazda funkcje (dzialanie) klasy F, to przystuguje takze kazdemu ele-

mentowi zbioru Z . (A, F), tj. minimalnego zbioru zawierajacego zbidr

dany i zamknietego ze wzgledu na dzialania klasy F. Twierdzenie to —
wykorzystywane w dowodach twierdzen metalogicznych — daje podstawe
dla odmiany zasady indukcji zwanej zasada indukcji dla najmniejszych
zbioréw zawierajacych jaki$ (okreslony) zbior i zamknietych ze wzgledu
na dzialania okreslonej klasy.

1.3 Postacie normalne

Pojecie postaci normalnej bylo juz zakladane, gdy byly omawiane algo-
rytmiczne sposoby wyszukiwania rownowazno$ci ukazujacych zwigzki
definicyjne miedzy funktorami KRZ (**RI.1.1.3). Wyrazeniom mozna
nadac¢ posta¢ normalna koniunkcyjna albo alternatywna. Przy tym oba
te pojecia oraz ich uszczegotowienia, na przyklad tzw. kanoniczna postaé
normalna — koniunkcyjna albo alternatywna, sa podobnie wprowadzane.

D5.a Alternatywa elementarna to n-czlonowa (n > 1) alternatywa
zmiennych lub ich negacji.

D5.b Koniunkcyjna posta¢ normalna to n-czlonowa (n > 1) koniunkcja
alternatyw elementarnych.

D5.c Koniunkcyjna posta¢ normalna jakiego$ wyrazenia jest kanonicz-
na (wyr6zniona) wtedy i tylko, gdy wystepuja w niej wylacznie
zmienne danego wyrazenia, a przy tym kazda zmienna danego
wyrazenia wystepuje (w postaci zanegowanej lub niezanegowanej)
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w kazdej alternatywie bedacej czlonem tej koniunkeyjnej postaci
normalnej.

W alternatywach elementarnych moga wiec by¢ uzyte tylko symbole
alternatywy i negacji, przy czym argumentem negacji moga byc¢ wylacznie
pojedyncze zmienne. Alternatywa elementarng jest np. zasada wylaczo-
nego Srodka p v ~p, tak samo jak formuly ~pv q; pv ~q v r; ~r v g;
pVv ~qvVvrv~rv(itp. Podane okreslenia obejmujg réwniez przypadki
skrajne, tj. alternatyw i koniunkcji jednocztonowych (n = 1), przy czym
jednoczlonowa alternatywa elementarna to pojedyncza zmienna lub jej
pojedyncza negacja, a jednocztonowa koniunkcyjna postaé normalna to
pojedyncza alternatywa elementarna, ktéra moze by¢ takze pojedyncza
zmienng. Czyli pojedyncze zmienne sg najprostszymi alternatywami ele-
mentarnymi i najprostszymi napisami o koniunkcyjnej postaci normal-
nej. Natomiast nie speliaja definicji D5.a formuly, w ktorych jest uzyty
symbol jakiegokolwiek innego spdjnika, lecz takze takie napisy, w ktorych
sa wprawdzie uzyte wylacznie symbole alternatywy i negacji, lecz negacja
nie dotyczy pojedynczych zmiennych, jak np. w napisach p v ~(q v r),
~(p v ~p), ~(~p) — w pierwszym drugi czlon jest negacja alternatywy,
druga formula to negacja alternatywy, a nie alternatywa, za$ trzeci napis
to negacja negacji, a wiec takze nie pojedynczej zmienne;j.

W kontek$cie prawa lacznoéci dla alternatywy jest oczywiste, ze alter-
natywne polaczenie dwoch lub wiekszej liczby alternatyw elementarnych
jest alternatywa elementarng.

L7.a Alternatywa alternatyw elementarnych jest alternatywa elemen-
tarna.

Pojecie alternatywy elementarnej jest podstawowe przy rozstrzyga-
niu o formulach, czy maja ksztalt koniunkcyjnej postaci normalne;j. Jest
bowiem oczywiste, ze jesli czlon koniunkcji nie jest alternatywa elemen-
tarna, to koniunkcja nie ma postaci normalnej, a jesli koniunkcja jest
jednoczlonowa, to ma posta¢ normalng tylko wtedy, gdy jej czlon jest
alternatywa elementarng. Na pewno wiec postac¢ taka maja jednocztonowe
alternatywy elementarne, np. p, ~r, s, oraz pojedyncze alternatywy ele-
mentarne wieloczlonowe, na przyklad kazda z zapisanych wyzej: p v ~p;
~pVvQ;pVv~qvVr;~rv (. Natomiast w przypadku koniunkcji o wiekszej
liczbie czlonéw (n > 2) alternatywa elementarna musi by¢ kazdy sposréd
cztondw, jak jest np. w napisie (~pv g) A(p v ~q v r) A (~r v Q), a nie
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jest w formule ~(p v @) A (p v ~q v r) A (~r v q), ktérej pierwszy czlon
nie jest alternatywa elementarna. Prawo lacznosci dla koniunkcji daje
podstawe dla twierdzenia, ze koniunkeyjne polaczenie koniunkcyjnych
postaci normalnych jest koniunkcyjng postacia normalna.

L7.b Koniunkcja koniunkcyjnych postaci normalnych jest koniunkcyj-
na postacia normalna.

Niektore spoérod koniunkceyjnych postaci normalnych sa wyrdznio-
ne (tzw. kanoniczne). Mianowicie wyr6zniona postacig normalng dane-
go wyrazenia jest formula (o postaci normalnej), w ktdrej sa wylacznie
zmienne wystepujace w tym wyrazeniu oraz kazda sposrod tych zmien-
nych wystepuje w kazdej alternatywie skladowej tej formuly. Na przyklad
jesli w formule @ wystepuja wylacznie zmienne zdaniowe p oraz g, to
wyrazenie: (~p v ~q) A (~p v ) A (p v ~q) A (p v q) moze by¢ wyrdz-
niong koniunkcyjna postacig normalng wyrazenia @, a na pewno nie sg
kanoniczne np. postacie normalne (~p v ~q) A(~p v @) A (p v ~Q) A
Alpvagvroraz (~pv ~q A(~pvg A(pvVv~q Ap— W pierwszej
formule bowiem wystepuje niewystepujaca w @ zmienna r, a w drugiej
zmienna g nie wystepuje w ostatnim czlonie.

Analogiczne sa definicje dla alternatywnej postaci normalne;j.

D6.a Koniunkcja elementarna to n-cztonowa (n > 1) koniunkcja zmien-
nych lub ich negaciji.

D6.b Alternatywna posta¢ normalna to n-czlonowa (n > 1) alternatywa
koniunkcji elementarnych.

D6.c Alternatywna posta¢ normalna jakiego$ wyrazenia jest kanonicz-
na (wyrdzniona) wtedy i tylko, gdy wystepuja w niej wylacznie
zmienne danego wyrazenia, a przy tym kazda zmienna danego
wyrazenia wystepuje (w postaci zanegowanej lub niezanegowanej)
w kazdym czlonie tej alternatywnej postaci normalne;j.

Oba pojecia — tj. koniunkcyjnej i alternatywnej postaci normalnej — sa
wykorzystywane w badaniach metalogicznych, takze w dowodach twier-
dzen dotyczacych systemow dedukeyjnych i ich wyrazen.
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1.4 Dowodzenie twierdzen o formutach rachunkéw logicznych

Indukcyjne definicje wyrazen rachunkéw logicznych sg wykorzystywane
w dowodach twierdzen dotyczacych wlasnosci formut tych rachunkéw.
W tym paragrafie dla ilustracji wystarcza proste przyklady dowodow
metalogicznych, z ktorych pierwsze dwa egzemplifikuja zastosowanie
w takich dowodach definicji D2 (byly juz wykorzystane w kontekscie
indukeyjnej definicji wyrazenia KRZ w **RI.1), a w kolejnych sa wyko-
rzystane definicje postaci normalnych.

1.4.1 Wykorzystanie zasady indukcji

Zostana podane przyklady dowodoéw twierdzenh moéwiacych o formulach
rachunkéw logicznych, w ktérych korzysta sie z indukeyjnej definicji
wyrazenia KRZ oraz z zasady indukeji dla zamknietych zbioréw formut.
Mimo ze przyklady sa ograniczone niemalze wylacznie do KRZ, to analo-
giczne dowody sa stosowane takze dla twierdzen méwiacych o formulach
innych rachunkoéw logicznych.

a. Korzystanie z indukcyjnej definicji formuty KRZ

Przyklad 1.

W komentarzu do regut stownika KRZ jest uwaga, ze zasob ten po-
winien pozwoli¢ na budowanie dowolnie dlugich formul tego rachunku.
Da sie jednak latwo okazac, ze
(*) kazda formula KRZ jest zlozona ze skoniczonej liczby symboli.
Dowod:

Twierdzenie (*) jest na pewno spelnione dla formutl 1. rzedu, tj. dla symbo-
li zmiennych zdaniowych, ktore sa formulami jednoelementowymi (liczba
symboli = 1). Z definicji indukcyjnej D2 wiadomo, ze dla dowolnego wyra-
zenia @ tego rachunku istnieje liczba naturalna n oznaczajaca rzad danego
wyrazenia, a dla wyrazenia dowolnego rzedu istnieja wyrazenia @, i @,
rzedéw nizszych od n, z ktérych wyrazenie @ jest zbudowane w sposob
opisany w D2. Jedli — to jest zalozenie indukcyjne — wyrazenia @, i @,
spelniaja twierdzenie (*), to sa zbudowane ze skonczonej liczby symboli:
@ zs,,ad,zs,symboli. Liczba s symboli w formule @ jest zatem rowna:
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s, +1,jeslid =~ albos +s,+1,jeSid=DP A D, lubDP =D v D,
lub ... . Zatem liczba symboli w dowolnej formule KRZ jest skonczona.

Przyklad 2.
(**) W kazdej formule KRZ niezawierajacej symbolu negacji symboli
zmiennych zdaniowych jest o jeden wiecej niz symboli funktorow.
Dowéd:
Twierdzenie jest spelnione dla formut 1. rzedu, w ktorych liczba symboli
funktordéw jest rowna 0, a liczba zmiennych roéwna sie 1. Dla dowolnego
wyrazenia @ istniejg, zgodnie z D2, wyrazenia @, i @, rzedéw nizszych
od rzedu wyrazenia @. Poniewaz, zgodnie z warunkiem twierdzenia (**),
w formule @ nie ma symbolu negacji, wigc @ = @, A D, lub @ = D, v D,
lub ... . Z zalozenia indukcyjnego, ze twierdzenie (**) jest dla @, i @,
spelnione, tj. ze w @, jest f, symboli funktoréw i f, + 1 symboli zmien-
nych zdaniowych (czyli liczba dowolnych symboli s, = 2f + 1), a w @,
jest f, symboli funktoréw i f, + 1 symboli zmiennych zdaniowych (czyli
s, = 2f, + 1) wynika, ze w @ jest f + f, + 1 symboli funktoréw oraz
f,+f, + 1 + 1 symboli zmiennych zdaniowych, czyli symboli zmiennych
jest o jeden wiecej niz symboli funktorow.

Opisujac ogo6lnie dowody twierdzen opartych na indukcyjnej definicji
wyrazenia KRZ, mozna powiedzie¢, ze w dowodach takich trzeba okazaé
najpierw, ze twierdzenie jest spelnione dla wyrazen KRZ 1. rzedu, tj. dla
zmiennych zdaniowych. Krok indukcyjny polega na okazaniu, ze jesli jest
ono spelione dla wyrazen, z ktorych jest zbudowane dowolne wyrazenie
@, a wiec wyrazen rzedéw nizszych od rzedu wyrazenia @, to jest takze
spelione dla formuly @.

Analogiczne sa uwagi dotyczace dowoddéw opartych na indukcyjnej
definicji wyrazenia dowolnego rachunku logicznego. Trzeba okazaé, ze
twierdzenie jest spelnione dla wyrazen prostych danego rachunku, tj.
wyrazen 1. rzedu, a nastepnie — ze jesli jest spelnione dla wyrazen jakie-
go$ (dowolnego) rzedu, to jest spelnione dla wyrazen rzedu nastepnego.
Poniewaz w indukcyjnej definicji wyrazenia rachunku logicznego jest po-
stawiony warunek, ze dla wyrazenia dowolnego rzedu istnieja wyrazenia
rzedow nizszych, z ktorych dane wyrazenie jest poprawnie zbudowane,
wiec okazanie, ze ,jeéli dla jakiego$, to dla nastepnego”, polaczone z twier-
dzeniem, ze jest spelnione dla wyrazen rzedu pierwszego, pozwala oglosié,
ze jest spelnione dla wyrazen dowolnego rzedu.
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b. Stosowanie zasady indukcji dla zamknietych zbioréw formut

Twierdzenie T1 jest stosowane w dowodach indukcyjnych twierdzen
moéwigcych o wlasno$ciach najmniejszych zbioréw zawierajacych dany
zbior A i zamknietych ze wzgledu na funkcje (dzialania) okreslonej klasy
F. Celem takich dowodow jest okazanie, ze jakas wlasno$é W przystuguje
wszystkim elementom zbioru Z . (A, F). Rozumowania takie majg budo-
we zgodna ze struktura T1. Dowodzi sie najpierw, ze
(*) jeslix e A, to W(x)
(odpowiednik zalozenia wstepnego w matematycznych dowodach induk-
cyjnych). Nastepnie (**) z zalozenia, ze dowolna f € F jest n-argumento-
wa funkcja oraz wlasno$é W przystuguje kazdemu z jej argumentow, tj.
W(X,) A ... A W(x ) (zalozZenie indukcyjne) wyprowadza si¢ wniosek,
ze przystuguje rowniez warto$ci tej funkeji dla tych argumentow, tj. ze
W(f(x,, ..., X)), co znaczy, ze wlasno$¢ W jest dziedziczona ze wzgledu na
klase F (w znaczeniu zgodnym z D4.c i D4.d). Na podstawie implikacji
(*) oraz twierdzenia o dziedziczeniu wlasno$ci W uzyskanego w (**) moz-
na uznaé, ze (Ax € Z_, (A, F)) W(x).

Schemat takiego rozumowania indukcyjnego zostanie wykorzystany
w dowodzie kolejnego twierdzenia.

T2 xeZ (A D)wtedy itylko, gdy (V C) C, (), tj. gdy istnieje skon-
czony ciag, ktérego ostatnim wyrazem jest x oraz ktorego kazdy
wyraz albo nalezy do A, albo jest uzyskany z wczesniejszych wyra-
zOwW tego ciggu jako wynik zastosowania do nich ktérego$ z dzialan
klasy D.

Napis ,(V C) C A 5(X)” jest skrotem twierdzenia ,istnieje skonczony
ciag, ktorego ...”, sformulowanego po prawej stronie rownowaznoéci T2
i bedzie stosowany takze w zapisie wierszy dowodu, a przy tym napis
»Ca b bedzie upraszezany do ,,C”, o ile bedzie oczywiste, ktore wskazniki
pominieto.

Dowdd:

B

W dowodzie implikacji prostej, wychodzac z zalozenia:
1. xeZ_ (A D),

trzeba najpierw okazac, ze:

(*) (AxeA)(VC)C, ,(X).
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Ot6z w przypadku dowolnego
l.1xeA
poszukiwanym ciggiem jest
1.2C ={a, =x}{df.},
tj. ciag, ktorego jedynym wyrazem jest przedmiot x. Cigg taki spelnia
oczywiécie warunki, o ktérych mowa w T2, czyli:
1.3 (V C) C(x) {DV: 1.2},
a wobec tego (*) {DA: 1.1 = 1.3}.
Kolejnym krokiem jest udowodnienie, ze
(**) wlasno$¢, o ktorej mowa w T2, tj. ze dla danego x istnieje ciag
C, b(X), jest dziedziczona ze wzgledu na klase dziatan (funkcji) D.
W tym celu zalézmy — wzorujac sie na D4.d i D4.c — ze:
1.1 f € D jest n-argumentowa funkcja
oraz
1.2(VC)C, ;XD A ... A(VC)C, (X)), to (V C) C, (f(X, ...y X))
Ot6z na podstawie zalozenia 1.2 mozna uznaé
1.3C'(x) A ..AC"(x ) {OV: 1.2}.
Niech:
1.4 C_jest sumg ciggow C', C?, ..., C" taka, Ze jest w niej zachowana
kolejnosé wyrazow ciagdw sktadowych, a wyrazem ostatnim jest war-
tos¢ f(x,, ..., x.) {def.}.
Poniewaz cigg C, jako suma skoniczonej liczby skonczonych ciggow C', C?,
..., C"jest ciggiem skonczonym oraz spelnia pozostate warunki sformuto-
wane w T2 {1.3, 1.4}, wiec
1.5 (VC) C, p(f(X; s X)) {DV: 1.4}.
Jako ze wnioskowanie 1.1 = 1.5 dotyczy dowolnej funkcji (dzialania) z D,
wiec mozna uznac, ze wlasnos¢, o ktorej mowa w T2 jest dziedziczona —
w znaczeniu zgodnym z D4.c i D4.d — ze wzgledu na D.
Wobec (*) i (**) mozna stwierdzi¢, ze wlasnos¢ ta przystuguje dowolne-
mu elementowi z minimalnego zbioru zawierajacego A i zamknietego ze
wzgledu na klase dziatan D: (Ax € Z_, (A, D)) (V C) C, (X)),
tj. uznac¢ implikacje prosta twierdzenia T2.
H
W dowodzie implikacji odwrotnej (V C) C, ,(X) = x € Z_, (A, D) przyj-
mijmy, ze ciagiem, ktorego istnienie jest zagwarantowane przez zalozenie
1.(VC)C, ;0
jest ciag
2. C'(x) {OV: 1}.

36



FORMULY RACHUNKOW LOGICZNYCH

Poniewaz wskazniki wyrazow skonczonych ciggdéw sa podzbiorami dobrze
uporzadkowanego zbioru IV, a wiec takze tworza zbiér dobrze uporzad-
kowany {**RIV.2: W2.b}, mozna przeprowadzi¢ indukcyjny dowdd, ze

wlasno$¢ bycia elementem zbioru Z_. (A, D) jest przenoszona (dziedzi-

czona) z wyrazoéw ciaggu C! wezedniejszych na p6zniejsze. W tym celu
z zalozenia indukcyjnego:

3. wszystkie wyrazy ciggu C' weze$niejsze od dowolnego wyrazu x, tego
ciggu s3 elementami zbioru Z_. (A, D)

trzeba wyprowadzi¢ wniosek, ze takze x, € Z_. (A, D).

Poniewaz x, jest wyrazem ciggu C' spelniajacego warunki sformulowane
w zalozeniu 1., wiec jest tak, ze:

4. x, € Alub wyraz x,_jest uzyskany z weze$niejszych wyrazoéw ciggu C'
w wyniku zastosowania do nich dzialania z klasy D.

Z zalozenia, ze

11x €A {zd.}
wynika
1.2x e Z . (A D) {**RIV.1: T4: L1: 1.1}.

Jesli natomiast:
2.1 x,_jest wynikiem zastosowania jakiego$ n-argumentowego dzia-
lania z klasy D do wcze$niejszych n wyrazoéw ciagu C! {zd.},
€O znaczy, ze:
2.2X,, ..., X, s3 wyrazami ciggu C' weze$niejszymi od x, oraz f € F jest
n-argumentowgq funkcja taka, ze f(x,, ..., X ) = X,
to, zgodnie z zalozeniem indukcyjnym
23X, ..,x,€Z_ (A D).
Poniewaz — w my$l L3 — zam(Z_. (A, D), D), tj. zbior Z_. (A, D) jest
zamkniety ze wzgledu na dzialania klasy D {D4.b, D4.a}, wiec rowniez

min

2.41(x;, .. x) e Z_ (A D),
czyli
25x.eZ.. (A D).

Jako ze wnioskowania 1.1 = 1.212.1 = 2.5 dotycza dowolnego elementu
ciggu C!, a x jest — zgodnie z zalozeniem 2. — wyrazem tego ciagu, wiec
xeZ (A D).

Z twierdzenia T2 korzysta sie w dowodach wielu twierdzen dotycza-
cych wlasnoéci system6w dedukceyjnych. Tutaj natomiast warto sformulo-
wac twierdzenie, ktore jest bezposrednim wnioskiem z T2. Jesli bowiem
kazdy element x zbioru Z_, (A, D) jest ostatnim wyrazem skonczonego

ciggu, ktorego kazdy wyraz albo nalezy do A, albo jest uzyskany w wyniku
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zastosowania ktorego$ z dzialan klasy D — to jest oczywiste, ze X jest
uzyskany ze skonczonego podzbioru zbioru A za pomoca skonczonego
podzbioru dzialan z D (cho¢ nie musza to by¢ podzbiory wlasciwe).

T3 Jezeli x € Z_, (A, D), to istnieja: skonczony podzbior B zbioru
A i skonficzony podzbiér D’ klasy D, takie ze x € Z . (B, D).

Twierdzenie T3 mowi o (jest twierdzeniem o) finitystycznosci dzialan
klasy D.

1.4.2 Sprowadzanie do postaci normalnej

Dowodzenie indukeyjne, czyli odwolujace sie do dobrego uporzadkowa-
nia wyrazen, jest stosowane takze dla okazania, ze wyrazenia rachunku
zdan sg sprowadzalne do postaci normalnej. Ta wlasno$é wyrazen KRZ
jest z kolei wykorzystywana w dowodach waznych twierdzen dotyczacych
wlasnoS$ci wyrazen i systeméw KRZ — wlasnoéci nie tylko syntaktycznych.

Da sie okazac¢, ze dowolne wyrazenie KRZ jest sprowadzalne do po-
staci normalnej — koniunkcyjnej albo alternatywnej. Mowigc inaczej — ze
dla dowolnego wyrazenia KRZ istnieje rownowazne z nim wyrazenie
o koniunkcyjnej postaci normalnej, a takze rownowazna alternatywna
posta¢ normalna.

T4.1 Dowolna formula @ klasycznego rachunku zdan jest sprowadzalna
do koniunkcyjnej postaci normalnej, sprowadzalna, tzn. Ze istnieje
taka koniunkeyjna postac¢ normalna K, ze rownowaznoé¢ '® < K1
jest teza KRZ.

Dowdd tego twierdzenia zostanie przeprowadzony na gruncie systemu
zalozeniowego KRZ (**RI1.3) — uwaga ta jest niezbedna, bo pojecia takie, jak
sprowadzalno$¢, wyprowadzalno$¢, dowdd, teza itd. sg zrelatywizowane do
okreslonego systemu (o czym bedzie szerzej mowa w kolejnym podrozdziale).

W dowodzie T4.1 zostanie wykorzystanych kilka pomocniczych pra-
widlowo$ci, sformutowanych w L8—-L11.

L8 Negacja alternatywy elementarnej jest sprowadzalna do koniunk-
cyjnej postaci normalnej.

Dowdd:
Poniewaz sprowadzalno$¢ jest rozumiana jak w T4.1, wiec wystar-
czy okazac¢, ze dla negacji alternatywy elementarnej A, dowolnej postaci
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istnieje rbwnowazna z nig koniunkcyjna posta¢ normalna. Otéz jezeli
alternatywa elementarna A, jest pojedyncza zmienng, to poszukiwana
koniunkeyjna posta¢ normalna K jest tozsama z negacja zmiennej {D5.b},
awigc na pewno '~A < K= ~AT1{p < p}. Jedli A_jest negacjq pojedyn-
czej zmiennej, to formuta ~A, nie ma wprawdzie koniunkcyjnej postaci
normalnej, lecz szukang formulg K rownowazng z ~A_jest symbol zmien-
nej uzyskany po opuszczeniu podwojnego znaku negacji {ON}. Natomiast
jesli A, jest alternatywa elementarng innego ksztaltu (tj. nie pojedyncza
zmienng ani negacja pojedynczej zmiennej), to ~A_jest rownowazna ko-
niunkcji K uzyskanej z ~A, zgodnie z regutami NA i ON, a poniewaz A,
jest alternatywa elementarng, wiec formula K jest koniunkcja alternatyw
elementarnych, czyli ma koniunkcyjng posta¢ normalng {D5.b}. Zatem
negacja dowolnej alternatywy elementarnej A_ jest sprowadzalna do ko-
niunkcyjnej postaci normalnej, tj. istnieje taka koniunkcja K o postaci
normalnej, ze '~A < K1 jest tezg KRZ. B

L9 Alternatywa n-czlonowa (n = 1) koniunkcyjnych postaci normalnych
jest sprowadzalna do koniunkcyjnej postaci normalne;j.

Dowéd:
Niech K, v K, v ... v K_bedzie alternatywa A koniunkcyjnych postaci
normalnych, o ktérej mowa w tym twierdzeniu, tj. A=K, vK,v ... vK_.

Dla n = 1, tj. dla alternatywy jednoczlonowej, twierdzenie to jest
oczywiste, jako ze TA = K, < K1, a przy tym K jest, zgodnie z zaloZeniem
twierdzenia, koniunkcyjna postacia normalna.

Dlan = 2, tj. alternatywy dwuczlonowej, A=K v K, iniechK =T® A
ANen®@ VK =T AL AW ) gdzied, D, .., D oraz¥, ¥, .., ¥,
to — zgodnie z zalozeniem twierdzenia i D5.b — alternatywy elementarne.
Dowdd L9 dla sytuacji n = 2 jest indukeyjny wedlug liczby n, + n,, tj. sumy
alternatyw elementarnych w koniunkcjach K, i K.

() jeslin +n,=2,toK =@ iK,=W¥  aponiewaz @ i ¥ s alter-
natywami elementarnymi, wigc rowniez A = '@ v W1 jest alternatywa
elementarna {L7.a}, czyli jest koniunkcyjna postacig normalng {D5.b}
rownowazna z A.

(ii) n, + n, =k > 2. Zgodnie z zalozeniem indukcyjnym twierdzenie
L9 jest spelnione dla kazdej alternatywy A = 'K, v K, takiej, Zze suma
alternatyw elementarnych jej skladnikéw K i K, jest mniejsza od k. Jako
zek >2,wiecn, > 1vn,>1.Zal6zmy, ze 1.1 n, > 1. Alternatywa A, o kto-
rej mowa w L9, ma wtedy ksztalt: (@, A ... A @ ) v K,'. Formula o tym
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ksztalcie jest rownowazna — zgodnie z prawem rozdzielno$ci alternatywy
wzgledem koniunkeji — z formulg postaci (@, v K)A[(@, A ... AD, ) VK]
Poniewaz zaréwno (@, v K,), jak i [(@, A ... A @ ) v K,] spelniaja wa-
runek zalozenia indukcyjnego, wiec formuly te sa sprowadzalne do ko-
niunkcyjnej postaci normalnej, powiedzmy, ze pierwsza z tych formutl
do K’, druga do K”. Koniunkcja K formul K’ i K” tez jest koniunkcyjng
postacia normalng {L7.b}, a przy tym A < K. Poniewaz rozumowanie dla
2.1 n, > 1 przebiega tak samo, wigc jesli n, + n, > 2, to L9 réwniez jest
spelione — co konczy dowdd dla n = 2.

Dla n > 2. Z zalozenia indukcyjnego, ze L9 jest spelnione dlan — 1,
wynika, ze dla alternatywy A’ = K, v K, v ... v K__ istnieje koniunkcyjna
postac¢ normalna K’ taka, ze A’ < K’. Wtedy istnieje rowniez koniunkcyjna
posta¢ normalna K rownowazna z A =K, v K, v ... v K , j. rownowazna
z K’v K, co mozna okaza¢ w sposob analogiczny do dowodu dla n = 2,
(ii). m
L10 Negacja koniunkcyjnej postaci normalnej jest sprowadzalna do

koniunkcyjnej postaci normalnej.

Dowéd:

JeSli @ =T A D, A ... A D jest n-czlonowy koniunkeyjng postaciag
normalng, to @, @,, ..., @ s3 alternatywami elementarnymi {D5.b}.
Negacja: ~® jest rownowazna formule: '~® v ~®, v ... v ~® 1 {NK},
ktorej kazdy skladnik jest negacja alternatywy elementarnej, czyli jest
sprowadzalny do koniunkcyjnej postaci normalnej {L.8}, odpowiednio
do K, K,, ..., K {OV}. Poniewaz ~®, < K, ~®, & K,, .., ~® < K|
wige: (~@, v ~D, v .. v ~D) < (K vK,v.. vK){RZ_}, ajako ze
alternatywa (K, v K, v ... v K ) koniunkcyjnych postaci normalnych jest
sprowadzalna do koniunkcyjnej postaci normalnej {L.9}, powiedzmy do
K {OV}, zatem ~® < K. &

L11 Kazde wyrazenie KRZ, w ktorym oprocz symboli zmiennych sa
uzyte wylacznie symbole negacji, koniunkcji i alternatywy (nie ma
symboli innych sp6jnikoéw) jest sprowadzalne do koniunkcyjnej
postaci normalnej.

Dowod:

Twierdzenie to jest niewatpliwie spelnione dla wyrazen KRZ pierw-
szego rzedu, tj. dla pojedynczych zmiennych, ktore sa najprostszymi
koniunkcyjnymi postaciami normalnymi. W indukcyjnym dowodzie ze
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wzgledu na rzad wyrazenia mozna wykorzystac fakt, ze wyrazenie @ rzedu
WyZszego niz pierwszy, spelniajace warunek postawiony w tym twierdze-
niu, moze by¢ albo

(i) negacjg: @ ='~® 1, albo

(ii) koniunkcjg: @ = '@, A @,1, albo

(iii) alternatywa: @ =@, v @,

7 zalozenia indukcyjnego, ze twierdzenie L11 jest spelnione dla wy-
razen rzedéw nizszych niz rzad formuly @, wynika, ze istnieja koniunk-
cyjne postaci normalne réwnowazne z @, i @,. Jedli K , K, oznaczaja
koniunkeyjne postacie normalne rownowazne z @, i @,, to w sytuacji
(i) @ jako negacja koniunkcyjnej postaci normalnej jest sprowadzalna do
formuly takiej postaci {L10}; w przypadku (ii), tj. gdy @ < K, A K,mozna
® < K, v K, — mozna uzna¢ L11 za spelnione na podstawie L9. B
Dowo6d T4.1:

By udowodni¢ twierdzenie T4.1, wystarczy okazac, ze réwniez po-
zostale formuly, niespelniajace warunku strukturalnego postawionego
wL11, sa sprowadzalne — w sensie okreslonym — do koniunkeyjnej posta-
ci normalnej. W tym celu wystarczy wskazaé reguly (prawa KRZ) pozwala-
jace przeksztalcié formuly ze znakami innych funktoré6w na rbwnowazne
formuly zawierajace wylacznie symbole negacji, koniunkeji i alternatywy.
Poniewaz formuly zapisane co najwyzej za pomoca tych trzech symboli sa
sprowadzalne do koniunkeyjnej postaci normalnej {L.L11}, wiec sprowa-
dzalno$é do koniunkeyjnej postaci normalnej przechodzi na rbwnowazne
z nimi formuly zawierajace inne funktory. W tym dowodzie przypomne
stosowane w trakcie takiego sprowadzania definicje rownowaznoSciowe
dla tych tylko funktoréw, ktore byly stosowane (oprocz ~, A oraz v) w pre-
zentacji KRZ — chodzi o symbole implikacji, dysjunkeji, rbwnowaznoSci
ialternatywy rozlacznej (algorytmiczna, ogolna metoda budowania takich
rownowaznych formul zawierajacych wylacznie znaki negacji, koniunkcji
i alternatywy jest opisana i zastosowana w **RI.1.1.3).

(@=>V) < (~oVvYP);

(/' P) > ~(PAP) = (~D Vv ~P);

DPeoP) s [(P=oDAP =D [(~DvP)A (P VvOD);

(dvP) o~V ~[(~dDvP)A(~T Vv D]

S[~~ovP)v~(~PVvO]S[(DA~P)v (P A~D)].

Stosujac RZ_ do takich definicji i sprowadzanego wyrazenia @,
a takze inne reguly (prawa KRZ) potrzebne do rownowazno$ciowego
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przeksztalcania, uzyskuje sie rownowazne z @ formuly, a ostatecznie —
rownowazng z @ koniunkeyjng posta¢ normalng K, majgc przy tym gwa-
rancje, ze wyrazenie '® < K1 jest tezag KRZ.1H

Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla alternatywnej postaci
normalnej.

T4.2 Dowolne wyrazenie @ klasycznego rachunku zdan jest sprowa-
dzalne do alternatywnej postaci normalnej A, sprowadzalne, tzn.
ze rownowazno$c '@ < Aljest tezg KRZ.

Dowéd:

Da sie okaza¢ {NK, NA, ON}, ze negacja dowolnej koniunkcyjnej
postaci normalnej K jest rbwnowazna pewnej alternatywnej postaci nor-
malnej A, tj.:
1.(AK) (VA) ~K <= A.

Skoro, jak wiadomo z T4.1 — do koniunkcyjnej postaci normalne;j jest

sprowadzalne dowolne wyrazenie @ KRZ, to rowniez negacja tego wy-

razenia (jako wyrazenie KRZ) jest do takiej postaci sprowadzalna, co

znaczy, ze:

2. teza KRZ jest formula postaci '~® < K1, w ktérej K jest koniunkcyjna
postacia normalna.

Tezami KRZ sg wiec takze rownowazno$¢ postaci:

3.7 < ~K {TR: 2}

oraz formula

'd < AT,

w ktorej A jest alternatywna postacig normalng rownowazng z ~K
{3, 1}.

2. Systemy dedukcyjne — pojecia i wltasnosci syntaktyczne

Po ogoblnej charakterystyce systeméw dedukeyjnych i ich typéw sa oma-
wiane podstawowe wyniki teorii konsekwencji (m.in. twierdzenie o de-
dukgcji), a nastepnie wybrane syntaktyczne wlasno$ci systeméw deduk-
cyjnych, tj. niesprzeczno$é, zupeno$c, rozstrzygalno$é i niezalezno$éc
aksjomatow.
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2.1 Systemy dedukcyjne

Systemow dedukeyjnych dotycza niektére uwagi sformulowane wzgledem
systemow aksjomatycznych KRZ (**R1.4). Pojecie systemu dedukcyjnego
(teorii dedukeyjnej) jest jednak, na pewno w tych analizach, ogblniejsze
od pojecia systemu aksjomatycznego — i to nawet jeéli ,,system aksjoma-
tyczny” rozumie sie szeroko, uwzgledniajac r6zne jego odmiany znane
z dziejow logiki i matematyki oraz rozwijane wspdlczesnie.

2.1.1 Typy systemow dedukcyjnych

Zgodnie z przyjetym tu rozumieniem, dedukeyjny jest kazdy system bu-
dowany metoda dedukcyjna, tj. metoda uzasadniania i uznawania wyra-
zen zdaniowych wyprowadzonych logicznie z wyrazen uznanych wezes-
niej (zalozen). To ogblne okreslenie obejmuje zaréwno teorie rozwijane
metoda tzw. dedukcji naturalnej, zwane zalozeniowymi, jak i systemy
konstruowane metoda aksjomatyczng. Warto powtorzyé¢ (**RI1.3 i 4), ze
w punkcie wyjscia systeméw dedukeji naturalnej sg przyjmowane wy-
lacznie reguly dowodzenia, natomiast w systemach aksjomatycznych sg
ponadto przyjete bez dowodu wyrazenia zdaniowe (aksjomaty)'. Do sys-
temu dedukcyjnego sa wlaczane, tj. uznawane za jego tezy, wyrazenia
udowodnione — w systemach dedukcji naturalnej wylacznie wyrazenia
udowodnione, a w aksjomatycznych ponadto za tezy systemu uznaje sie
aksjomaty. W obu tych odmianach metody dedukcyjnej mozna w dowo-
dach korzysta¢ z ogbtu dostepnych srodkow, tj. ogétlu uznanych wezes-
niej wyrazen i przyjetych regut dowodzenia. Ponadto réznica miedzy
systemami dedukcji naturalnej a systemami aksjomatycznymi zaciera
sie, gdy uwzgledni sie fakt, ze niezawodne reguly dowodzenia, przyjete
w punkcie poczatkowym budowania kazdego systemu dedukcji natural-
nej — zaro6wno reguly dolaczania nowych wierszy do dowodu, jak i reguty
budowania dowod6w — sa wsparte na prawach logiki, ktore w systemie

! Takie rozumienie systemu dedukeyjnego jest w niniejszych analizach przyjete jako

najogoélniejsze, m.in. dlatego, ze nie jest zalezne od wynikéw teorii konsekwencji,
omoéwionych w paragrafie 2.2 i zastosowanych w D5.a do definicji systemu de-
dukeyjnego; zgodny z tym og6lnym rozumieniem jest rowniez wprowadzony w 2.2
napis <A, D>, uszczegblowiany dla systemoéw dedukeji naturalnej do schmatu
<@, D>, w ktéorym zbior aksjomatow systemu jest pusty.
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aksjomatycznym moga by¢ sformulowane wprost i przyjete jako aksjo-
maty. Réznica w stosowaniu tych odmian metody dedukcyjnej jest wiec
glownie metodologiczna, a takze praktyczna: dowodzenie w systemach
zalozeniowych jest prostsze, bardziej intuicyjne — dlatego u podstaw omo-
wionych w tym opracowaniu rachunkéw logicznych zostal przyjety system
KRZ dedukcji naturalnej (**RI.3).

W obu tych kategoriach, tj. systeméw dedukeji naturalnej oraz aksjo-
matycznych, mozna oceniac i réznicowac teorie ze wzgledu na stopnie ich
opracowania (zaawansowania), opisane w metodologii systeméw deduk-
cyjnych i zwykle ilustrowane przykladami systeméw znanych z dziejow
logiki i matematyki. Sledzac rozwdj takich systemoéw, wyréznia sie zwykle
ich wersje przedaksjomatyczne, a posrod aksjomatycznych — niesfor-
malizowane i sformalizowane®. Na podzial ten mozna natozyé¢ opozycje
implicite—explicite, co dotyczy zwlaszcza systemoéw opracowanych daw-
niej, a wspoleze$nie rekonstruowanych czy interpretowanych (w sensie
syntaktycznym). Na przyklad o sylogistyce Arystotelesa mozna powie-
dziec, ze implicite byla systemem dedukcyjnym aksjomatycznym — o ile
przyjmie sie jej interpretacje zaproponowana przez J. Lukasiewicza, co
wymaga uznania sylogizmow za tezy, a nie za reguly wnioskowania, oraz
wyroznienia po$rod nich aksjomatow, tj. tez przyjetych bez dowodu (tzw.
sylogizmy doskonale, tj. tryby figury pierwszej)?.

Budowane w spos6b metodyczny systemy aksjomatyczne zwykle byly
opracowywane po przedaksjomatycznym okresie, nieraz dlugim, rozwoju
nauk dedukcyjnych. Mozna tu — korzystajac z ustalen historykéw mate-
matyki i logiki — podaé jako przyktad pelne zaksjomatyzowanie geometrii
Euklidesa (D. Hilbert w 1899 r.) oraz aksjomatyzacje arytmetyki liczb
naturalnych (G. Peano w 1889 r.). W systemach przedaksjomatycznych
twierdzenia przyjete bez dowodu, a stosowane w dowodach tez syste-
mu, nie sa wyliczone. Mowiac $ciélej — nie wszystkie sa wyliczone lub
w inny sposob okreslone. USciSlenie ,nie wszystkie” jest potrzebne, bo
odro6znié od zaksjomatyzowanych takie systemy dedukeyjne, w ktorych
wprawdzie niektore twierdzenia przyjete bez dowodu sa wymienione
(np. pewniki w geometrii Euklidesa), lecz oprocz nich sa w dowodach

2 Zob. np. K. Ajdukiewicz, Logika pragmatyczna, Warszawa 1975, s. 181-204.

3 J. bukasiewicz, Sylogistyka Arystotelesa z punktu widzenia wspélczesnej logiki

formalnej, Warszawa 1988. Zob. J. Wolenski, Filozoficzna szkota lwowsko-war-
szawska, dz. cyt., s. 177—178.
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przyjmowane inne twierdzenia nieudowodnione, uznane za oczywiste;
natomiast ,w inny sposob okreslone” jest dodane z mysla o takich np.
teoriach aksjomatycznych, w ktorych aksjomaty nie sa wyliczone, a nawet
nie moga by¢ wyliczone, bo ich zbiér jest nieskoniczony, lecz sa inaczej
okreslone, np. przez schematy aksjomatow sformulowane w metajezyku,
schematy okreslajace ksztalt aksjomatow (np. metajezykowe ujecie Luka-
siewicza systemu implikacyjno-negacyjnego — **R1.4). W przedaksjoma-
tycznych systemach dedukcyjnych nie sa takze wyraznie sformulowane
reguty wyprowadzania i uznawania twierdzen, wnioskowania (dowody)
uzasadniajgce twierdzenia sg intuicyjne, tj. oparte na oczywisto$ci co do
zwigzkow wynikania.

Wspolne dla teorii aksjomatycznych jest zatem wydzielenie aksjo-
matoéow, a dokladniej mowiac, takie okreslenie aksjomatéw — ich pelne
wyliczenie, podanie ich schemat6éw lub regul budowania — by o kazdym
jego twierdzeniu dalo sie rozstrzygnaé, czy nalezy do zbioru aksjoma-
tow danej teorii. W aksjomatach wystepujg terminy pierwotne danego
systemu, tj. takie, ktére nie sa w nim wprost zdefiniowane. Jeéli dany
system aksjomatyczny jest oparty na weze$niejszym, to posrdd termindéw
niezdefiniowanych sg takze zapozyczone z systemu zakladanego, ktore
zachowuja znaczenie w nim okres$lone; a znaczenie terminéw pierwotnych
swoistych (specyficznych) dla danego systemu jest okre$lone przez uklad
aksjomatow wlasciwych dla tego systemu.

Natomiast réznica miedzy postacia systemu aksjomatycznego niesfor-
malizowana a sformalizowang dotyczy przede wszystkim charakterystyki
jezyka budowanego systemu dedukcyjnego. W systemach sformalizowa-
nych jest dokladnie opisana struktura wyrazen. W tym celu sa podane re-
guly stfownika oraz reguty skladni obowiazujace w jezyku systemu. Reguly
slownika dla jezyka symbolicznego okreslaja zasob jego symboli prostych,
z ktorych moga by¢ budowane formuly danego systemu. Posréd symboli
stownika sa podstawowe i pomocnicze (np. nawiasy), wéroéd podstawo-
wych sg zmienne oraz state, dzielone na stale logiczne niespecyficzne i sta-
le specyficzne (swoiste, wlasciwe) dla danego systemu. Warto podkreslic,
ze podzial ten jest zrelatywizowany do danego systemu sformutowanego
w okres§lonym jezyku, bo np. symbole sp6jnikow prawdziwoSciowych
sa stalymi logicznymi specyficznymi w klasycznych rachunkach zdan,
a niespecyficznymi w rachunkach predykatow (swoiste dla tego rachun-
ku sa symbole kwantyfikatoréw); symbole funktoréw i kwantyfikatorow
sq stalymi logicznymi zapozyczonymi (niespecyficznymi) w rachunku
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zbioréw, a stalg logiczna specyficzng dla tego rachunku jest symbol ,,e”
itd. W systemach sformalizowanych sa rowniez okreslone wyraznie reguly
skladni, tj. poprawnego budowania formul ztozonych z symboli prostych.
Daje to podstawe do rozstrzygania o dowolnym ciagu symboli, czy jest
poprawnie zbudowanym (tzw. sensownym) wyrazeniem danego systemu,
a zwlaszcza — czy jest poprawnie zbudowanym wyrazeniem zdaniowym.
Strukturalne sa rowniez pierwotne reguly dowodzenia, co znaczy, ze po-
zwalaja oceni¢ poprawno$é wnioskowan wylacznie na podstawie ksztattu
(formy, budowy, struktury) zalozen i wniosku. Ponadto jesli sa w syste-
mie wprowadzane jakie$ terminy zdefiniowane (wtbrne), to sa rowniez
przyjete reguly wprowadzania takich terminéw (definicji) do systemu, np.
definicjami sformulowanymi w jezyku systemu lub regulami zastepowa-
nia sformutowanymi w metajezyku.

W metalogicznych (metamatematycznych) klasyfikacjach systemy
aksjomatyczne sg rowniez dzielone na tzw. asertoryczne i hipotetyczne,
rozroznienie to mozna zresztg rozciggnac¢ na wszelkie systemy dedukeyj-
ne. Oto6z asertoryczne sa teorie dedukeyjne, ktérych aksjomaty (ogdlniej —
twierdzenia przyjmowane bez dowodu) sa uznawane, sg stwierdzane,
jak np. zalozenia naczelne geometrii Euklidesa, na co wskazuje sama ich
nazwa — ,pewniki”; tak samo sg traktowane przyjmowane w charakterze
aksjomatow prawa rachunkoéw logicznych. Natomiast w systemie hipo-
tetyczno-dedukeyjnym aksjomaty sa jedynie postulowane — jak np. jest
traktowany aksjomat wyboru w teorii mnogosci.

2.1.2 Wspoétczesne ujecie systemow dedukceyjnych

Tytul tego paragrafu jest celowo dwuznaczny. Gdy bowiem mowa o ,uje-
ciu”, chodzi i o to, jak w logice wspoélczesnej sa budowane systemy de-
dukcyjne, jak rowniez i o ich wspolczesne badania w metalogice. Wspot-
czesnym logicznym systemom dedukeyjnym nadaje sie najczeSciej postaé
sformalizowana i takie systemy sa wzorcowym przedmiotem badan me-
talogicznych; a poniewaz za metodologicznie najbardziej dojrzate for-
my systeméw dedukcyjnych sa uznawane teorie aksjomatyczne, wiec na
sformalizowanych systemach aksjomatycznych zostanie skupiona ogblna
charakterystyka teorii dedukcyjnych. Jest to uzasadnione tym bardziej, ze
metoda dedukceyjna byla ilustrowana (w czesci drugiej) przede wszystkim
systemami zaloZeniowymi.
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Ogolnie mozna powiedzieé, ze system aksjomatyczny jest identyfi-
kowany przez zbior swoich aksjomatéw sformulowanych w okreslonym
jezyku J oraz stosowanych w danym systemie dzialan (operacji) wniosko-
wania, ktore sg — jak byla o tym mowa — szczego6lnego rodzaju funkcjami.

D1 System aksjomatyczny to uporzadkowana para <A, D>, w ktérej A to
zbidr aksjomatow, a D to zbidr dzialan wnioskowania.

Rozumiany ogdlnie zbidér aksjomatow systemu obejmuje podzbiory:
aksjomatow logicznych, aksjomatéw pozalogicznych (specyficznych dla
danego systemu) oraz zbior definicji (aksjomatow definicyjnych), a przy
tym moze by¢ pusty podzbior aksjomatéw pozalogicznych (w aksjoma-
tycznych systemach logicznych, np. systemach KRZ), pusty moze by¢ tak-
ze podzbior definicji. Najczesciej zbiory aksjomatéw i dzialan wnioskowa-
nia sg skonczone, a w okreéleniu dokladniejszym od D1 jest postawiony
warunek, by zar6wno zbior A (takze jego skladowe), jak i zbior dzialan D
byly obliczalne, tj. by o dowolnej formule a i o0 dowolnej funkeji f dalo sie
rozstrzygnaé, czy a € A i f e D, oraz by istniala efektywna metoda ustala-
nia warto$ci dowolnej funkeji ze zbioru D dla kazdego ciagu jej argumen-
tow*. Warto takze zauwazy¢, ze nieaksjomatyczne systemy dedukcyjne,
tj. systemy zalozeniowe, takze da sie reprezentowaé schematem <A, D>,
cho¢ w przypadku takich system6w schemat ten przyjmuje skrajna postaé
<, D>, tj. systemu dedukcyjnego bez aksjomatéw, budowanego wylacz-
nie na podstawie regul dowodzenia.

W definicji systemu aksjomatycznego, ktéra bardziej niz D1 zbliza sie
do intuicyjnego rozumieniu dowolnego systemu, jest mowa o zbiorze tez.
Zbior tez systemu mozna okre$li¢, wykorzystujac pojecie najmniejszego
zbioru zawierajacego dany zbidr i zamknietego ze wzgledu na dana klase
dzialan (definicje ***RI.1: D4.a, D4.b, D4.e). W komentarzu do tego
pojecia byly wskazywane mozliwoSci jego zastosowania do definiowania
ogbtu wyrazen poszczegélnych rachunkéw logicznych. Analogicznie jest
ono uzyte w definicji zbioru tez systemu aksjomatycznego.

D2 Zbior tez systemu aksjomatycznego <A, D> jest to najmniejszy zbior
zawierajacy zbidér A i zamkniety ze wzgledu na klase D dzialaii wnio-
skowania.

4 Scisle okreglenie pojecia obliczalnosci mozna znalezé np. w: L. Borkowski, Wpro-

wadzenie do logiki i teorti mnogosci, dz. cyt., s. 313—-322.

a7



POJECIA | ZAGADNIENIA SYNTAKTYCZNE

Do intuicyjnego rozumienia systemu zbliza sie jeszcze bardziej defi-
nicja tezy (ogo6tu tez) systemu odsytajaca do pojecia dowodu.

D3.1 Ciag wyrazen C jest dowodem wyrazenia @ w systemie <A, D>
(tj.: dow, (C, @)) wtedy i tylko, gdy C jest skoniczonym ciggiem
wyrazen, ktérego wyrazem ostatnim jest @, a kazdy wyraz nalezy
do A lub jest uzyskany w wyniku zastosowania ktérego$ z dzialan
klasy D do wczes$niejszych wyrazow tego ciagu.

D3.2 Formula @ jest teza systemu aksjomatycznego <A, D> wtedy
i tylko, gdy istnieje dowdd formuly @ w systemie <A, D>, tj. gdy
(V C) dow, ,(C, @).

Poniewaz definicja D3.2 jest wsparta na pojeciu ciagu wyrazen uzy-
skiwanych ze zbioru A w wyniku stosowania dzialan wnioskowania kla-
sy D, a konczacego sie wyrazeniem kwalifikowanym jako teza, wiec na
podstawie twierdzenia ***RI.1: T2 oczywisty jest nastepujacy wniosek:

W1 Formula @ € Z .
zbior Aizamknietego ze wzgledu na zbiér D dzialan wnioskowania —
wtedy i tylko, gdy (V C) dow, ,(C, @).

(A, D) — tj. najmniejszego zbioru zawierajacego

Zgodnie z W1 definicje zbioru tez systemu aksjomatycznego D2
i D3.2 s3 rownowazne. Laczac te uwage z pojeciem obliczalnosci — wy-
zej okre§lonym jedynie w sposéb uproszczony — mozna powiedzieé, ze
w przypadku dowolnej tezy systemu da sie efektywnie stwierdzié, ze jest
ostatnim wyrazem takiego ciagu, ktorego kazdy wyraz albo nalezy do A,
albo jest wynikiem zastosowania do wyrazéw wywodzacych sie z A ktorejs$
z operacji wnioskowania klasy D.

2.2 Pojecie konsekwencji

Uzyte w ostatniej uwadze pojecie ,wywodzenia sie z A” jest uéci§lone
przez pojecie konsekwencji (wyprowadzalnoSci). Stosowanie pojecia
konsekwencji i prawidlowosci (twierdzen) dotyczacych wyprowadzalno-
$ci jest zrelatywizowane do okre$lonego systemu dedukcyjnego. Analo-
gicznie do rozumianego ogdblnie systemu dedukcyjnego, a nastepnie jego
uszczegobdlowien (typow systemow aksjomatycznych lub zalozeniowych)
i konkretyzacji (tj. okreslone uklady aksjomatéw i/albo regul) trzeba
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moéwic o relacjach konsekwencji (wyprowadzalno$ci, dowodliwosci)
odpowiadajacych systemom dedukcyjnym: rozumianym ogoélnie, ro-
dzajom systemow lub konkretnym systemom. W tych analizach ogélne
pojecie konsekwencji zostanie okres§lone dla dowolnego systemu ak-
sjomatycznego, w ktorym sa wyprowadzane konsekwencje z danego
zbioru wyrazen.

Niech S bedzie zbiorem poprawnie zbudowanych wyrazen zdanio-
wych okreélonego jezyka J; zakresem zmiennych @, ¥, @ , @, ... jest zbior
S,asymbole X, Y, Z, X,, X,, ... oznaczajg podzbiory zbioru S. Zbiér konse-
kwencji wyrazen X w systemie aksjomatycznym <A, D> bedzie oznaczany
przez Cn, (X). Jak pojecie tezy systemu, tak i pojecie konsekwencji
mozna okresli¢é na dwa sposoby: korzystajac z pojecia najmniejszego
zbioru zawierajacego zbior dany i zamknietego ze wzgledu na okre$lona
klase dzialan albo z pojecia ciggu budowanego w wyniku stosowania
dzialan z D do elementéw zbioru A, tj. okresli¢ w spos6b odwolujacy sie
do twierdzenia ***RI.1: T2.

D4.a Zbior konsekwencji zbioru wyrazen X w systemie aksjomatycz-
nym <A, D> jest to najmniejszy zbior zawierajacy zbior (A U X)
i zamkniety ze wzgledu na klase dzialan wnioskowania D, tj.:
Cn, ,(X)=Z_, ((AuX),D).

min

D4.b Formula @ jest konsekwencja (jest wyprowadzalna z) wyrazen
zbioru X na gruncie systemu aksjomatycznego <A, D> wtedy
i tylko, gdy istnieje skonczony cigg C wyrazen, ktérego wyrazem
ostatnim jest @, a kazdy wyraz albo nalezy do zbioru (A U X), albo
jest uzyskany w wyniku zastosowania ktérego$ z dzialan klasy
D do weze$niejszych wyrazow tego ciagu — tj.: @ € Cn, [(X) &
< (VO Cpy (D).

Ciag wyrazen, o ktorym mowa w D4.b, jest nazywany wyprowadze-
niem lub dedukcja wyrazenia @ z wyrazen zbioru X na gruncie systemu
aksjomatycznego <A, D>, cho¢ jest w kontekscie D4 i W1 oczywisty
nastepujacy wniosek.

W2 Formula @ e Cn, (X) wtedy i tylko, gdy (V C) dow

AUX,D

(C, ?).

Fakt, ze @ € Cn, (X) bedzie takze wyrazany z uzyciem symbolu
|'<A, b »» upraszczanym do |-A‘ 5 lub |-T, a nawet do |, gdy wiadomo, ze
chodzi o wyprowadzenie na gruncie teorii T = <A, D>. Symbol | byt
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juz stosowany: w og6lnych uwagach co do whasnosci systeméw aksjo-
matycznych KRZ napis ,, | @” byt odczytywany jako ,wyrazenie @ jest
teza systemu” (**R1.4.3). Ot6z jeSli T = <A, D>, to napis ,, |—T @” znaczy,
ze @ jest teza systemu T, cho¢ w kontekScie obecnych ustalenn mozna
powiedzie¢ dokladniej, ze wyrazenie @ jest wyprowadzalne z aksjoma-
tow A zgodnie z regutamu D danego systemu. W pewnych fragmen-
tach rozwazan — zwlaszcza gdy zamiast o zbiorze konsekwencji bedzie
mowa o relacji wyprowadzalnos$ci (jak np. w paragrafie 2.3) — beda za-
miast napiséw z symbolem Cn stosowane napisy z symbolem |, jako ze
® e Cn(X) < | .

Definicje D4.a i D4.b da sie latwo zastosowaé do systemow opartych
na logice, tj. na takich systemach, w ktorych sg tylko aksjomaty logiczne
(A,): aw D sa tylko pierwotne logiczne operacje wnioskowania (Dlog).
Przyjmujac skrétowe oznaczenia tych zalozen, mozna powiedzie¢, ze:

D4.a’ Cn X)=2_((A_uUX),D
Alog: Diog min log
D4.b> @ <Cn Mg Dlog(X) < ((VoO)C

log) ‘

D).

(Alog U X), Dlog(

Zbior Cn Ao DlOg(X) jest wiec najmniejszym zbiorem zawierajacym
sume aksjomatéw logicznych i zbioru wyrazen X oraz zamknietym ze
wzgledu na kazde spoérod pierwotnych logicznych dzialanh wnioskowa-
nia; a formula @ jest konsekwencja zbioru wyrazen X wtedy i tylko, gdy
istnieje jej dedukeja (wyprowadzenie) z X na gruncie systemu logicznego
<Ay Diog™ Zbiér Cn Ao Dlog(X) bedzie oznaczany symbolem ,.Cn (X)”,
relacja konsekwencji logicznej, tj. dedukeji (wyprowadzenia) na gruncie
systemu <A, , D, >, a ogblniej — wyprowadzenia w systemach dedukceyj-
nych logiki klasycznej — bedzie oznaczana symbolem ,,Cn, ” — z wyjatkiem
sytuacji, w ktoérych takie skrocenie utrudniloby uchwycenie znaczenia
zapisanych symbolicznie twierdzen (jak np. w sformulowanym nizej T4’).

Pojecia zbioru konsekwencji i bycia konsekwencja uszczegodlawiaja

sie jeszcze bardziej, gdy zbior wyrazen X jest pusty:
D4.a” Cn () =2, (A, Dy,)-
D4.b” & e Cn (D) < (V C) Cpy prog(D)-
Zbioér Cn () jest najmniejszym zbiorem zawierajacym aksjoma-
ty logiczne i zamknietym ze wzgledu na klase pierwotnych logicznych

dzialan wnioskowania, co znaczy, ze jest zbiorem tez logicznych, a napis
»@ € Cn ()" to skrot powiedzenia, ze @ jest tezg logiczng, czyli jest
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wyprowadzalna z logicznych aksjomatow za pomoca pierwotnych logicz-
nych dzialan (regul) wnioskowania. Przyjmujac umowe, ze zbioér Cn ()
tez klasycznego rachunku logicznego bedzie oznaczany przez L, mozna
twierdzenie, ze @ jest teza logiczna, zapisac krocej: @ < L.

Pojec okreslonych w D4.a, D4.a’ i D4.a” dotyczg twierdzenia udo-
wodnione dla ogdlnego pojecia zbioru minimalnego zawierajacego dany
zbior oraz zamknietego ze wzgledu na okre$long klase dziatan (funkeji) —
tj. twierdzenia ***RI.1: L1-L5 , T2-T3, odnoszace sie do pojecia zde-
finiowanego w ***RI1.1: D4.e. Do ich odpowiednikow (uszczegdlowien)
whadciwych dla pojecia zbioru konsekwencji okreslonego zbioru wyra-
zeh na gruncie danego systemu aksjomatycznego (pojecie zdefiniowane
w D4.a) naleza miedzy innymi:

T1 XcCn, (X

Dowéd:
Twierdzenie to jest uszczegblowieniem ***RI.1: L1.

T2 Jezeli X c Y, to Cn, (X) c Cn, ,(Y).

Dowéd:
Twierdzenie jest szczegdlnym przypadkiem ***RI.1: L5 (twierdzenia
o monotoniczno$ci dzialan klasy D).

T3 Cn, D(C”A, (X)) Cn, 5(X).

Dowbd:
{***RI1.1: L4}.

T4 Jezeli @ € Cn, (X), to istnieje skoriczony podzbior B zbioru A taki,
ze @ € Cny (X).

Dowdd:

{***RI1.1: T3}.

Twierdzenia analogiczne do T1-T4 sa spelione dla poje¢ okres-
lonych w D4.a’ i D4.a”. Oto twierdzenia dla systeméw opartych na
aksjomatach i regulach logiki (D4.a’ i D4.b’):

T1’ X c Cn (X).
T2’ Jezeli X Y, to Cn (X) < Cn (Y).
T3’ Cn (Cn, (X)) < Cn (X).
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T4 Jezeli @ € Cn Aoy Dlog(X), to istnieje skonczony podzbior B zbioru
Ataki, ze @ € Cn, (X).

Dla systemoOw takich jest réwniez spelniony odpowiednik wniosku
w2:

log: Dlog

W2’ Formula @ e Cn (X) wtedy i tylko, gdy (V C) dow, g(C, D).

og Y X, Do,

Dowolna formula jest wiec wyprowadzalna ze zbioru wyrazen X na
gruncie systemu opartego na aksjomatach i regulach logicznych wtedy
i tylko, gdy istnieje jej dowdd w systemie <A U X, D, >.

Dla teorii opartych na logice klasycznej sa ponadto prawdziwe naste-
pujace twierdzenia (beda oznaczane T5’, T6’ itd.). Warto przypomnie¢,
ze zbiorem uniwersalnym w analizach pojecia konsekwencji jest zbi6r
S —tj. poprawnie zbudowanych wyrazen zdaniowych (okre$lonego jezyka
J) — bedacy zakresem zmiennych @, ¥, ..., ktoérego podzbiorami sa zbiory
wyrazen X, Y badanych systeméw dedukeyjnych, a zbior tez logicznych,
Cn, (), o ktorym mowa w D4.a”, jest oznaczany przez L.

T5 '@ = ¥ e Cn (X) wtedy i tylko, gdy ¥ € Cn (X U {®}).

Twierdzenie to glosi, ze dowolna implikacja jest wyprowadzalna ze
zbioru formul X wtedy i tylko, gdy jej nastepnik jest wyprowadzalny ze
zbioru X wzbogaconego o poprzednik tej implikacji.

T6’ ScCn {D, ~d}.

W mysl tego twierdzenia kazde wyrazenie zdaniowe poprawnie zbu-
dowane jest wyprowadzalne z pary wyrazen sprzecznych — co zgodne
z tautologia KRZ: (p A ~p) = q, tj. prawem Dunsa Szkota.

T7 (Cn{®} nCn{~d}) c L.

Zgodnie z tym twierdzeniem wyrazenia wyprowadzalne z kazdej spo-
§réd formul sprzecznych sa tezami logicznymi.

T8 Cn {®, ¥} =Cn {2 A ¥}

Ogol konsekwencji zbioru{®, ¥}, wyprowadzonych na gruncie danego
systemu <A, , D, , > jestidentyczny z ogolem wyrazen wyprowadzalnych
na gruncie tego samego systemu z koniunkcji @ A W.

T9’ (Cn{®} ~Cn {¥}) = Cn{d v ¥}.
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Iloczyn zbioru wyrazen wyprowadzalnych z @ i zbioru wyrazen wy-
prowadzalnych z ¥ jest identyczny z ogbdlem konsekwencji alternatywy
o v P,

W dowodach tych twierdzen beda przywolywane reguly (dotaczania
wierszy i dowodzenia) znane z zalozeniowego systemu KRZ.

Dowo6d T5:

Jesli dowolna implikacja '@ = W1 jest wyprowadzalna ze zbioru for-
mut X (na gruncie systemu <A, i D, > {zal.}, to jest ona réwniez wypro-
wadzalna ze zbioru (X U @): jako ze X < (X U @) {**RIV.1: T11}, wiec
jest wobec T2’ oczywiste, ze Cn (X) < Cn (X U {@}). Poniewaz w zbiorze
(X U {@}) jest poprzednik danej implikacji, wiec posréd konsekwencji
zbioru (X U {®}) jest rowniez formula ¥ { wynik zastosowanie dzialania
wnioskowania zgodnego z regula RO do '® = P i @}. Z kolei zaloze-
nie implikacji odwrotnej, tj. ze formula ¥ jest wyprowadzalna ze zbioru
(X U {®}), jest rownowazne twierdzeniu, ze istnieje na gruncie systemu
<(Alog U X U {d}), Dlog> dowdd tej formuly {W2’}. Wobec tego istnieje
takze na gruncie systemu <(A; v X), D, > dow6d implikacji '@ = ¥1,
mianowicie dowod, w ktérym formuta @ jest przyjeta w charakterze zalo-
zenia dodatkowego, a nastepnie, jako ostatni wiersz dowodu, jest uznana
(zgodnie z regula dolaczania do dowodu implikacji) formuta '@ = P1.
Dowéd T6:

Zalozenie, ze wyrazenie poprawnie zbudowane ¥ (¥ e S) nie jest
wyprowadzalne ze zbioru {@, ~®} na gruncie systemu <Ay i D> {zdn.}
prowadzi do sprzecznos$ci, w wyniku zastosowania podstawowych dziatan
wnioskowania do tego zbioru: z @ jest wyprowadzalne (i) @ v W {DA},
aponiewaz ~@ € {®, ~®}, wiec jest wyprowadzalne takze W {OA: (i), ~d},
co sprzeczne z zdn.

Dowé6d T7:
Twierdzenie
1.1 ¥ e (Cn{P} N Cn {~D}) {zd.}
jest rownowazne koniunkcji
1.2 ¥ e (Cn{P} A Cn {~D}) {df: 1.1}.

5 A. Tarski zbudowal aksjomatyczna teorie konsekwencji dla systeméw opartych

na implikacyjno-negacyjnym rachunku zdan, ktérej terminami pierwotnymi sa S
oraz Cn, a poérod aksjomatéw poczatkowe sg rownowazne koniunkceji twierdzen
T1’-T8’, a ponadto jest aksjomat: O < ISI < X, tj. postulat, ze uniwersum formut
poprawnie zbudowanych jest zbiorem niepustym i przeliczalnym.
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Jesli Wjest wyprowadzalne z @ oraz z '~ @1, a teza logiczna jest & v ~@
{**RI1.3: T12}, to tezg logiczna jest rowniez ¥, tj.

13 el {DKP},
co konczy dowod inkluzji T7’ {dfc: DA: 1.1 = 1.3}.
Dowédd T8:
Jesli

1.1 Q e Cn{®, ¥} {zd.},

to wyrazenie Q jest rowniez wyprowadzalne z koniunkcji f@ A ¥, z do-
wolnej koniunkcji jest bowiem wyprowadzalny kazdy z jej czynnikow,
w wyniku zastosowania do niej dzialania wnioskowania zgodnego z regula
OK., tj.:

1.20 e Cn{® A P}

Tak wiec
1.Cn{®, ¥} cCn{D A ¥} {dfc: DA: 1.1 = 1.2}.
Z kolei jesli

21QeCn{d Y} {zd.},

czyli wyrazenie Q jest wyprowadzalne z koniunkcji f@ A ¥7, to jest tez

wyprowadzalne ze zbioru {®, ¥}, z ktérego, w wyniku zastosowania DK

do elementéw tego zbioru, jest wyprowadzalna koniunkcja '@ A W1, czyli:
220 eCn{o, ¥}

Zatem

2.Cn{® A W} c Cn {®, W} {dfc: DA: 2.1 = 2.2},
co konczy dowdd {**R1.4: T6: 1, 2}.
Dowo6d T9:

Zalozenie dodatkowe
1.1 Qe (Cn{d}nCn{¥})
jest rbwnowazne z
1.2 Qe Cn{d} A Q e Cn {¥},
co znaczy, ze wyrazenie Q jest tez wyprowadzalne — zgodnie z regula bu-
dowania dowodow rozgalezionych wprost — z alternatywy '@ v ¥1, czyli:
1.3 Q e Cn{DVv ¥},
a wiec
L.Cn{d}nCn{¥P)cCn{®ov ¥} {dfc:DA:1.1= 1.3}.
7 drugiej strony, jesli
2.1 QeCn{ov ¥} {zd.},
czyli wyrazenie Q jest wyprowadzalne z alternatywy '@ v P71, to jest
tez wyprowadzalne z kazdego z jej czlonow, bo z kazdego z nich jest
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wyprowadzalna — jako wynik zastosowania do nich dzialania zgodnego
z DA — alternatywa '@ v P, czyli

2.2 Qe Cn{P} A Q € Cn{¥},
co rbwnowazne z

2.3 Q e (Cn{P}nCn {¥}) {dfn: 2.2},
a zatem
2.Cn{ov ¥Pc(Cn{d}nCn{¥}) {dfc:DA:2.1= 23},
co konczy dowod {**R1.4: T6:1,2}.1

Wracajac do ogblnego pojecia systemu aksjomatycznego <A, D>,
mozna, stosujac ogblne pojecie konsekwencji, powiedzie¢, ze

D4.c  Zbior tez systemu aksjomatycznego <A, D> to zbior Cn, (A),

tj. zbior konsekwencji zbioru aksjomatow A wyprowadzalnych w wyniku
stosowania dzialan wnioskowania klasy D, czyli — formulujac to ogdl-
niej — ogot konsekwencji zbioru wyrazen (A U &) na gruncie systemu
<A, D>. Definicja zbioru tez systemu aksjomatycznego oparta na pojeciu
konsekwencji uzupelnia definicje odwolujace sie do pojecia najmniejsze-
go zbioru zawierajacego zbior dany i zamknietego ze wzgledu na dana
klase funkcji (dzialann wnioskowania — D2) oraz do pojecia dowodu tezy
w systemie aksjomatycznym (D3.2). Mozna powiedzie¢, ze kazda z tych
rownowaznych definicji (W1, W2) ukazuje inng, wyrdzniajaca ceche
zbioru tez systemu.

Pojecie konsekwencji jest rowniez przydatne w uscisleniu pojecia sys-
temu (teorii). Korzystajac z faktu, ze operacja konsekwencji jest funkcja,
a dokladniej mowigc — jest dzialaniem okreslonym w klasie zbiorow wy-
razen o warto$ciach bedacych zbiorami wyrazen, mozna tak oto okresli¢
pojecia systemu i rozszerzenia systemu.

D5.a X e Sys wtedy i tylko, gdy Cn(X) < X.

D5.b X,Y e Sysoraz X cYiX#Y, tosystem Y jest rozszerzeniem
systemu X.

Odczytujac zapis symboliczny w D5.a, mozna rzec, ze do rodziny
Sys naleza tylko takie zbiory wyrazen, ktore sa zamkniete ze wzgledu
na dzialanie konsekwencji, a méwiac proSciej, systemy (teorie) to takie
zbiory wyrazen, ktorych kazda konsekwencja jest ich elementem. Rozsze-
rzenie danego systemu, o ktorym mowa w D5.b, nazywa sie takze jego
nadsystemem.
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Systemem w sensie zgodnym z D5.a jest na przyklad zbior tez
kazdego systemu aksjomatycznego <A, D>, jako ze — zgodnie z T3:
Cn, 5(Cn, (X)) = Cn, ,(X). Z kolei prawidtowosé T1 (X < Cn, ,(X)
potwierdza, ze dowolny system to zbiér identyczny ze zbiorem swoich
konsekwencji, a wiec takze, ze systemem jest ogol konsekwencji dowol-
nego zbioru X wyrazen zdaniowych poprawnie zbudowanych (X < S):

W3.a X e Sys wtedy i tylko, gdy Cn(X) = X;
W3.b Cn(X) € Sys.

Da sie rowniez okazac, ze jest systemem iloczyn dwoch systemow:
T10 JesliX,Y e Sys, to (XNY) e Sys.

Dowéd:

Z zalozenia

1. X,Y e Sys {zal.}
wynikaja réwnosci:

2. Cn(X)=XiCn(Y)=Y

oraz
3.(XNY)=(Cn(X) nCn(Y)) {W3.a, 1}.
Poniewaz

4. XnY)cXiXnY)cY {**RIV.1: T13},
wiec

5. Cn(XnY)cCnX)iCn(XNY)c=Cn(Y) {T2, 4},

czyli:

6. Cn(XNY)c(Cn(X)nCn(Y)) {dfn, 5},

7. Cn(XNnY)c(XnY){6,2}
1 ostatecznie
(XNY) e Sys {D5,7}.1

Warto w komentarzu do T10 zauwazy¢, ze nie jest prawdziwe ana-
logiczne twierdzenie dla sumy systemow, wyjawszy sytuacje, gdy jeden
z nich jest podzbiorem drugiego.

Pojecie konsekwencji daje takze mozliwo$¢ uogolnienia pojecia row-
nowazno$ci na zbiory wyrazen. Powiedzenie, ze zbiory wyrazen X oraz Y
sa rownowazne, bedzie skracane symbolem ,<>(X, Y)” (w innych pracach
jest takze uzywany zapis X = Y). Poniewaz we wszystkich ustaleniach
dotyczacych pojecia konsekwencji jest przyjmowane zalozenie, ze X i Y sa
zbiorami wyrazen zbudowanych poprawnie, tj. X, Y = S, wiec i w ogdélnym
okresleniu rownowaznos$ci mozna pomingé ten warunek.
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D6 Zbiory wyrazen X oraz Y sg rownowazne, tj. <(X, Y) wtedy i tylko,
gdy Cn(X) = Cn(Y).

Uogolnione pojecie rownowazno$ci moze by¢ uzyte do uscislenia po-
je¢ aksjomatyki (ukladu aksjomatow) i aksjomatyzowalnosci systemow
dedukcyjnych, a takze rownowazno$ci aksjomatow i systemow.

D7 Zbior wyrazen A jest aksjomatyka zbioru wyrazen X wtedy i tylko,
gdy A c X oraz <(A, X).

Od zbioru bedacego aksjomatyka wymaga sie, by byl obliczalny —
w sensie wyzej przyblizonym — a gdy jest zbiorem skonczonym, wtedy
mowa o aksjomatyce skoniczonej. Zgodnie z D6 mozna rownowaznie
stwierdzi¢, ze:

W4 A jest aksjomatyka zbioru X wtedy i tylko, gdy A < X oraz
Cn(A) = Cn(X).

O zbiorze, dla ktorego istnieje aksjomatyka, méwimy, ze jest aksjo-
matyzowalny:

D8 Zbior wyrazen X jest aksjomatyzowalny wtedy i tylko, gdy istnieje
jego aksjomatyka.

Podobnie jak o aksjomatyce i aksjomatyce skoniczonej mozna mowié
o ogolnie rozumianej aksjomatyzowalnosci (z warunkiem obliczalno$ci)
oraz o skonczonej aksjomatyzowalno$ci. Warto jednak zauwazy¢, ze skraj-
nego rodzaju aksjomatyka zbioru wyrazen X jest — zgodnie z D7 i D6 —
sam zbioér X. Aksjomatyzowalny jest wiec dowolny zbiér wyrazen (o ile
jest obliczalny). Fakt ten potwierdza metodologiczng ocene, ze aksjomaty-
zacja jest sposobem porzadkowania wyrazen systemu dedukcyjnego, jest
metodologicznie zalecang forma jego prezentacji, przy czym dla danego
zbioru wyrazen X poszukuje sie nie tylko takiej aksjomatyki A, ktora jest
podzbiorem wlasciwym zbioru X, lecz podzbiorem mozliwie malo licznym.

2.3 Twierdzenie o dedukcji
W sformulowaniach tzw. twierdzenia o dedukeji sa stosowane nie tylko

rozne skroty symboliczne (notacja), lecz takze rézne pojecia (wyprowa-
dzalnosci, dowodu, dedukcji, konsekwencji, wynikania itd.), a nawet jesli
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przyjmuje sie okre$lony zestaw pojec i symboli, to znane sg rdzne postacie
tego twierdzenia. Ponadto odrézniac trzeba twierdzenie o dedukc;ji dla ra-
chunkow logicznych oraz dla systemow dedukeyjnych (aksjomatycznych)
opartych na logice, tj. zawierajacych ponadto aksjomaty pozalogiczne,
a w dowodach tego twierdzenia trzeba wskazaé¢ konkretny system aksjo-
matyczny <A, D> lub zalozeniowy <@, D>, dla ktérego twierdzenie jest
dowodzone®.

Warto teraz wprowadzi¢ ogolniejsze znaczenie symbolu ,, }-*, ktére
w szczeg6lnej sytuacji sprowadza sie stosowanego juz jego odczytania.
Pamietajac o przyjetych w tym paragrafie umowach — tj. ze S jest zbiorem
wyrazen zdaniowych poprawnie zbudowanych okres$lonego jezyka J; ze
D, ¥, D, d,, .. to formuly z tego zbioru; X, Y, Z, X, X,, ... to podzbiory
zbioru S; a <A, D> to system aksjomatyczny o aksjomatach A (A < S)
i dzialaniach wnioskowania D — przyjmijmy, ze napis ,®,, @,, ..., @,
|—<A’ o> @, 1 < n” jest skrotem powiedzenia, ze wyrazenie @, jest wypro-
wadzalne na gruncie systemu <A, D> z wyrazeh @, @,, ..., ®  —oilel
< n, natomiast gdy n =1, wtedy symbol ten upraszcza sie do |'<A, os D,
i znaczy: @, jest tezg systemu <A, D>. Warto przy tym zauwazy¢, ze za
pomoca pojecia konsekwencji fakty te mozna wyrazi¢ napisami:
®eCn,, . {D,P,..,Q }oraz®eCn_, , {J} 1. ® € Cn<A D>

W zapisie, a nastepnie w dowodzie twierdzenia o dedukcji dla kla-
sycznych rachunkéw logicznych — tj. obejmujacych klasyczny rachunek
zdan i klasyczny rachunek predykatéw z identyczno$cia — warto skorzy-
sta¢ z umow upraszezajgcych napisy. Systemy takie byly reprezentowane
ukladem <A, Djpg> W ktorym A, oraz Diog oznaczaja zbidr logicznych
aksjomatow oraz pierwotnych dzialan (regul) wnioskowania. W poniz-
szych zapisach do klasycznych systemoéw (rachunkoéw) logicznych bedzie
relatywizowal wprowadzony juz wskaznik L, dlatego zamiast og6lniejsze-
go symbolu wyprowadzalnoéci |_ A b Dedzie tu stosowane jego uszczego-
lowienie |—L, w ktérym L jest postawione zamiast peliejszego symbolu

6 Twierdzenie o dedukgji: dla klasycznych rachunkéw zdan jest w: W.A. Pogorzelski,
Klasyczny rachunek zdan. Zarys teorii, Warszawa 1975, s. 98—104 (dowdd oraz
przyklady i uwagi co do zasiegu tego twierdzenia w obrebie innych rachunkéow
zdan); dla klasycznego rachunku logicznego i systemow opartych na logice klasycz-
nej w: A. Grzegorczyk, Zarys logiki matematycznej, dz. cyt., s. 166—171 i T. Batog,
Podstawy logiki, dz. cyt., s. 148—154. Zawarta w niniejszym opracowaniu prezen-
tacja twierdzenia o dedukeji jest wzorowana na L. Borkowski, Wprowadzenie do
logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 330—337.
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<A,y D1og™> Przy czym w zapisach symbolicznych pojawia si¢ teraz sym-

bole A i D, . Zgodne z tymi umowami zapisy twierdzenia o dedukcji dla

log

klasycznego systemu logicznego wygladaja zatem tak:

T11.1 Jezeli®, @,, ... @ | D, t0®, D, .. ,} '@ =]

T11.2 Jezeli®, @,,..,® , F @,
to |-L "D = (D,= (.= (D, ,=)..)".

Analiza struktury napisow w T11.1 oraz T11.2 prowadzi do wnios-
ku, ze dysponujac twierdzeniem T11.1 mozna je n-krotnie zastosowac
w dowodzie T11.2,azT11.2 da sie uzyska¢ T11.1 na podstawie reguly
odrywania. Ponadto jest widoczne, ze w systemie zalozeniowym KRZ
i WRP (przedstawionym w **RI.3 i **RIII.2) odpowiednikiem T11.1
jest regula dolaczania implikacji do dowodu (wtérna reguta budowania
dowodow), natomiast postaci T11.2 odpowiada reguta budowania zato-
zeniowych dowodow wprost (regula pierwotna).

Dowdd twierdzenia o dedukeji dla klasycznych systeméw logicznych
warto poprzedzi¢ pomocniczymi definicjami i twierdzeniami. Jak wie-
my (**RI.4), w ujeciu metalogicznym (pozwalajacym pomina¢ wyrazne
sformutowanie reguly podstawiania) w systemie logiki klasycznej mozna
przyjac tylko dwie reguly pierwotne, tj. RO i DA. Dlatego i w definicjach
pojet stosowanych w dowodzie, i w samym dowodzie zostang uwzgled-
nione tylko sytuacje stosowania tych dwoch regul.

Oto definicje pojeé upraszezajacych sformutowanie dowodu.

D9.a Cigg wyrazen ¥, ¥, ..., ¥,
wyrazenia ¥ z wyrazen @, @,, ..., @, wtedy i tylko, gdy: ostatnim
wyrazem ciggu jest wyrazenie wyprowadzane (¥, = ¥), a kazdy
wyraz nalezy do (A, U {®,, @,, ..., D }) lub jest uzyskany w wy-
niku zastosowania do wczeéniejszych wyrazow tego ciagu reguly
odrywania lub reguly dolaczania kwantyfikatora ogolnego zasto-
sowanej do zmiennych, ktére nie s3 wolne w wyrazeniach ¥, ¥,

o &

K

jest wyprowadzeniem w systemie L

D9.b .9, .. D, |—L Y wtedy i tylko, gdy istnieje w systemie L wypro-
wadzenie wyrazenia ¥ z wyrazen @, @,, ..., @

Sformulowany w D9.a warunek dotyczacy uogdlniania formut jest

zgodny z ograniczeniami co do stosowania reguly DA (**RII1.2.1). La-
two jest dostrzec, ze zdefiniowane w D9.a pojecie wyprowadzenia jest
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uszczegOtowieniem pojecia dowodu (dow, ,(C, @), ***RI1.2: D3.1) od-
powiednim dla systemu <{(A v {®, D,, ..., @ }), {RO, DA}>. Zamiast
moéwié o wyprowadzeniu i wyprowadzalnoSci (istnieniu wyprowadze-
nia) danej formuly z danego zbioru wyrazen na gruncie okre$lonego
systemu, mozna moéwi¢ o dowodzie i dowodliwo$ci (istnieniu dowodu)
w odpowiednio wzbogaconym systemie — w tym kontekécie w systemie
<{A u{D,D, .., D} {RO, DA}>.

Da sie okaza¢, ze spelnione sa nastepujace implikacje (beda uzyte jako
twierdzenia pomocnicze w dowodzie T11.1):

L1.1 Jedli f ¥, t0d, D, .., D } V.

Dowdd:

W kontekécie D9 jest oczywiste, ze jesli W jest teza klasycznego ra-
chunku logicznego, tzn. jest wyprowadzalne z aksjomatéow A _systemu
<A,y Di> =L, t0 jest tez wyprowadzalne ze zbioru (A U {®,, D,, ..., D }),

za pomocg tych samych dzialan (regul) wyprowadzaniaz D, tj. RO i DA.
L1.2 Jedlid, @, ... 0, F 'W=Q0, P, 109,D, .9 | Q.

Twierdzenie to jest intuicyjnie oczywiste: jeéli z jakiego$ zbioru wy-
razen jest wyprowadzalna okre$lona implikacja i jest wyprowadzalny jej
poprzednik, to jest tez wyprowadzalny jej nastepnik.

Dowéd:

Jesli

1.9,0,..,.0 F¥W=Qoraz®, D, .., O, | ¥{zal},

to — w mys$l D9 — istniejg ciggi wyrazen dajace podstawe do twierdzen

ogloszonych w zatozeniu, tj. {OV}:

2.ciag @, D,, .., D, ¥V, V¥, .., ¥  "¥= QO jest wyprowadzeniem wy-
razenia "Y' = Q',acigg @, D,, ..., 9,,0,,0,,..,0_, ¥jest wyprowa-
dzeniem wyrazenia ¥ z wyrazeh @, @,, ..., @ w systemie L.

Wtedy

3.cigg 0, ,, ..., ¥, ¥, ... ¥ K ¥=0,0,0,..,0 ¥ Qjest
wyprowadzeniem wyrazenia Q z wyrazen @, @,, ..., @ w systemie L
{D9.a, 2},

czyli: @, D,, ..., D, | Q{D9.b, 3}.

L1.3 Jesli¥e{D, D, .. P} 0D, D, ... D } Q= P

Zgodnie z tym twierdzeniem: je$li dane wyrazenie jest posrod wyra-
zeh @, @,, ..., @ tworzacych podstawe dla wyprowadzania, to z wyrazen
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tych jest wyprowadzalna kazda implikacja, ktorej nastepnikiem jest to
wyrazenie.

Dowéd:

Jesli

1L.Ye{D,D, .., D} {zal.},

to jest wobec D9 oczywiste, ze

2.0,90, ..,0 }

Na podstawie prawa KRZ: g = (p = q) (**RI1.2: T18), zapisanego w meta-
jezyku i z uzyciem symboli widocznych w dowodzie, mozna uznaé

3. L= (@@=

Wobec tego:

4.0,@,..,.0 | P> Q= Py {L1.1, 3}
oraz

0,0, ..,0 Q= {L1.2,2,4}.

L1.4 Jeslid, @, .. | 'V, = (¥,=>¥), ¥, =¥, t0d,d,, ..,
o | Y= v,

Dowéd:

1.0,0, ..,.0 'V =W,=¥)oraz®,, D, .. D, | P, = ¥, {zal}.
Prawo KRZ (zw. prawem Fregego): [p= (= nN]=[(p=d)=(p=r)]-
zapisane w metajezyku i w symbolice stosownej do formul dowodu — daje
podstawe do uznania, ze:

2. HMY, = (¥,=> W)= (P, > P,)= (P, = W),

czyli — na podstawie L1.1:

30,0, .0 | ¥, = W,=>P)=>[(¥,=>P)= (W, = P
Poniewaz poprzednik tej implikacji, tj. "[¥, = (¥, = W,)]" jest wypro-
wadzalny z @, @,, ..., @, {1}, wiec — w mysl L1.2 — z wyrazen tych jest
rowniez wyprowadzalny jej nastepnik:

4.0,0, .0 | (¥,=>¥)= (¥, = @),

a jako ze tak samo jest w przypadku implikacji widocznej w 4. {1},

wigc ostatecznie: @, @,, ..., D, |-L W=

L1.5 Jedlid, D, .., D, |-L 'Y = O1izmienna a nie jest wolna w zad-
nym z wyrazeh @, @,, ..., ® 0D, D, ..., D |—L "= (Aa) Q.

Dowod:
Z zalozenia tej implikacji i D9 wynika, ze
1.0, @, .0, F'Aa) [¥= Q.
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Poniewaz zmienna a nie jest wolna w wyrazeniach @, @, ..., @, wigc sto-
sujgc prawo rachunku predykatéw: (A x) [p = AX)] < (p = (A x) AX)),
obowiazujace o ile w poprzedniku nie wystepuje zmienna wigzana kwan-
tyfikatorem og6lnym (**RII1.2: T15), mozna — zapisujac jego implikacje
prosta metajezykowo i w sposéb odpowiedni do symboli widocznych
w dowodzie — uzna¢ ze:
2. |-L Aa) [P=Q]l=[P=Aa)Ql,
a korzystajac z L1.1:
30,0, .0, F AN [¥=Q]l=[¥=(Aa) Q]
Poniewaz poprzednik implikacji zapisanej w 3. jest wyprowadzalny z wy-
razeh @, @, ..., @, wiec — na podstawie L1.2 — z wyrazen tych jest
rowniez wyprowadzalny jej nastepnik: @, @,, ..., @, |—L [P=ANa)Q]'. m
Lematy L1.1-L1.5 zostang wykorzystane w dowodzie twierdzenia
T11.1, tj. implikacji:
jezeli®, @, ... ®, , | &, 100, D,, ... D, | '@ =
Dowod T11.1:
Z zalozenia dowodzonego twierdzenia
1.0,®,.,0 | &,
oraz D9.b wynika, zZe w systemie L istnieje wyprowadzenie wyrazenia @
zwyrazen @, @,, ..., ®_, tj. {OV}:
2.ciagg ¥, ¥,, ..., ¥, jest w systemie L wyprowadzeniem wyrazenia @,
zwyrazeh @, @, ..., D,
co — zgodnie z D9.a — znaczy, ze:
3.9, =0,
oraz
4. kazdy wyraz tego ciagu:
(*) nalezy do (A, v {2, D,, ..., D_,})
lub
(**) jest uzyskany w wyniku zastosowania do wczeSniejszych wyrazéow
tego ciggu reguly odrywania lub reguly dolaczania kwantyfikatora
0golnego zastosowanej do zmiennych, ktore nie sg wolne w wyraze-
niach®, @, .., ¢ .
Da sie indukeyjnie okazaé, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

[ind] dla dowolnego wskaznika i wyrazow ciagu ¥, ¥, ..., ¥, tj. dla
l<isk®,D, .0, @ =¥

» Jezeli i = 1, to mozliwosci wskazane w 4. wierszu dowodu sa ograni-
czone jedynie do zawartych w czlonie (*), tj.:
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DODP, A v{D, D, ...},

€O znaczy, ze

(¥ eAlub? e{D, D, .. D}
Poniewaz oba zalozenia dodatkowe:

(L.1.D) WP e A
oraz

(ii.2) ¥ e{D, D, .. D}
prowadza do uznania, ze
(i) @, ,, ... D, | @, , = ¥ {L1.3, (i)},
wiec twierdzenie [ind] jest spelnione dla i = 1.

»» Dlai > 1 zakladamy, ze 1 < i < k oraz ze [ind] jest spelnione dla
wszystkich wskaznikoéw mniejszych od i, tj.:
oileh<i,to®,®d,, ... ® , | '® = ¥, {zal ind}.

Z przyjetych zalozen wynika — zgodnie z alternatywa w definiensie
okredlenia D9.a, zapisang w wierszu 4. dla ciagu ¥, ¥,,, ..., ¥,, o ktérym
mowa w wierszu 2 — ze rOwniez w przypadku wyrazow ciggu pozwalajace-
go mowi¢ o wyprowadzalno$ci na gruncie systemu L wyrazenia '@ = @1
zwyrazen @, @,, ..., @ _, jest spelniony warunek (*) lub (**).

Jesli

GNP eA v{D, D, .., D }){zd},
to wniosek @, @,, ..., D, |—L '@ = @ jest do uzyskania tak samo, jak
w przypadku i = 1.

Natomiast w sytuacji, gdy

(**.1) ¥, jest uzyskany z poprzedzajacych go wyrazoéw ciggu w wyniku

zastosowania do nich RO lub reguly DA (zastosowania poprawnego,

opisanego w 4) {zd.},
wtedy trzeba sprawdzié obie te mozliwosci.
Jesli
(**.1.1) ¥, jest wynikiem dzialania odrywania {zd.},
to
(**.1.2) istnieja wezesniejsze od ¥, wyrazy ciagu ¥, ¥, ..., ¥,, po-
wiedzmy {OV}, wyrazy ¥, oraz ¥, takie, ze ¥, = "W, = ¥ {4, RO}.
Z definicji D9.a, (**.1.2), faktu, ze i, i” < i oraz zalozenia indukcyjnego
wynika, ze:
(**13)0, D, .. ?,, '@, = W.=> )
oraz

(**14) D, D,, ... D, | '@ = ¥
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czyli
(**1.5) D, D, ., D , @ = (W.=> PN O =W
{(**.1.3), **.1.4)},
co — na podstawie L.1.4 — prowadzi do twierdzenia, ze:
(**1.6) @, D,, ..., D, } '@ = ¥
Jesli
(**.2.1) ¥, jest wynikiem zastosowania reguly dolgczania kwantyfi-
katora ogolnego {zd.},
to:
(¥*.2.2) istnieje wezeSniejszy od W, wyraz ciggu ¥, ¥, ..., ¥,, po-
wiedzmy {OV}, ¥, taki, ze ¥, = (A a) ¥}, a przy tym zmienna a nie
jest wolna w zadnym z wyrazen @,, @,, ..., @, {4, DA}
Z definicji D9.a, (**.2.2), faktu, ze i’ < i oraz zalozenia indukcyjnego
wynika, ze:
(**23) D, D,, ... D, | D =¥,
co — na podstawie L1.5 zastosowanego do (**2.2) — daje podstawe do
uznaniu, ze:
(*24) D, D, .. D, F '@ = Na) ¥,
czyli — wobec ¥, = "(A a) W' {(**.2.2}
(**2.5) D, D, .. D , | T® = P
Poniewaz (*.1) lub (**.1) oraz:
1= (pv (Dz, e (pn-z I_L rq)n—lj q]i1
*1) = (Dl’ (Dz' e (pn-z I-L r(pn-l3 g’l !
{(**.1.1) = (**.1.); (**.2.1) (**.2.5)}, wiec mozna uzna¢é, ze rowniez
dlai > 1 twierdzenie @, @,, ..., D, |-L '@ = W jest prawdziwe.
Wobec » oraz » » mozna uzna¢ dowod twierdzenia [ind] za zakon-
czony, co znaczy, ze:
50,0, ..,9, , F'® = ¥ {ind]}
a poniewaz ¥, = @_{3}, wigc ostatecznie
0, D, .0, P >
Dowod T11.2:
Z wyzej udowodnionego twierdzenia o dedukcji dla klasycznych systemow
logicznych, zapisanego w postaci T11.1, wynika twierdzenie o dedukcji
zapisane w postaci T11.2 (w dowodzie T11.2 trzeba zastosowaé wielo-
krotnie T11.1).m
Stosujgc T11.2, mozna okazaé, ze systemy zalozeniowy i aksjoma-
tyczny rachunku klasycznego s rownowazne: w systemie aksjomatycz-
nym (wzbogaconym w metasystemie o D9a i D9.b) mozna uzyskac reguly
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pierwotne systemu zaloZzeniowego, a w systemie zalozeniowym aksjomaty
i reguly pierwotne systemu aksjomatycznego’.

Warto zauwazy¢, ze: odpowiednikiem twierdzenia o dedukcji w po-
staci T11.1 jest w teorii konsekwencji implikacja:
jezeli ¥ e Cn (X U {@}), to 'd = W' e Cn (X),
tj. implikacja odwrotna réwnowaznosci T5’, udowodnionej dla syste-
moéw logicznych; a odpowiednikiem T11.2 jest implikacja o nastepniku
P = (D,=(..= (@, = ¥)..)" € Cn (X). Poniewaz w kolejnym rozdziale
wygodniej bedzie odwolywac sie do twierdzenia o dedukeji zapisanego
przy uzyciu symbolu ,,.Cn ”, warto wyrazniej niz w tej uwadze zanotowac
wzmiankowane odpowiedniki.

T11.1’ Jezeli ¥ € Cn (X U {®}), to '@ = ¥ e Cn (X).

T11.2’ Jezeli W e Cn (X U {D,, D,, ..., D},
t0'® = (D,= (.. = (D, = ¥)..)" € Cn (X).

Twierdzenie o dedukcji dla klasycznych rachunkéw logicznych daje
podstawe do udowodnienia tego twierdzenia dla systemoéw opartych na
rachunku klasycznym. W zapisie tego twierdzenia symbol ,,(A ...) @” ozna-
cza wyrazenie otrzymane w wyniku zwigzania kwantyfikatorem ogdlnym
wszystkich zmiennych wolnych wyrazenia @, czyli oznacza zdanie (formu-
le zamknieta) uzyskane w wyniku pelnej generalizacji formuly @, pelnej,
tj. obejmujacej wszystkie jej zmienne wolne. Jesli zmiennych wolnych nie
ma, a wiec gdy @ jest zdaniem, wtedy (A ...) @ = @. Symbol ,(A ...) "
uwyraznia fakt, ze twierdzenia systemoéw, nawet gdy sa zapisywane w po-
staci funkcji zdaniowych, to sg rozumiane jako zdania, np. napisy: x = X,
X+ 1> X, X=y =y =X itp. sa rozumiane jako spelione dla dowolnych
obiektow z zakresu zmiennych uzytych w tych twierdzeniach, tj. sg rozu-
miane jako: (A X) X=X, (AX)x+ 1> X, (A X, y) X =y = y = x itp. Nato-
miast L* = <(A, U A), D> to oparty na klasycznym rachunku logicznym
system dedukcyjny, w ktérym A, to zbior aksjomat6éw logicznych, a A_ to
zbibr aksjomatow specyficznych dla tego systemu, w ktérych wystepuja
wlasciwe dla niego state pozalogiczne.

7 Szkic dowodu réownowaznosci tych systemow jest w: L. Borkowski, Wprowadzenie

do logiki i teorii mnogoscti, dz. cyt., s. 334—336, a dowdd twierdzenia o rbwnowaz-
nos$ci systemow KRZ zalozeniowych i aksjomatycznych jest w: W.A. Pogorzelski,
Klasyczny rachunek zdan..., dz. cyt., s. 187-193.
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T12.a Jezeli |-L+ D, tj. D jest tezg systemu opartego na klasycznym ra-
chunku logicznym o aksjomatach pozalogicznych A, to istnieja
takie aksjomaty A, A,, ... A € A, ze implikacja
(AL A AA A AA ] = D jest tezg logiczng,
tj. |-|_ ANDAAA AL AAT]= D

Dowéd:
Z zalozenia tego twierdzenia
L b, o
oraz D9.b wynika, ze
2. w systemie L* istnieje wyprowadzenie, czyli dowod wyrazenia @, tj.
skonczony cigg wyrazen {W2, D3.1}, ktory jest oparty na zbiorach: L,
L,, ..., L e A aksjomatow logicznych oraz A, A,, ..., A e A aksjomatow
specyficznych systemu L* {OV}.
Wobec tego
3. istnieje takze dowod wyrazenia @ oparty na zalozeniach:
AL AL AAL Joraz (A L) [AAA A LAA L=
do ktorych nie stosuje sie reguly podstawiania (bo nie ma w nich zmien-
nych wolnych) — w ktéorym korzysta sie wylacznie z regul systemu zato-
zeniowego klasycznego rachunku;
czyli
4. (NI AL AALLALDIAAA AAALF @ {D9}.
Korzystajac z twierdzenia o dedukgcji dla klasycznych systeméw logicznych
T11.2a, mozna zatem uznad, ze teza rachunku klasycznego jest implika-
cga{(A.)[LAL A ALI=(AL)IAAAAAA]= DY,
a wiec, ze:
5 AN DL AL AALI= (MDA AA A AAT= D)
Poniewaz poprzednik (A ...) [L, A L, A ... L ] tej implikacji jest tezg lo-
giczng, wigce takze jej nastepnik "(A ...) [A, A A, A A A ] = D jest tezg
logiczng. Jako ze w aksjomatach A , A,, ... A € A wystepujg pozalogiczne
stale wlasciwe dla danego systemu opartego na logice klasycznej, wiec
SciSlej mozna powiedzie¢, ze implikacja "(A ...) [A, AA, A L. AA ] = D
jest teza w sensie szerszym, tj. podstawieniem jakiej$ tezy rachunku kla-
sycznego. W T12.a mowa o tezie, bo — jak wiadomo — w wyniku prawi-
dlowego podstawienia uzyskuje sie z tezy teze. B

Prawdziwa jest rowniez implikacja odwrotna do T12.a, tj.:
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T12.b Jezeli |—L ALY A AA AL AA]T = D, 1. istniejg aksjomaty
AL A, .. A €A, takiezeimplikacja "(A..) [A AA, A AA 1= D
jest tezg logiczna, to @ jest teza systemu opartego na klasycznym
rachunku logicznym o aksjomatach pozalogicznych, tj. |—L+ D.

Dowdd:
Jesli
1. |'|_ AN AAA A AA]= P {zal},
to — zgodnie z L1.1:
2. b TA DA AA A L AA]= DL
Poniewaz zdanie "(A ...) [A, A A, A ..A A ]jest tezg systemu L*, wige row-
niez wyrazenie @ jest jego teza: |-L+ o.n
Prawidlowosci T12.a i T12.b daja podstawe dla uznania nastepu-
jacej rbwnowaznoSci:

T12 @ jest teza systemu L* opartego na klasycznym rachunku logicz-
nym o aksjomatach pozalogicznych A, tj. |—L+ @, wtedy i tylko, gdy
istnieja takie aksjomaty specyficzne A, A, ... A, € A_tego systemu,
ze implikacja "(A ...) [A, A A, A ..A A ] = @7 jest tezg logiczna, tj.

FrA DA AA A AA]= O

Zgodnie z T12 tezami dowolnego systemu dedukcyjnego opartego
na logice klasycznej sa formuly wyprowadzalne z aksjomatow logicznych,
w ktérych mozna podstawia¢ formuly danego systemu. Inaczej mowiac,
tezami takiego systemu sa konsekwencje logiczne jego aksjomatoéw. Zna-
czy to, ze dowodzenie twierdzen w systemach dedukeyjnych jest nie tylko
oparte na prawach logiki, lecz wlaéciwie jest dowodzeniem podstawien
praw logiki.

2.4 Wiasnosci systemoéw dedukcyjnych

O ogo6lnych wlasnosSciach systeméw dedukeyjnych byta juz wzmianka
w uwagach o wlasno$ciach systemoéw aksjomatycznych KRZ (**RI1.4).
Sposréd warunkow wezesniej wyliczonych i ogélnikowo okreslonych zo-
stang teraz dokladniej omowione pojecia niesprzeczno$ci, zupelnosci
i rozstrzygalnoSci systemu dedukcyjnego (wspomniany wczeéniej waru-
nek pelosci, jako wlasnoéé systemu semantyczna, zostanie okre$lony
w ***RII.2) oraz pojecie niezalezno$ci aksjomatéw systemu. To ostatnie
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pojecie wskazuje na systemy aksjomatyczne, jednakze pojecia niesprzecz-
nosci, zupelosci i rozstrzygalnoéci dotycza dowolnych systeméw deduk-
cyjnych.

2.4.1 Niesprzecznosé

Niesprzeczno$¢ jest koniecznym warunkiem stawianym kazdemu zbio-
rowi zdan, w tym zbiorowi tez systemu. Najcze$ciej warunek ten jest
formutowany, zgodnie z treScig nazwy ,niesprzeczno$¢”, jako wymog,
by posérod zdan danego zbioru, a wiec takze posrdd tez systemu nie bylo
wyrazen sprzecznych. W ponizszym zapisie tak rozumianej niesprzeczno-
$ci systemow — zwanej niesprzecznoscia zwykla lub negacyjna® — symbol
»S”, stosowany juz na oznaczenie okres§lonego ogotu wyrazen zdaniowych
poprawnie zbudowanych, jest uszczegétowiony do symbolu ,,S_, ,.”, 0zna-
czajacego zbidr poprawnie zbudowanych wyrazen zdaniowych systemu
<A, D>.

D10.al Zbioér wyrazen zdaniowych X jest niesprzeczny wtedy i tylko,
gdy nie istnieje @ takie, ze @ € Cn(X) A '~@1 € Cn(X);

D10.a2 System <A, D> jest niesprzeczny wtedy i tylko, gdy
~VodeS ) [@ e Cn, ((A)AT~D1 € Cn, (A)].

<A, D>

Swobodniej mozna wiec powiedzie¢, ze z niesprzecznego zbioru nie
da sie wyprowadzi¢ pary zdan sprzecznych, co w przypadku systemu
znaczy, ze pary takiej nie da sie wyprowadzi¢ z aksjomatéw systemu,
stosujgc reguly wyprowadzania (D4.c¢), tj. Ze nie ma w systemie pary tez
wzajemnie sprzecznych.

Okres$lenie pojecia sprzecznego zbioru zdan i sprzecznego systemu
uzyskuje sie przez zaprzeczenia okreélenia D10.a:

D10.al’ Zbior wyrazen zdaniowych X jest sprzeczny wtedy i tylko, gdy
istnieje @ takie, ze @ € Cn(X) A '~D1 € Cn(X);

D10.a2’ System <A, D> jest sprzeczny wtedy i tylko, gdy
VWD eS )[@ e Cn, [(A)AT~D' e Cn, [(A)].

<A, D>

8 Zob.: G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., s. 67; J. Wolenski, Semantics and Truth, dz.
cyt., s. 135, Df15(e).

68



SYSTEMY DEDUKCYJNE — POJECIA | WEASNOSCI SYNTAKTYCZNE

Sprzeczno$¢ dyskwalifikuje system i oparte na nim interpretacje,
poniewaz w systemie takim — zgodnie z prawem (p A ~p) = g (Dunsa
Szkota) — mozna uznaé (udowodnic¢) dowolne jego wyrazenie zdaniowe,
co znaczy, ze wszystkie wyrazenia zdaniowe systemu, niezaleznie od ich
wartoéci logicznej, sa jego tezami.

Korzystajac z poje¢ zdefiniowanych w D10.a oraz prawidlowos$ci
dotyczacych relacji konsekwencji Cn , mozna uzasadni¢ prawidlowosci
sformutowane w kolejnych twierdzeniach i wnioskach.

T13 Zbior wyrazen zdaniowych X jest niesprzeczny wtedy i tylko, gdy
niesprzeczny jest zbior Cn (X).

Na podstawie tego wniosku mozna powiedzie¢ m.in., ze system de-
dukcyjny jest niesprzeczny wtedy i tylko, gdy niesprzeczny jest zbior
A jego aksjomatow.

Dowod:

H

1. Zbioér wyrazen zdaniowych X jest niesprzeczny {zal.}

2. Nie istnieje formula @ taka, ze @, '~@' e Cn (X) {1, D10.al1}
3. Nie istnieje formula @ taka, ze @, '~®' € Cn (Cn (X)) {2, T3’}.

Zatem: Zbioér Cn (X) jest niesprzeczny {3, D10.al1}.
H

1. Zbiér Cn| (X) jest niesprzeczny {zal.}

Gdyby bylo tak, ze

2. Zbior X jest sprzeczny {zdn.},
wtedy istnialaby formula @ taka, ze

3. @, '~d' e Cn (X). {1, D10.al}

Jako ze Cn (X) < Cn (Cn (X)) {T1’}, wiec

4. @, "~@' € Cn (Cn (X)),

a to znaczy, ze zbior Cn (X) jest — wbrew zalozeniu — sprzeczny.
{4,D10.al1}.m

T14 Jedli zdanie '~@' ¢ Cn (X), to zbior (X U {®}) jest niesprzeczny
w sensie okreSlonym w D10.al.

Zgodnie z tym twierdzeniem dowolny niesprzeczny zbiér X mozna
niesprzecznie rozszerzy¢ o kazde takie zdanie, ktérego negacja nie jest
wyprowadzalna ze zbioru X (nie jest jego konsekwencja logiczng).
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Dowéd:

Jesli

1.7~@1 ¢ Cn (X),

a jednocze$nie

2. zbidr (X U {®}) jest sprzeczny {zdn.},

to — zgodnie z D10.al’ — istnieje takie wyrazenie zdaniowe ¥, ze:

3. ¥eln(Xu{d}) AT~ e Cn (XU {D}), 1.

4. TY A~ e Cn (XU {D}).

Korzystajac z twierdzenia o dedukcji {***RI1.2: T11.1}, ktoére warto tu
sformutowaé w postaci:

5.jezeli "P A ~P1 e Cn (XU {D}), to 'd = (P A ~P) € Cn (X),
mozna uznac:

6.0 = (WA ~WP)' e Cn (X){RO: 5, 4; mozna wykorzystac takze ***RI.2:
T5).

Na podstawie prawa [p = (q A ~q)] = ~p (a prawa klasycznego rachunku
logicznego wyznaczaja relacje konsekwencji Cn,):

7.0 = (WA ~P)] = ~P1 e Cn (X),

co — zgodnie z implikacjg ***RI1.2: L1.2, zastosowang do 6 — daje pod-
stawe do uznania, ze takze:

8. ~@' e Cn (X),

co jednak jest sprzeczne z zalozeniem 1.8

T15.1 Zbior wyrazen zdaniowych X jest niesprzeczny w znaczeniu
okreslonym w D10.al wtedy i tylko, gdy niesprzeczny w tym
samym sensie jest kazdy jego skonczony podzbior;

T15.2 System <A, D> jest niesprzeczny w znaczeniu okre§lonym
w D10.a2 wtedy i tylko, gdy niesprzeczny w tym samym sensie
jest kazdy system <A’, D> taki, ze A’ jest skoniczonym podzbio-
rem A.

Wedle tego twierdzenia — zwanego twierdzeniem o zwarto$ci (dla
niesprzeczno$ci) — niesprzeczno$¢ danego (nad-)zbioru/systemu daje
podstawe do wnioskowania o niesprzecznosci jego podzbioréow/podsys-
temow; a wobec tego sprzeczno$¢ jakiegokolwiek podzbioru/podsystemu
przenosi sie na sprzeczno$¢ calego zbioru/systemu, w ktorym sprzeczny
jest zawarty.
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Dow6d T15.1:

H

Dolaczenie do zalozen:

1. X jest niesprzeczny w znaczeniu okre§lonym w D10.al,
2. XX

przypuszczenia, ze

3. Zbior formul zdaniowych X’ jest sprzeczny, {zdn.},
prowadzi do sprzecznosci. Z 3. wynika bowiem, ze:
4. (V@ e S,) [®, T~ e Cn (X)] {D10.a1%}.

Jako ze X' < X {2}, wigc Cn (X") < Cn (X) {T2}, co znaczy, Ze:

5. (V@ eS) [P T~ e Cn (X)],

czyli ze zbior X jest sprzeczny w sensie zgodnym z D10.a1, co jednak jest
sprzeczne z zalozeniem 1.

=

Skoro, zgodnie z zalozeniem implikacji odwrotne;j

1. kazdy skonczony podzbiér zbioru X jest niesprzeczny,

to jest wykluczone, by:

2. X byt zbiorem formut zdaniowych sprzecznym {zdn.}.

Gdyby bowiem tak bylto, wtedy — zgodnie z D10.a1’ — istnialoby @ takie,
ze

3. @ e Cn (X) AT~@1 € Cn (X).

Wtedy jednak — w my$l T4’ — istnieja takie skoficzone podzbiory Y, i Y,
zbioru X, ze

4.@ e Cn(Y)AT~D e Cn (Y,).

Jakoze: Y, Y,c (Y, LUY,) {**RIV.1:T11},
wiec takze

5.¢n (Y,),Cn (Y,) = Cn (Y, UY,) {T2%,

oraz

6.9, '~P' e Cn (Y, LUY,) {4, 5},

co znaczy, ze suma (Y, U Y,) jest zbiorem sprzecznym  {D10.al’},

a poniewaz: (Y, U Y,) X, wigc istnieje skonczony podzbior zbioru X
sprzeczny, co jest niezgodne z zalozeniem 1.

Dowo6d T15.2:

Uzasadnienie tego twierdzenia jest analogiczne do dowodu T15.1.

H

1. System <A, D> jest niesprzeczny w sensie D10.a2;
2.AcA {zal.}
3. System <A, D> jest sprzeczny {zdn.}
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4.(VOeS,, )@ '~ eCn, (A)] {3, D10.a2%}

5.Cn, (A) c Cn, 5(A) {2, T2}

6.(VO@eS,, ) [@ T~ eCn, (A)] {4, 5, **RIV.1: T4},

7. System <A, D> jest sprzeczny {6, D10.a2.}

Sprz. 1, 7.

=

1. Niesprzeczny jest kazdy system <A’, D> taki, ze A’ jest skonczonym

podzbiorem A {zal.}

2. System <A, D> jest sprzeczny w znaczeniu okres§lonym w D10.a2’
{zdn.}

3.VPeS,_, ,)[PeCn, (A)AT~D e Cn, (A)] {2, D10.a2%}

Istnieja takie podzbiory Y, i Y, zbioru A, ze

4.® e Cn(Y) AT~@ e Cn (Y,) {T4}

Jakoze: Y, Y,c(Y,UY,)cA {*RIV.1: T11}, wigc

5.0, ~@ e (Y, UY,) {4}

6. System <(Y, U Y,), D> jest sprzeczny w znaczeniu okreslonym
w D10.a2’
Poniewaz (Y, U Y,) c A, wigc na podstawie 6. mozna uznac, ze
7. Nie kazdy system <A', D> taki, ze A’ A jest niesprzeczny.
Sprz. 1, 7.1

W5.1 Jezeli zbior formut Y jest niesprzeczny oraz X c Y, to X jest nie-
sprzeczny.

Zgodnie z tym wnioskiem wlasno$¢ niesprzecznosci dowolnego zbioru
formul mozna przenie$¢ na zawarte w nim podzbiory. Wniosek ten wynika
bezposrednio z T15.1

W5.2 Jezeli X, X, X,, ... jest nieskonczonym ciggiem zbioréw formut
zdaniowych niesprzecznych w znaczeniu okre§lonym w D10.al
oraz ciag ten jest wstepujacy, tzn. X, < X, < X, c ..., to suma X
wyrazéw tego ciggu jest zbiorem niesprzecznym w tym samym
sensie.

W mys$l tej implikacji suma wyrazow rosnacego ciggu zbioréw nie-
sprzecznych jest niesprzeczna.
Dowod:
Zgodnie z zalozeniami tej implikacji:
1. X}, X,, X,, ... jest ciaggiem zbioroéw niesprzecznych w sensie D10.al
2. X, e X, e X,
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Przypu$¢my ponadto, ze
3. Zbior X =U X, i = 1, ..., o jest sprzeczny {zdn.}
4. Istnieje skonczony i sprzeczny podzbiér Y « X {3, T15.1}.
Jakoze X=U X, i=1,...,, wigc kazda z formul zbioru Y ={® , @,, ..., D }
nalezy do ktérego$ zbioru w ciggu X, < X, < X, ... . Niech X, jest ostat-
nim takim zbiorem w tym ciagu, do ktérego nalezy ktoras z formut zbioru
Y. Poniewaz wszystkie poprzedzajace X, zbiory w tym ciagu za zawarte
w X, wiec wszystkie formuly zbioru Y sa rowniez elementami zbioru X :
5.Y X,
Jako ze Y jest zbiorem formul sprzecznym {4}, wiec
6. X, jest zbiorem sprzecznym {T15.1},
co przeczy zalozeniu 1, ze kazdy wyraz ciggu X, < X, < X, c ... jest zbio-
rem niesprzecznym.®

Okreslenie D10.a, dobrze oddajace intuicje wiazane z niesprzeczno-
$cig, nie moze jednak by¢ stosowane do systemoéw, w ktorych stowniku
nie wystepuje symbol negacji. Okreslenie ogdlniejsze, stosowalne rowniez
do systemdw bez znaku negacji, jest nastepujace.

D10.b1 Zbi6r wyrazen zdaniowych X jest niesprzeczny wtedy i tylko,
gdy ~(A @ € S) @ e Cn(X);

D10.b2 System <A, D> jest niesprzeczny wtedy i tylko, gdy
~AND €S ) @ € Cn, (A).

<A, D>

W kontekscie tak rozumianej niesprzeczno$ci — zwanej absolutng® —
jest oczywiste, ze jesli zbior zdan X lub system <A, D> jest niesprzeczny
w sensie okre§lonym w D10.b2, to istnieje wyrazenie @ niewyprowa-
dzalne z danego zbioru zdan czy w danym systemie, co znaczy, ze ogo6l
wyrazen zdaniowych nie jest zawarty w zbiorze konsekwencji zbioru X czy
wCn, (A), awigc ze zbior tych konsekwencji jest podzbiorem wlasciwym
og6hu zdan S jezyka systemu <A, D>. Oto ten wniosek, sformulowany dla
niesprzecznego systemu:

W6 System <A, D> jest niesprzeczny wtedy i tylko, gdy
Cn, S(A)cS #Cn, 5(A).

<A, D>

9 Zob. G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., s. 67; J. Woleniski, Semantics and Truth,
dz. cyt., s. 135, Df15(d).
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Nawigzujac do ostatniej rownowazno$ci, mozna powiedziec, ze

D10.b2’ System <A, D> jest sprzeczny wtedy i tylko, gdy
(AN@eS_, )@ eCn, J(A), 4. gdyS,, ,.=Cn, (A).

<A, D> <A, D>

W systemie sprzecznym w sensie D10.b2’ da sie wiec wyprowadzié
kazde wyrazenie zdaniowe poprawnie zbudowane. W zakresie systemow
ze znakiem negacji definicje D10.a i D10.b (takze D10.a’ i D10.b’) sa
rownowazne, czyli zbior wyrazen/system jest niesprzeczny negacyjnie
(w sensie klasycznym) wtedy i tylko, gdy jest niesprzeczny absolutnie.

NiesprzecznoSci systeméw dedukeyjnych dowodzi sie dwiema meto-
dami syntaktycznymi: metoda cechy dziedzicznej oraz metoda interpre-
tacji (metody semantyczne sa omoéwione w ***RII).

Pierwsza z tych metod jest oparta na pojeciach zdefiniowanych
#***R1.1: D4.c i D4.d, tj. na pojeciu wlasnosci dziedzicznej ze wzgledu
na funkcje oraz ze wzgledu na klase funkcji. Warto przypomnie¢, ze fakt
dziedziczenia wlasnoéci W ze wzgledu na funkcje f jest zapisywany jako
inh(W, f), a na dziedziczenie tej wlasnosci przez klase F funkeji wskazuje
napis inh(W, F).

Dowody niesprzecznosci systeméw rozumianej zgodnie z D10.a2 sg
oparte na nastepujgcym twierdzeniu.

T16.a Jesliistnieje wlasnosé W, ktora przystuguje kazdemu aksjoma-
towi systemu <A, D> i jest dziedziczona ze wzgledu na klase
dzialan D, tj. inh(W, D), oraz W nie przystluguje wyrazeniom
sprzecznym, to system ten jest niesprzeczny w sensie zdefinio-
wanym w D10.a2.

Dowod:

Jako ze zbior tez systemu aksjomatycznego <A, D> jest identyczny
zZ_. (A, D), tj. z najmniejszym zbiorem zawierajacym zbior A i zamknie-
tym ze wzgledu na klase dzialann wnioskowania D {D2}, jak rowniez jesli
jakas$ cecha przystuguje kazdemu elementowi danego zbioru i jest dziedzi-
czona (niezmiennicza) ze wzgledu na kazdg funkcje (dzialanie) klasy D,
tj. inh(W, D), to cecha ta przystuguje takze kazdemu elementowi zbioru
Z_. (A, D) {***RI.1: T1}, wigc z zalozen tego twierdzenia, tj.:

LD, e AW(D);

2. inh(w, D);

3. wlasno$¢é W nie przystuguje wyrazeniom sprzecznym
wynika, ze:
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4. (A @) [D jest tezg systemu <A, D>, tj. @ € Cn, [(A) = W(D)]
{D2,***RI1.1: T1: 1, 2}.
Poniewaz przypuszczenie, ze

L1(VoesS,, )P ~® e Cn, (A)]
implikuje wniosek, ze

1.2 W(®) i W(~D) {4, 1.1},
ktory jest sprzeczny z zalozeniem 3., wiec
5.~V e S.a o) [, T~D1 e Cn, 5(A)] {1.1 = sprz.},

co znaczy, ze system <A, D> jest niesprzeczny w sensie okre$lonym
wD10.a. &

Natomiast w dowodach niesprzecznosci pojmowanej jak w D10.b2
podstawowe jest twierdzenie:

T16.b Jesli istnieje wlasnoéé W, ktéra przystuguje kazdemu aksjo-
matowi systemu <A, D> i jest dziedziczona ze wzgledu na kla-
s¢ dzialan D, tj. inh(W, D), oraz istnieje @ € S_, . takie, ze
~W(®), to system ten jest niesprzeczny w sensie zdefiniowanym
w D10.b2.

Dowéd:
I ten dowdd jest oparty na definicji D2 oraz na twierdzeniu ***RI.1: T1,
ktore zastosowane do zalozen:
LAD, e AW(D);
2. inh(W, D);
3.istnieje @ € S_, . takie, ze ~W(®)
prowadza do uznania, ze:
4. (\ D) [D jest teza systemu <A, D>, tj. @ e Cn, 5(A) = W(D)]
{D2, ***R1.1: T1: 1, 2}.

Skoro kazdej tezie tego systemu przystuguje wlasnoé¢ W, to — zgodnie z 3:
5.V e S.a o) [P ¢ Cn, o(A)],
czyli
6.~(AND e Sea 0) D€ Cn, o(A) {~A: 5},
co pozwala oglosic, ze system <A, D> jest niesprzeczny w znaczeniu zde-
finiowanym w D10.b2. ®

Poréwnanie T16.a i T16.b prowadzi do praktycznego wniosku co
do budowania dowod6w niesprzecznosci opartych na tych twierdzeniach.
Poniewaz dwa pierwsze zatozenia obu tych twierdzen sg takie same, wiec
w dowodzie — niezaleznie od sprawdzanego systemu i od tego, czy korzy-
stasiezT16.a czy zT16.b — trzeba najpierw okazaé, ze istnieje wlasnos¢,
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ktora przystuguje wszystkim aksjomatom danego systemu i jest dziedzi-
czona ze wzgledu na klase pierwotnych jego dzialanh wnioskowania, a na-
stepnie, ze nie przystuguje: tezom sprzecznym (gdy w dowodzie korzysta
sie z T16.a) lub jakiemus$ wyrazeniu zdaniowemu danego systemu (gdy
korzysta sie z T16.b).

Wedlug tego schematu dowodzi sie niesprzecznosci aksjomatycznych
systemow klasycznego rachunku zdan, np. systemu Hilberta-Bernaysa
i systemu implikacyjno-negacyjnego Lukasiewicza (**RI.4): poniewaz
wlasno$c¢ tautologicznosci (sprawdzania sie metoda zero-jedynkowa)
przyshuguje aksjomatom tych systemoéw i jest dziedziczona ze wzgledu
na pierwotne dzialania odrywania i podstawiania, bo w wyniku zastoso-
wania RO lub RP do aksjomat6w uzyskuje sie tautologie KRZ, a wlasno$¢
ta nie przyshuguje formutom sprzecznym (bo tylko jedna z pary formul
sprzecznych moze sie sprawdzac¢ metoda zero-jedynkowa), wiec — zgodnie
zT16.a — aksjomatyczne systemy KRZ (dokladniej — systemy ze znakiem
negacji) sa niesprzeczne w sensie zdefiniowanym w D10.a2, a wiec takze
w sensie okreslonym w D10.b21°,

Przykladem systemu KRZ niezawierajacego znaku negacji jest im-
plikacyjny rachunek zdan, w ktérego stowniku oprécz zmiennych zda-
niowych i symboli pomocniczych (nawiaséw) jedynym symbolem stalej
jest znak implikacji. System ten jest oparty na pierwotnych regutach
odrywania i podstawiania oraz na aksjomatach:

p=a=[a=n=((E=r)]

p=(@=p)

[(p=a)=p]=p.

W dowodzie niesprzecznoéci tego systemu metodg cechy dziedzicznej
korzysta sie z T16.b: poniewaz aksjomaty tego systemu sg tautologiami
KRZ i wlasno$¢ tautologicznosci dziedziczy sie wzgledem dzialan zgod-
nych z RO i RP, a przy tym sa takie wyrazenia zdaniowe tego systemu,
np. pojedyncze zmienne, p = g, p = (q = r) itd., ktérym wlasnos¢ ta nie
przystuguje, wiec system ten jest niesprzeczny w sensie zdefiniowanym
w D10.b2.

Przykladem dowodu, w ktérym korzysta sie z dziedziczenia wlasnoéci
innej niz tautologicznos$¢ jest dowod niesprzecznosci rownowaznoscio-
wego rachunku zdan, w ktérym sposrod symboli funktoréw wystepuje

10 'W: G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., s. 69—70 sa dowody niesprzeczno$ci zwyklej
i absolutnej dla systemu KRZ.
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wylgcznie symbol rownowaznosci, pierwotnymi regutami sa RO_ i RP,
a jedynym aksjomatem formuta:

pepelrege (el

Aksjomat ten ma te wlasnos¢, ze kazda zmienna zdaniowa wystepuje
w nim parzysta liczbe razy (jako ze 0 nalezy do liczb parzystych, wiec
dotyczy to takze — co wazne z uwagi na stosowanie RP — symboli zmien-
nych innych niz widoczne w zapisie tego aksjomatu). Poniewaz wlasnosé
wystepowania przez kazda zmienna parzysta liczbe razy jest dziedziczona
przez dowolne wyrazenie uzyskane z tego aksjomatu w wyniku stosowania
RO i RP, a sa takie wyrazenia zdaniowe tego systemu, kt6rym wlasnosé ta
nie przystuguje (np. pojedyncze zmienne), wiec — na podstawie T16.b —
system ten jest niesprzeczny w sensie D10.b2!!.

Dowody niesprzecznos$ci metodg interpretacji syntaktycznej sa oparte
na sformulowanej nizej definicji D11. Poniewaz w kontekscie rozwazan
tego rozdzialu jest oczywiste, ze chodzi o interpretacje syntaktyczna, a nie
o semantyczna, wiec i w tej definicji, i w dalszych analizach mowa po pro-
stu o interpretacji, a przy tym symbol T — uzywany w innych kontekstach
takze na oznaczenie ogohu tez systemu — bedzie sie odnosit do systemow
aksjomatycznych.

D11 System aksjomatyczny T ma interpretacje w systemie aksjoma-
tycznym T’ wtedy i tylko, gdy istnieje takie przyporzadkowanie
terminom pierwotnym systemu T terminéw (pierwotnych lub zde-
finiowanych) systemu T, Ze po zastgpieniu terminow pierwotnych
systemu T przez przyporzadkowane im terminy T jest tak, ze:

1. aksjomaty systemu T sa przeksztalcane w tezy systemu T’;
2. reguly pierwotne systemu T sg przeksztalcane w reguly syste-
mu T

Odczytujac warunek 1., warto pamietaé, ze aksjomaty systemu tez
sq jego tezami, czyli warunek ten dopuszcza przeksztalcenie aksjoma-
tow (wszystkich lub niektérych) systemu T w aksjomaty systemu T,
a wymagane w warunku 2. przeksztalcanie regul pierwotnych systemu
T obejmuje ich przejscie nie tylko w reguly pierwotne, lecz takze wtoérne
systemu T'. Wyrazenia, ktore uzyskuje sie z wyrazen systemu T w wyniku

11 Wszystkie podane przyklady dowodéw niesprzeczno$ci metoda cechy dziedzicznej
sa zaczerpniete z: L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosct, dz. cyt.,
s. 3381 340.
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zastgpienia w nich terminéw pierwotnych tego systemu terminami sys-
temu S’ (zgodnie z przyjetym przyporzadkowaniem), nazywa sie thuma-
czeniami wyrazen systemu T w systemie T'. Stosujac te nazwe, mozna
krocej powiedzie¢, ze system T ma interpretacje w systemie T' wtedy
i tylko, gdy ttumaczenie kazdego aksjomatu systemu T jest teza systemu
T, a thumaczenie kazdej pierwotnej reguly wnioskowania systemu T jest
regula wnioskowania w systemie T'. Analogicznie mowi sie o poszczegol-
nych aksjomatach i pierwotnych regutach wnioskowania systemu T: maja
interpretacje w systemie T' wtedy i tylko, gdy ich tlumaczenie jest teza/
regula wnioskowania systemu T'.

Okreslenie D11 upraszcza sie w przypadku systemoéw aksjomatycz-
nych opartych na tym samym rachunku logicznym, czyli na tych samych
pierwotnych regutach wnioskowania, w takiej sytuacji mozna bowiem po-
mingé warunek 2. Korzystajac z upraszczajacego terminu ,,thumaczenie”,
mozna pojecie interpretacji okre$li¢ dla takich systemdéw nastepujaco:

D11’ Jesli systemy aksjomatyczne T i T' sa oparte na tym samym ra-
chunku logicznym, to T ma interpretacje w systemie aksjomatycz-
nym T’ wtedy i tylko, gdy thumaczenie kazdego aksjomatu systemu
T jest tezg systemu T'.

Gdy w definicji tej mowa o thumaczeniu aksjomatu, chodzi — co w kon-
tekécie tych okreslen powinno by¢ jasne — o thumaczenie w systemie T,
tj. wyrazenie uzyskane w wyniku przyjetego przyporzadkowania (zastg-
pienia) termin6w obu systemow.

W kontekécie D11 jest zrozumialy nastepujacy wniosek (i w nim jest
uzyty, dla skroétu, termin ,thumaczenie”).

W7 Jesli system aksjomatyczny T ma interpretacje w systemie T', to thu-
maczenie kazdej tezy systemu T — uzyskane w wyniku fundujacego
interpretacje przyporzadkowania terminéw systemu T terminom
systemu T’ — jest tezg w systemie T'.

Dowdd:

Rzeczywidcie, je$li bowiem T ma interpretacje w systemie T', to istnieje
przyporzadkowanie terminéw obu systemow, w ktérym tlumaczenie kaz-
dego aksjomatu systemu T jest teza systemu T’, a thtumaczenie kazdej re-
guly pierwotnej systemu T jest regula wnioskowania w systemie T' {D11}.
Jesli wiec teza @ nalezy do aksjomatow systemu T, to jest tezg T'; a jeSli
teza @ systemu T nie jest jego aksjomatem, czyli zostala wyprowadzona

78



SYSTEMY DEDUKCYJNE — POJECIA | WEASNOSCI SYNTAKTYCZNE

z aksjomatow na podstawie pierwotnych regul wnioskowania, to jest takze
wyprowadzalna z thumaczen aksjomatow i thumaczen regul pierwotnych
w systemie T', czyli tez jest teza tego systemu. W

W dowodach niesprzeczno$ci systeméw aksjomatycznych metoda
interpretacji korzysta sie z nastepujgcego twierdzenia.

T17.a Jeslisystem aksjomatyczny T ma interpretacje w systemie aksjo-
matycznym T’ oraz system T’ jest niesprzeczny w sensie okres-
lonym w D10.a2, to réwniez system T jest w tym sensie nie-
sprzeczny.

Dowdd:

Sformulowane w kontek$cie zalozen:

1. System T ma interpretacje w systemie T’

oraz

2. System T’ jest niesprzeczny w sensie okre$§lonym w D10.a2

przypuszczenie, ze:

3. system T jest sprzeczny w sensie zdefiniowanym w D10.a2’{zdn.}

prowadzi do sprzeczno$ci. Zalozenie to znaczy bowiem, ze:

4. system T zawiera jako swoje tezy dwa wyrazenia sprzeczne, @ i '~@?

{3, D10.a2’},

a wtedy réwniez ich thumaczenia @ i '~®", uzyskane w przyporzadko-

waniu ustalajacym interpretacje, bylyby dwiema sprzecznymi tezami

systemu T'{W7}, czyli i ten system bylby sprzeczny, wbrew zalozeniu 2. ®
W sytuacjach, w ktérych mozna moéwic jedynie o niesprzecznosci

w znaczeniu zdefiniowanym w D10.b2, jest stosowane twierdzenie ana-

logiczne do T17.a, lecz pozwalajace oglosi¢ niesprzeczno$é danego sys-

temu T na podstawie niesprzecznosci systemu T’ tylko po spelieniu

dodatkowego warunku.

T17.b Jesli system aksjomatyczny T ma taka interpretacje w systemie
aksjomatycznym T', ze kazde wyrazenie zdaniowe systemu T’ jest
tlumaczeniem pewnego wyrazenia zdaniowego systemu T oraz
system T’ jest niesprzeczny w sensie okreslonym w D10.b2, to
rOwniez system T jest w tym sensie niesprzeczny.

Warto dostrzec, ze dodatkowy (w poréwnaniu z T17.a) warunek do-
tyczy nie tylko tez systemu T, lecz dowolnego jego wyrazenia zdaniowego
(ma by¢ ttumaczeniem jakiego$ wyrazenia zdaniowego systemu T), tj.

dowolnego wyrazenia nalezacego do T , ..
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Dowéd:
Zalozenia dowodzonego twierdzenia:
1. System T ma interpretacje w systemie T’;
2. Kazde wyrazenie zdaniowe systemu T' jest tlumaczeniem pewnego
wyrazenia zdaniowego systemu T;
3. System T’ jest niesprzeczny w sensie okre§lonym w D10.b2.
Z zalozenia 3. oraz D10.b2 wynika, ze istnieje takie wyrazenie zdaniowe
systemu T', ktore nie jest jego teza (S_, .1 S'_, ., to 0got poprawnie zbu-
dowanych wyrazen zdaniowych systemu, odpowiednio, T i T'), tj. {OV}:
4P eS_, , AD ¢Cn, (A).
Wtedy, zgodnie z 2.:
5. istnieje @ € S
wyrazenie @’.
7 przypuszczenia, ze:
1.1 system T jest sprzeczny w znaczeniu okreslonym w D10.b2’ {zd.}
wynika:
1.2 @ jest tezg systemu T, tj. @ € Cn, 5(A) {D10.b2’, 5}
1.3 @’ jest tezg systemu T' tj. @ € Cn, o(A) {W7,1, 1.2},
co jednak jest sprzeczne z 4. Zatem:

< >, KtOrego ttumaczeniem w danej interpretacji jest

T jest niesprzeczny w znaczeniu okreSlonym w D10.b2’ {1.1=sprz.}.®
Dowody niesprzeczno$ci systemu przeprowadzane metoda cechy
dziedzicznej s3 nazywane absolutnymi, jako ze nie wymagaja poréwny-
wania danego systemu z innym. Natomiast dowody metoda interpretacji
nazywa sie dowodami wzglednymi, poniewaz okazujgc niesprzeczno$c
danego systemu, trzeba wskazaé jego interpretacje w innym systemie
niesprzecznym. W ten posredni sposéb da sie udowodnic na przyklad: nie-
sprzeczno$¢ geometrii nieeuklidesowej, interpretujac ja w geometrii eukli-
desowej, ktorej niesprzeczno$é okazuje sie, interpretujac ja w arytmetyce,
ktora jest systemem niesprzecznym; niesprzecznos¢ algebry Boole’a oraz
Lukasiewicza aksjomatycznego systemu sylogistyki arystotelesowskiej
przez interpretacje tych systeméw w klasycznym rachunku zdan (ktorego
niesprzeczno$¢ da sie okaza¢ metoda cechy dziedzicznej)!2.

12 przyklady tu podane i inne sg doktadniej opisane w: L. Borkowski, Wprowadzenie
do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 343.
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2.4.2 Zupetnosé

Podstawowe, intuicyjnie tatwiej uchwytne pojecie zupelosci dotyczy
systemow, w ktorych wystepuja zdania, tj. wyrazenia zdaniowe nieza-
wierajgce zmiennych wolnych. Mowa wtedy o tzw. zupelnoéci systemu
w sensie klasycznym.

D12.al1 System aksjomatyczny <A, D> jest zupelny (w sensie klasycz-
nym) wtedy i tylko, gdy dla kazdego zdania @ € S jest tak,
ze: D e Cn, o(A) v I~D! e Cn, 5(A).

<A, D>

Odczytujac te (i D12.b) definicje trzeba pamietad, ze S jest zbiorem
poprawnie zbudowanych formul jezyka J, w ktérym jest zbudowany sys-
tem <A, D>. Definicja ta jest wiec zrelatywizowana do okreslonego jezy-
ka: chodzi o zdanie @ dowolne, lecz sformutowane w jezyku J systemu
<A, D>1, Po drugie, jako ze zgodnie z przyjeta w tym podrozdziale sym-
bolika, S_, .
takze funkcji zdaniowych, tj. wyrazen ze zmiennymi wolnymi), dlatego
warunek ze wyrazenie @ jest zdaniem, musi by¢ w D12.a wyraznie po-
stawiony. Jak bowiem wiadomo (*RIII.1), istnieja wzajemnie sprzeczne
funkcje zdaniowe — np. x>y, ~(x >y); p v q, ~(p v q) — z ktérych kazda
jest falszywa, czyli zadna funkcja z danej pary nie jest teza. Mowiac swo-
bodniej i ogolniej niz w tej definicji: w systemie zupelnym z kazdej pary
zdan sprzecznych zapisanych w jezyku danego systemu co najmniej jedno
zdanie jest jego teza.

Zgodnie z D12.al1 mozna, uzywajac innej terminologii, powiedzieé,
ze jesli system <A, D> jest zupely, to nie ma w jezyku tego systemu zdan
od systemu niezaleznych, tj. takich, ze ani dane zdanie, ani jego negacja
nie s tezami systemu.

To ostatnie sformulowanie (tak samo jak rozumienie niesprzecznosci
zgodne z D10.a2) moze by¢ takze stosowane do zbioréw zdan, takze do
zdan sformulowanych w jezyku naturalnym, czesto zwanych systemami

oznacza og6l wyrazen zdaniowych systemu <A, D> (a wiec

13 Relatywizacja zupelosci do jezyka J danego systemu, tu podkre$lona w komenta-
rzu do D12.a, bywa wskazywana wprost w definicji zupelnoéci — zob. np.: T. Batog,
Podstawy logiki, dz. cyt., s. 218, definicja 7.1; L. Borkowski, Wprowadzenie do
logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 347-348, definicje 151 16. W: A. Grzegorczyk,
Zarys logiki matematycznej, dz. cyt., pojecie zupelno$ci jest zrelatywizowane do
okreslonego jezyka za posrednictwem identyfikujacego dany jezyk zbioru jego ter-
minow stalych (tamze, s. 249, definicja 6).
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(np. filozoficznymi), ktore nie s systemami (teoriami) w znaczeniu uéci-
Slonym wyzej w D5 (takze W3.a, W3.b, T10). Ponizsze okreslenie moze
by¢ stosowane m.in. do rozstrzygania, czy jest zupelny zbiér aksjomatow
A badanego systemu, tj. czy kazde zdanie jezyka J lub jego negacja jest
posrod konsekwencji logicznych zbioru A.

D12.a2 Zbioér X formul zdaniowych jezyka J jest w tym jezyku zupelny
(w sensie klasycznym) wtedy i tylko, gdy dla kazdego zdania @
tego jezyka jest tak, ze: @ € Cn (X) v '~@' € Cn (X)™.

Klasyczne rozumienie zupelo$ci nie moze by¢ stosowane do syste-
moéw, w ktorych wystepuja wylgcznie funkeje zdaniowe. W przypadku
takich systemow jest badana tzw. zupelnos¢ w sensie Posta.

D12.b System aksjomatyczny <A, D> jest zupelny w sensie Posta wtedy
i tylko, gdy dla kazdego @ € S_, . jest tak, ze:
®eCn, (A)ven, (Au{dP =S, "

<A, D>

Pamigtajac, ze rownos¢ Cn, (A w {®@}) =S_, ..
<A, D> wzbogacony o wyrazenie @ jest systemem sprzecznym w znacze-

znaczy, ze system

niu okreSlonym w D10.b2’, mozna odczytac te definicje nastepujaco:
system jest zupelny w sensie Posta wtedy i tylko, gdy kazde wyrazenie
zdaniowe zapisane w jezyku tego systemu jest jego teza lub dolaczone do
tez daje system sprzeczny w sensie zdefiniowanym D10.b2’1¢,

Z badan nad systemami dedukcyjnymi wiadomo, zZe nieliczne tylko
s3 systemami zupelnymi. Systemem zupelnym w sensie klasycznym jest
klasyczny rachunek zdan z kwantyfikatorami. Stownik tego rachunku
jest wzbogacony o znaki kwantyfikatoréw, kwantyfikatory wiaza zmienne
zdaniowe i sg stosowane zgodnie z regutami rachunku predykatow. O ile,

14 Zupelo$é zdefiniowana jak w D12.a jest takze nazywana zupeloScia negacyj-
na — zob. G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., s. 145. W cytowanej pracy jest takze
zdefiniowana zupelno$é rozumiana ogoélniej, tj. bez warunku, by formuta @ byla
zdaniem (tamze, s. 98). Zob. takze: J. Wolenski, Semantics and Truth, dz. cyt.,
s. 135, Df15(P).

Systemy zupelne w sensie Posta sa w: G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., s. 98 na-
zywane syntaktycznie zupelnymi (w jezyku polskim wystarczylby termin ,,system
zupelny”, bo teorie semantycznie zupelne sg zwane pelnymi).

15

16 Dlatego system dedukeyjny zupelny w sensie Posta moze by¢ takze nazywany mak-

symalnie niesprzecznym (maksymalnym niesprzecznym) — zob. J. Wolenski, Se-
mantics and Truth, dz. cyt., s. 135, Df15(i).
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co oczywiste, nie mozna klasycznie rozumianej zupelos$ci stosowac¢ do
system6w KRZ (nie ma w nich zdan), to po zwiazaniu kwantyfikatorami
zmiennych zdaniowych wystepujacych w sprzecznych funkcjach zdanio-
wych, z ktorych zadna nie jest prawdziwa, uzyskuje sie pary zdan sprzecz-
nych speliajace warunek wymagany dla klasycznie rozumianej zupelno-
$ci, tj. z kazdej pary zdan sprzecznych jedno jest teza, np. sprzeczne (obie
falszywe) funkcje zdaniowe p oraz ~p sg przeksztalcone w zdania (A p) p
oraz ~(A p) p, z ktérych drugie jest teza KRZ z kwantyfikatorami. Z kolei
aksjomatyczny systemy rachunku zdan Hilberta-Bernaysa oraz negacyj-
no-implikacyjny system Lukasiewicza (**RI1.4) sa systemami zupelnymi
w sensie Posta, a nie jest takim systemem wezszy rachunek predykatow
(**RII1.2.1), bo np. wyrazenie: (V x) A(X) = (A x) A(X) ani nie jest teza
WRP, ani dodane do tez nie daje systemu sprzecznego w sensie okreslo-
nymw D10.b2’.

W dowodach zupelo$ci (niezupelosci) systemu sa zwykle wykorzy-
stywane pojecia i twierdzenia dotyczace postaci normalnych (***RI.1.3
i 1.4.2). Najpierw trzeba okaza¢, ze kazde wyrazenie zdaniowe systemu
jest sprowadzalne do rownowaznej z nim postaci normalnej, a nastepnie,
ze 7 kazdej pary zdan o postaci normalnej sprzecznych jedno jest teza
(w dowodzie zupelos$ci w sensie klasycznym) albo ze kazde wyrazenie
o postaci normalnej jest teza systemu lub dotaczone do tez daje system
sprzeczny w sensie D10.b2’ (zupelno$é¢ w sensie Posta)!”.

Dla dowolnych systemoéw sformulowanych w okreslonym jezyku J
latwo jest okazaé, ze:

T18. Jesli system Y jest rozszerzeniem systemu X oraz:

a X jest systemem zupelnym w sensie klasycznym, to Y jest syste-
mem sprzecznym w sensie okre$lonym w D10.a’;

b X jest systemem zupelnym w sensie Posta, to Y jest systemem
sprzecznym w sensie okreSlonym w D10.b2’.

17 Szkic dowodu zupelos$ci w sensie Posta dla aksjomatycznego systemu KRZ Hil-
berta-Bernaysa jest w: L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci,
dz. cyt., s. 349. Wiele uwag (metalogicznych i historycznych) na temat zupelosci
oraz pelny dowdd zupelosci tzw. elementarnej teorii nieréwnoéci jest w: T. Batog,
Podstawy logiki, dz. cyt., s. 218-233.
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Dowéd:

Zalozenia wspoélne dla T18.a i T18.b to:

1. X, Y sa sformulowanymi w jezyku J systemami;

2. system Y jest rozszerzeniem systemu X.

Z zalozenia 1. wynika, ze

3.Cn(X) = XiCn(Y) =Y {W3.a},

a z zalozenia 2., ze

4. (Y = X) # @, 1j. istnieje zdanie, nazwijmy je @,: @, € Yi @, ¢ X {D5.b}.
Cd.dowoduTl18.a:

Zgodnie z zalozeniem tego twierdzenia:

5. system X jest zupelny w sensie klasycznym;

Jesli S, to ogol zdan jezyka, w ktorym jest sformulowany system X, to

5 znaczy, ze:

6. dla kazdego zdania @ € S, jest tak, ze: @ € Cn(X) v '~®1 € Cn(X)

{D12.a, 5}.

Poniewaz @, ¢ X {4}, wigc

7.1~® 1 e Cn(X) = X {6, 3};

jako ze Y jest rozszerzeniem X {2}, wiec

8.1~ 1 e Cn(Y) =Y {7, 3};

czyli

9. @, '~d' e Cn(Y) {4, 8},

co znaczy, ze system Y jest sprzeczny w sensie okreslonym w D10.a2’.
Cd. dowodu T18.b:

5. system X jest zupelny w sensie Posta {zal.};

6. dla kazdego zdania @ € S, jest tak, ze: @ € Cn(X) v Cn(X U {®@}) = S,

{5, D12.b}.

Poniewaz @, ¢ X = Cn(X) {4}, wigc jest wobec 6 oczywiste, ze

7.Cn(Xu{d}) =S, {6};

€O znaczy, ze

8. system (X U {® }) jest sprzeczny w sensie okres§lonym w D10.b2’.

Jako ze system (X U {@,}) jest zawarty w systemie Y {4}, wigc rowniez

system Y jest sprzeczny w sensie okre$lonym w D10.b2’. B
Jesli pojecie sprzecznoSci okreslone w D10.a2’ nazwie sie klasycz-

nym, a sprzeczno$¢ systemu okreslong w D10.b2’ — sprzeczno$cia w sen-

sie Posta, to komentujac T18, mozna powiedzie¢, ze kazde rozszerzenie Y

danego zupelnego — w sensie klasycznym lub Posta — systemu X niewy-

kraczajace poza jezyk J tego systemu jest sprzeczne — w sensie klasycz-

nym lub w sensie Posta. Warto podkresli¢, ze dla uznania prawidlowosci
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ogloszonych w T18 niezbedny jest warunek rozszerzania systemu X w ob-
rebie danego jezyka J. Jesli bowiem dopusci sie wzbogacenie rowniez
jezyka danego systemu zupelnego, to mozna uzyskac jego niesprzeczne
rozszerzenia'®. Dobrym tego przykladem sg aksjomatyczne teorie liczb
naturalnych: np. arytmetyka Presburgera (w jej jezyku jest symbol jed-
nego tylko dzialania, tj. dodawania) oraz arytmetyka Skolema (wylacznie
dzialanie mnozenia), ktorych rozszerzeniem sg niesprzeczne systemy
arytmetyki z dodawaniem i mnozeniem?°.

W kontekscie T18.a jest oczywiste, ze dowolny zbidér formul zdanio-
wych X jezyka J jest zupelny w znaczeniu okre§lonym w D12.a2 wtedy
i tylko, gdy dla dowolnej formuly @ jezyka J takiej, ze @ ¢ Cn (X), zbiér
(X U {@}) jest sprzeczny w sensie uéci§lonym w D10.al’. Inaczej mo-
wiac, kazde rozszerzenie (powiekszenie) zupelnego zbioru X o formule,
ktéra nie jest jego konsekwencja, daje zbiér wyrazen sprzeczny?. Z dru-
giej strony wiadomo (T14), ze jesli '~@' ¢ Cn (X), to zbior (X U {@})
jest niesprzeczny w sensie okres§lonym w D10.al, czyli dowolny nie-
sprzeczny zbiér moze by¢ niesprzecznie powiekszany o formule @, o ile
posrod konsekwencji zbioru X nie ma negacji tej formuly. Wniosek ten
nasuwa pytanie o granice takiego niesprzecznego rozszerzania, czyli
o maksymalne niesprzeczne rozszerzenie danego niesprzecznego zbio-
ru X formul jezyka J.

T19 Jezeli X jest niesprzecznym zbiorem formul zdaniowych jezyka J
(wsensie D10.a1l), to istnieje w tym jezyku niesprzeczny i zupelny
system Y, ktory jest rozszerzeniem zbioru X, tj. X < Y.

Kluczowe w dowodzie tego twierdzenia jest wskazanie sposobu dobrego
uporzadkowania formul jezyka J (w sensie uéci$lonym w **RIV.2: D27),

8 Warunek nierozszerzania jezyka jest obecnie sformulowany w naglowku T18
(wcze$niej byl jedynie zaktadany), a jest to wynikiem uwzglednienia uwagi J. Wo-
lenskiego, ktéry odnoszac sie do wezesniejszej wersji tego twierdzenia, wskazal
arytmetyke Presburgera jako (kontr-)przyklad systemu zupelnego majacego nie-
sprzeczne rozszerzenie.

19 Zupelo$¢ i rozstrzygalno$é artmetyki dodawania liczb calkowitych udowodnit

M. Presburger w 1929 roku, stosujac w dowodzie zupetnoéci zaproponowana przez
siebie metode eliminacji kwantyfikatorow, ktora takze jest znaczacym wynikiem
w badaniach metamatematycznych. Wlasnos$ci wybranych systeméw dedukeyjnych
sg zestawione w ***RIII.2.

20 Zob. T. Batog, Podstawy logiki, dz. cyt., twierdzenie 7.3, s. 220-221.
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czyli sposobu ulozenia tych formul w taki cigg, dla ktoérego istnieje sku-
teczna (efektywna) metoda rozstrzygania, na ktéorym miejscu w danym
ciagu (ktérym jego wyrazem) jest dowolna formuta badanego jezyka,
czyli — wyrazajac to w innej terminologii — wskazania efektywneego spo-
sobu wyliczenia, numerowania (enumeracji) wyrazen jezyka J. Klasycz-
nym sposobem, zapoczatkowanym przez K. Godla, jest tzw. arytmetyzacja
skladni jezyka J. Polega na tym, ze najpierw przyporzadkowuje sie pewne
liczby symbolom podstawowym, tj. ze stlownika (alfabetu) danego jezy-
ka, a nastepnie podaje sie algorytm (wzdr, funkcje), ktérego stosowanie
gwarantuje jednoznaczne przypisanie odpowiedniej liczby wyrazeniom
zlozonym. Chodzi wiec o okreélenie jedno-jednoznacznej funkeji, ktoéra
odwzorowuje zbior formul danego jezyka w podzbiér zbioru N: kazde
poprawnie zbudowane wyrazenie jezyka J ma odpowiadajgca mu liczbe,
a zbior wartosci tej funkcji, czyli liczby naturalne, wskazuja jednoznacznie
na dang formule. Takie jedno-jednoznaczne przyporzadkowanie doty-
czy wszystkich formul, od najprostszych, tj. skladajacych sie na alfabet
jezyka, do formul dowolnego rzedu (zob. np. ***RI.1: D2, D3) — takze,
co szczegblnie wazne dla uzasadniania twierdzen metalogicznych, dla
sformutowanych w danym jezyku ciagéw formul, czyli dla dowodow, co
jest wykorzystywane m.in. w metalogicznych dowodach twierdzen o wia-
snoéciach (m.in. o pelnoéci) systeméw dedukeyjnych.

Przykladem takiej efektywnej numeracji jest naszkicowana nizej
arytmetyzacja jezyka teorii liczb naturalnych?!. Pierwszym krokiem tej
procedury jest przypisanie liczb naturalnych podstawowym symbolom
(tworzacym alfabet) tej teorii:

()V/\"’:>\//\<:>OS<+.P:X|,
1(2|13|14]|5 10(11)12|13|14|15|16|17 (18|19

(o))
~
o
o)

W tym zestawie znakéw podstawowych O jest symbolem statym ozna-
czajacym liczbe zero (jest nazwa zera), S — odczytywany jako nastepnik —
symbolizuje funkcje, ktoérej wartoécia dla dowolnej liczby naturalnej jest
liczba o jeden od niej wieksza, np. S(0) = 1, a ogblnie S(x) = x + 1, symbol |
(kreska) stuzy do r6znicowania symbolu predykatowego P i symbolu zmien-
nej liczbowej X, np. zmienna x, jest w tym ujeciu reprezentowana przez xlll.

2 Przyklad jest zaczerpniety z: A. Grzegorcezyk, Zarys logiki matematycznej, dz. cyt.,
s. 392.
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Wyrazenia zlozone sg ciggami wyrazen podstawowych, np. formuta
X, = 0jest czterowyrazowym ciggiem znakoéw, ktorym w powyzszym przy-
porzadkowaniu odpowiadaja liczby 17, 18, 16 oraz 10; a formuta P(x, x) < 0,
jest ciaggiem symboli podstawowych oSmiowyrazowym, ktérego kolejne
wyrazy sa wskazane liczbami 15, 1, 17, 19, 17, 2, 12 oraz 10.

Przypisywanie liczb formulom ztozonym jest kierowane nastepujacym
algorytmem: wylicz liczbe, ktéra jest iloczynem kolejnych liczb pierw-
szych —-1.2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, ... — podniesionych do
potegi rownej liczbie naturalnej przypisanej danemu symbolowi podsta-
wowemu w powyzszej tabeli, a przy tym iloczyn ten ma tyle czynnikow,
ile jest wyrazow w ciagu reprezentujacym dang formute, Wartoécia tak
okreslonej funkcji N jest dla formuly:

x, = 0 iloczyn 27 38. 51¢. 710,

a N(P(x, x) < 0) =215. 31. 517. 719. 1117. 132. 1712. 1910,

Jedno-jednoznaczne przyporzadkowanie formut liczbom naturalnym
daje podstawe reprezentowania formul, relacji w zbiorze formul i wlas-
nosci tego zbioru liczbami, relacjami miedzy liczbami i wlasno$ciami
podzbioru liczb naturalnych bedacego N obrazem zbioru formut w zbio-
rze N2,

Innym, prostszym sposobem wzajemnie jednoznacznego przypisania
formulom badanego systemu liczb naturalnych jest arytmetyzacja jezyka
klasycznego rachunku zdan, ktérego stownik (alfabet) sklada sie z sze$ciu
symboli: znak ,prim” shuzy do ré6znicowania (tworzenia nazw) zmiennych
zdaniowych p’, p”, p””, ..., nawiasy pehia funkcje symboli pomocniczych,
a ~ oraz = sa jedynymi statymi logicznymi (symbole sp6jnikow prawdzi-
wosciowych). Znaki te s3 nastepujaco reprezentowane liczbami:

p ~ = ( )
10 100 1000 10000 100000 1000000

Formulom zlozonym z tych symboli sg jednoznacznie przypisy-
wane liczby naturalne, ktore sa oznaczane przez ciagi cyfr jeden i zero
otrzymane w wyniku zestawienia liczb przyporzadkowanych symbolom

2283 do tego niezbedne dalsze kroki metody arytmetyzacji sktadni, dostosowane
do dzialanh wykonywanych w systemie na wyrazeniach — zob. tamze, s. 392—-399,
gdzie jest tez zarysowany alternatywny sposdb — nawigzujacy do A. Tarskiego teorii
konkatenacji — reprezentowania w metalogice formut systemoéw logicznych.
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podstawowym w kolejnos$ci, w ktorej symbole te wystepuja w danej for-
mule. Napis uzyskany zgodnie z tym algorytmem jest w rozwijanej tu
reprezentacji nazwa (liczebnikiem, numeratem) liczby, ktéra jest przypi-
sywana danej formule.

Oznaczajac funkcje zgodna z tym przepisem przez L mozna na przy-
klad ogtlosié, ze:

L(p") = 10100,

L(~p’) = 1000010100,

a numeratem dla formuly ~(p’ = ~p”) jest:

100010000010100100001000101001001000000.

Jak widaé, na dlugosé formuly, tj. liczbe sktadowych jej symboli pod-
stawowych wskazuje liczba jedynek w uzyskanym numerale (odpowiednik
iloSci poczatkowych liczb branych z ciggu liczb pierwszych zgodnie z al-
gorytmem opisanym w przykladzie pierwszym).

Kazdej formule odpowiada dokladnie jeden numeral i odwrotnie,
kazdy numeral wskazuje jednoznacznie na odpowiadajaca mu formute
tego systemu. Liczby przypisane wzajemnie jednoznacznie formulom —
niezaleznie od zastosowanego, lecz jedno-jednoznacznego przyporzad-
kowania — uporzadkowane wedtug wielko$ci, wyznaczaja dobre upo-
rzadkowanie zbioru formul badanego systemu, co pozwala méwié o jego
formule pierwszej, drugiej, trzeciej, ... .

Zastosowanie opisanych wyzej, przykladowych metod reprezen-
towania formul do jezykéw formalnych uzywanych w praktyce (logiki
i matematyki) wymaga wprowadzenia pewnych uméw umozliwiajacych
jednoznaczne przypisanie formulom liczb, umoéw, ktére utrudnilyby zapi-
sywanie formul w danym jezyku i wykonywanie na nich operacji. Dlatego
na przyklad w jezykach przedmiotowych systemow logiki i matematyki sg
zwykle uzywane: jako zmienne zdaniowe litery p, g, r, ..., a nie symbole

p,p", p", ... — stosowane w opisie metalogicznym; zmienne nazwowe to
X, Y, Z ..., a nie x|, xll, xIll, ...; stale indywiduowe to a, b, c, ...; predykaty
sq symbolizowane literami P, Q, R, ..., funkcje znakami f, g, h, ... lub

F, G, H, ... aniePl, P, ..., FI, Fll oraz sa zwykle pomijane sktadniki wska-
zujace na liczbe argumentéw predykatu lub funkcji (w kontekscie calego
napisu jest to wiadome). Dlatego na przyklad w roéwnoSciach takich, jak
f(x, y) = z, jest prosty symbol f zamiast metajezykowego symbolu zlozo-
nego F**|, w ktorym gwiazdki wskazuja na liczbe argumentdw, a kreski
identyfikuja dany symbol spoéréd przeliczalnie wielu symboli funkceyj-
nych FI, Fll, ... . Ponadto sa w jezykach przedmiotowych przyjmowane
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inne umowy upraszczajace zapisy, np. umowy co do sily wigzania funk-
toréow, umozliwiajace pomijanie nawiaso6w wskazujacych na argumenty
funktora, lub umowy co do sposobu zapisywania zmiennych wigzanych
kwantyfikatorem.

Naszkicowana nizej metoda jednoznacznego reprezentowania i do-
brego uporzadkowania zbioru wyrazen badanego systemu jest celowo
bliska sposobowi zapisu formut stosowanemu w logice?. Punktem wyjscia
jest liniowe uporzadkowanie symboli podstawowych jezyka J badanego
systemu; poniewaz takze przecinek nalezy do symboli stlownika, dlatego
symbole w ponizszym ciggu (J) nie sa nim oddzielone (uzyte standardowo
wielokropek i $rednik nie naleza do stownika jezyka J):

J) ~Ave AV, O0]..spxa;PF= %1

Jak widac, grupa symboli spdjnikow prawdziwoséciowych poprzedza
w (J) grupy: kwantyfikatorow, wewnatrzjezykowych symboli pomocni-
czych, symboli zmiennych i stalych indywiduowych; rozmaitych relacji
itd. Trzeba to rozumie¢ tak, ze kazdy symbol spojnika poprzedza do-
wolny symbol pozostalych grup, a uporzadkowanie w poszczeg6lnych
grupach jest wskazane podanym wyliczeniem; wielokropki sugeruja, ze
uporzadkowanie moze by¢ uzupelnione np. o kolejne symbole spojnikow
prawdziwoéciowych (/, U, v), kwantyfikatory (V,, V,) lub inne operatory
itd. Po$réd uporzadkowanych wyzej elementéw slownika jezyka J sa
upraszczajace opis metalogiczny znaki * oraz |, stosowanie tych znakow
pozwala bowiem, jak byta o tym mowa, w jednolity sposob reprezentowaé
rozmaite symbole stale i zmienne uzywane w badanym systemie. Usunie-
cie ich z zasobu podstawowego wymaga wprowadzenia do definicji relacji
porzadkujacej zbior formut dodatkowych warunkéw, pozwalajacych do-
brze uporzadkowac zbior formul jezyka J. Chodzi tu np. o warunki takie,
jak: o kolejnos$ci symboli literowych decyduje ich miejsce w alfabecie (la-
cinskim, greckim, hebrajskim itd.), z ktorego sa czerpane litery; symbole
bez wskaznikéw (proste) poprzedzaja symbole ze wskaznikami, np. p po-
przedza p’ i poprzedza p,; wezesniejsze s3: symbole o wskaznikach mniej
zlozonych (np. p’ poprzedza p”), o mniejszych wskaznikach liczbowych
(p, przed p,) lub alfabetycznie wczes$niejszych wskaznikach literowych
(x; przed x)); o kolejnosci symboli rozstrzyga najpierw wskaznik dolny

% Propozycja ta jest zasadniczo zgodna z metoda uporzadkowania ,alfabetycznego”
opisang w: T. Batog, Podstawy logiki, dz. cyt., s. 221-222.
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(np. P,” przed P,’, P przed P.”). Porownujac formuly zlozone, trzeba
zestawiac ich kolejne symbole skladowe az do pierwszego réznicujacego,
tj. wskazujacego na kolejnos$é w uporzadkowaniu (czesto juz pierwszy
pozwala to rozstrzygnad), a jesli takie porobwnywanie wyczerpie ciag sym-
boli jednego z wyrazen i nie rozstrzyga o ich kolejnosci, wtedy wyrazenie
o wiekszej liczbie symboli sktadowych jest péZniejsze (nieréznicujace
wyczerpanie obu zasobow jest mozliwe tylko dla formut identycznych)?*.
Nie silac sie na probe wyczerpujacego sformutowania takich regul,
ktore zaleza od opisywanego jezyka J i tego, w jakim stopniu chce sie
zachowa¢ w metalogice jego stosowany w praktyce stownik, wystarczy
tu stwierdzié, ze definicja relacji R porzadkujacych og6t formul jezyka J
musi byé¢ taka, by w przypadku dowolnych dwoch poréwnywanych jego
formut dalo sie rozstrzygnac, ktora z nich jest weze$niejsza, a mowigc
dokladniej — relacja ta musi by¢ w danym zbiorze formul spdjna, antysy-
metryczna i przechodnia.
Na przyklad w kontekscie uporzadkowania zainicjowanego ciagiem
(J) (bez symboli * i I) oraz sformutowanych warunkéw dodatkowych
mozna ustali¢, ze formuly:
6 P
(i) pv~p
(i)  ~(pA~p)
i) (Pege(~qe~p)
) (AX) [pvAX] < (pv (AX)AX)
(vi) ~(Vx) A) < (A x) ~AX)
(vi) (A X) [P,(x) & P,()] = ((V, X) P,(X) < (V, X) P,(x))
(viii) (Vy)y=x
(ix)  (VYy=xrAy,lly=xrz=x)=y=17]
®  ANIVYIY=xArAy,Dly=xrz=X)=y=7]]
x1)  (AX)[PX) < Q(x)] = ((V, x) P(X) < (V, X) QX))
sg uporzadkowane w kolejnosci: (vi), (iii), (x), (v), (xi), (vii), (viii), (ix),
1, (D).
Formuly (vi) i (iii) sa wcze$niejsze od pozostalych, bo ich pierwszym
znakiem skladowym jest symbol ~ z pierwszej grupy symboli stownika,
a (vi) wyprzedza (iii), bo na trzecim miejscu (miejsce drugie nie réznicuje)

24 QOpisywane tu uporzadkowanie prowadzi do efektywnej enumeracji, a nie wymaga
dodatkowego dzielenia wyrazen na klasy wedle ich dlugosci, tj. liczby ich symboli
skltadowych (por. T. Bat6g, Podstawy logiki, dz. cyt., s. 222.)
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jest w tej formule symbol kwantyfikatora, wyprzedzajacy w uporzadko-
waniu wyjSciowym symbol p. Z kolei formuly rozpoczynajace sie od sym-
bolu nawiasu zwyklego zw. lewym (otwierajacego) poprzedzaja formuly
(i) i (ii), w ktorych jako pierwszy jest symbol p, pézniejszy niz nawiasy
w uporzadkowaniu wyjéciowym. W grupie wyrazen rozpoczynajacych sie
od nawiasu kazda z formut (v), (vii), (x) i (xi) poprzedza wyrazenia (viii)
i (ix), bo na drugim miejscu jest w tych pierwszych kwantyfikator ogo6lny,
a w tych drugich szczegélowy. Natomiast formuly (v), (vii), (x) i (xi), choé¢
nierozrbznialne na miejscach 1-5 — zajmowanych przez identyczny dla
tych formutl czlon (A x) [ — mozna wyliczy¢ w wyzej wskazanej kolejnoéci,
poniewaz w (x) jest na miejscu sz6stym nawias, wezesniejszy od symbolu
p zajmujacego to miejsce w formule (v), ktory z kolei jest wezedniejszy
od symbolu predykatowego widocznego na tym miejscu w formutach
(vii) i (xi), z ktorych ta ostatnia jest wezeéniejsza, poniewaz uzyty w niej
symbol P poprzedza, jako symbol bez wskaznikow, symbol P,. Z kolei
formula (viii) w opisanym uporzadkowaniu poprzedza ciag symboli (ix),
poniewaz ma mniej symboli skladowych, a porownywanie tych formul na
miejscach 1-7 nie réznicuje i wyczerpuje pierwsza z nich. Z tego samego
powodu wezesniejsza od wyrazenia (ii) jest formula (i).

Zbior formul uporzadkowany relacja spojna, antysymetryczna i prze-
chodnia jest uporzadkowany liniowo (zob. **RIV.2: D21.a); ponadto
w kazdym podzbiorze zbioru formul jest element pierwszy, czyli zbior ten
jest uporzadkowany dobrze (w znaczeniu okreslonym w **RIV.2: D27).
Opisana metoda, cho¢ nie polega na wzajemnie jednoznacznym przypi-
sywaniu formulom liczb naturalnych, a wobec tego nie porzadkuje zbioru
formul wedle wielko$ci przypisanych formutom liczb, to pozwala mowié
0 dobrym uporzadkowaniu zbioru formul, co rowniez daje podstawe, by
w dowodach twierdzen dotyczacych tego zbioru przyjaé, ze jest w nim
formula pierwsza, druga, trzecia itd, czyli ze da sie je efektywnie wyliczy¢.
Skoro istnieje, takie jak naszkicowane wyzej, wyliczenie N wszystkich
formul danego jezyka, to da sie takze uporzadkowaé dobrze, czyli ulozyé
w ciag wszystkie jego formuly bedace zdaniami.

Dowd6d T19:

1. X jest dowolnym niesprzecznym zbiorem formul zdaniowych jezy-
kaJ {zal}.

Na podstawie powyzszych ustalen, przyjmijmy, ze:

2a. Efektywna enumeracja N ustawia formuly jezyka Jw ciag @, @,, @.,, ...
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2b. Pochodna wzgledem N enumeracja N’ polega na tym, ze po pomi-
nieciu w ciggu {@,, @,, D,, ...} formut zbioru X niebedacych zdaniami
(formul otwartych) wylicza sie pozostale w nim zdania w kolejnosci ich
wskaznikow w ciaggu wyjSciowym.

Niech:

3a. {Y,. i € IV} jest ciggiem nieskoniczonym takim, ze:

@My =X

(ii) jesli @, jest i-tg formulg w uporzadkowaniu N, to

Y,,, =Y, u{®} oile "~®1 ¢ Cn (Y)

i+1

albo
Y., =Y, 0ile™~®1 e Cn (Y); {def.}
3b.Y=Cn(UY,i=1,.. ) {def.}.

Zgodnie z indukeyjng definicjg 3a, jesli do poczatkowego zbioru Y, = X
mozna niesprzecznie wlaczy¢ formule pierwsza w uporzadkowaniu N, to
Y,=Y,u{® }, ajedli nie mozna, wtedy Y, = Y ; te same warunki wyzna-
czajq zbior Y, a ogolnie zbior Y, dla dowolnego i = 1, ..., 0. W definicji
3b systemu Y suma U Y,, i = 1, ...,  jest rozumiana zgodnie z **RIV.1:
D6.a3.

Da sie okazaé, ze Y jest systemem (a) niesprzecznym), (b) zupelnym)
orazze (c) X Y.

Ad (a) Zdefiniowany w 3a sposob konstruowania ciggu {Y;: i € N'} gwa-
rantuje, ze wszystkie jego wyrazy sa niesprzecznymi zbiorami formul.
Zbior Y jest identyczny z niesprzecznym zbiorem X, a jesli jest niesprzecz-
ny zbior Y, {zal. ind.}, to niesprzeczny jest takze zbior Y, |, bo jest on albo
identyczny z Y, albo — o ile zdanie "~ @' ¢ Y, — jest zbiorem (Y, U {@}),
ktory rowniez — zgodnie z T14 — jest niesprzeczny. Zatem:

4. Kazdy zbior formut ciggu {Y,: i € IV} jest niesprzeczny w sensie zgod-
nym z D10.al.

Poniewaz jest w kontekscie 3a oczywiste, ze ciag {Y,: i € N} jest wste-
pujacy, tzn.

5.Y,cY,cY,c.c¥Y c..,

wiec na podstawie W5.2 mozna uznac, ze:

6. Suma U Y, i = 1, ...,  jest zbiorem niesprzecznym (w tym samym
sensie).

Zatem system Y =Cn (U Y,, i = 1, ..., o) jest niesprzeczny {6, T13}.

Ad (b) Trzeba okazac, ze dla kazdego zdania @ tego jezyka:

@ e Cn (Y) v T~d' e Cn (Y).
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Dowolne zdanie @ jezyka J zajmuje okre$lone miejsce w uporzadkowaniu
N’ zdan tego jezyka, a tym samym okre$lone miejsce i w szeregu formul
D, D,, D, ... ulozonym wedle enumeracji N. Okreslone w 3a zasady nie-
sprzecznego dolaczania formul dotycza wiec takze zdania @. Mianowicie:
jesli '~@1 ¢ Cn (Y),to @ € Y, =Y, U {D}, czyli jest takze elementem
sumyUY,i=1,..,),zbioruY=Cn (UY,i=1,..,0)orazCn (Y){T1};
jesli natomiast '~@1 € Cn (Y), to jest rowniez elementem sumy
UY,i=1,..,®),zbioruY oraz zbioru Cn (Y).
Dla dowolnego zdania @ tego jezyka jest wiec tak, ze:
@ e Cn(Y) v T~d' e Cn (Y).
Ad (c) Poniewaz kazdy ze zbiorow ciggu {Y: i € N} jest zawarty sumie
UY,i=1,.. 0 {**RIV.1: T11}, a suma ta jest zawarta w
Cn(UY, i=1,.., 0){T1’}, wiec
X=Y,cCn(UY,i=1,.,0)=Y {3a, 3b}.m

Zgodnie z T19 mozna glosi¢, ze kazdy niesprzeczny zbiér formut
ma niesprzeczne i zupelne (maksymalne) rozszerzenie, co znaczy takze,
ze kazda niesprzeczna teorie logiki klasycznej da sie rozszerzy¢ do nie-
sprzecznej teorii zupele;j. Twierdzenie to, udowodnione przez A. Linden-
bauma, jest wykorzystywane jako pomocnicze w dowodach wielu waznych
twierdzen metalogicznych (dlatego jest zwane lematem)?.

2.4.3 Rozstrzygalnosé

Scista definicja rozstrzygalnoéci jest oparta na pojeciu obliczalno$ci:
system jest rozstrzygalny wtedy i tylko, gdy zbi6r jego tez jest obliczalny?®.
Inaczej mowigc, system jest rozstrzygalny, gdy zbiér jego tez jest reku-
rencyjny, co znaczy, ze o dowolnej formule zdaniowej z jezyka danego

% Zob. Logika formalna. Zarys encyklopedyczny z zastosowaniem do informatyki
i lingwistyki, red. W. Marciszewski, Warszawa 1987, s 135; W.A. Pogorzelski,
Klasyczny rachunek zdan..., dz. cyt., s. 105—111; biogram naukowy A. Linden-
bauma — zob. J. Wolenski, Lindenbaum, Adolf, w: A. Dabrowski, M. Holy-ELuczaj,
A. Schumann i in., Leksykon logikéw polskich 1900-1939, Krakow—Rzeszow
2022, s. 203—-208. Role analogiczng do T19, wykorzystywanego w dowodach twier-
dzen o istnieniu rozszerzen dla systemow finitystycznych, odgrywa w kontekstach
(sytuacjach, rozumowaniach) ogdlniejszych, tj. obejmujacych zbiory nieskonczone
nieprzeliczalne, lemat Kuratowskiego, uogélniony do twierdzenia zwanego lema-
tem Kuratowwskiego-Zorna (zob. **RI1V.2.3.4: T21).

26 Zob. L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 349, D19.
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systemu da sie skutecznie rozstrzygnaé, czy jest elementem tego zbioru.
Poniewaz pojecie obliczalnosci zostalo wyzej okreslone tylko intuicyjnie
(w uwagach do pojecia systemu dedukeyjnego i aksjomatyki), a pojecie
rekurencyjnosci zbioru jedynie w ostatnim zdaniu, wiec bardziej jest
w kontekécie dotychczasowych ustalen zrozumiale twierdzenie, ze roz-
strzygalno$c¢ znaczy, ze istnieje skuteczna (tj. w skonczonej liczbie kro-
kow) metoda rozstrzygania o kazdym wyrazeniu zapisanym w jezyku
danego systemu (teorii), czy jest ono jego teza®”.

D13.a System X jest rozstrzygalny wtedy i tylko, gdy dla dowolnej for-
muly zapisanej w jezyku tego systemu istnieje skuteczny sposob
(algorytm) ustalania, czy formula @ jest teza systemu X, tj. czy
@ e Cn(X).

Oproécz pojecia systemu rozstrzygalnego vs nierozstrzygalnego, jest
w metalogice stosowane pojecie systemu istotnie nierozstrzygalnego.

D13.b System X jest istotnie nierozstrzygalny wtedy i tylko, gdy X jest
nierozstrzygalny i kazde jego niesprzeczne rozszerzenie jest
nierozstrzygalne?.

Rozszerzenie systemu jest w powyzszej definicji rozumiane zgodnie
z ***R1.2: D5.b, a niesprzeczno$¢ w sensie zgodnym z ***RI1.2: D10.
a2 lub D10.b2 (na gruncie teorii ze znakiem negacji oba te pojecia sa
roéwnowazne).

Przykladem metody zapewniajacej rozstrzygalnosé jest sprawdzanie
zero-jedynkowe wyrazen KRZ, rozstrzygalny jest takze fragment WRP,
tzn. wezszy jednoargumentowy rachunek predykatoéw, natomiast syste-
mami nierozstrzygalnymi sg np. WRP i G. Peana aksjomatyczny system
arytmetyki liczb naturalnych z dzialaniami dodawania i mnozenia, choé¢
podsystemy tego ostatniego systemu sa rozstrzygalne*. W dowodach

27 Pojecia definicji i funkcji rekurencyjnych (indukcyjnych) byty juz wzmiankowane
(odpowiednio w *RVII.1.3 i **RIV.2.3.1), usciSlenie pojecia obliczalnoéci pojeciem
funkcji rekurencyjnej zostanie oméwione w ***RIIL.1.

2 Pojecie istotnej nierozstrzygalnoéci pochodzi od A. Tarskiego, ktory udowodnit

takze twierdzenia dotyczace warunkow wystarczajacych nierozstrzygalno$ci, wy-
korzystane w okazywaniu rozstrzygalnos$ci vs nierozstrzygalnos$ci wielu teorii.

2 Dokladniej: rozstrzygalna jest arytmetyka liczb naturalnych wylacznie z dzialaniem

dodawania (M. Presburger), wylgcznie z dzialaniem mnozenia (T. Skolem), z obo-
ma tymi dzialaniami i nazwami indywiduowymi dla kazdej liczby naturalnej, lecz
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rozstrzygalnoSci korzystajacych z definicji i twierdzen dotyczacych postaci
normalnych wykazuje sie, ze wyrazenia zapisane w jezyku danego syste-
mu sg sprowadzalne do réwnowaznych z nimi postaci normalnych oraz
ze jest metoda rozstrzygania, czy wyrazenia postaci normalnej sg tezami
danego systemu. W dowodach nierozstrzygalnoSci sg stosowane m.in.
pojecia i twierdzenia dotyczace interpretacji syntaktycznej, pozwalajace
orzekaé nierozstrzygalno$¢ danego systemu na podstawie jego zwigzkéw
interpretacyjnych z innym systemem nierozstrzygalnym.

Prostym przykladem ilustrujacym te ogoélne uwagi jest mozliwo$¢
wykorzystania pojecia postaci normalnych — koniunkcyjnej (***RI.1.3:
D5) i alternatywnej (***RI.1.3: D6) — oraz twierdzeh méwiacych o spro-
wadzalno$ci wyrazen KRZ do postaci normalnej — koniunkcyjnej lub al-
ternatywnej (***RI.1.4) w strukturalnej i ogolnej metodzie rozstrzygania,
czy wyrazenie jest teza KRZ: strukturalnej, tj. odwolujacej sie wylacznie
do budowy wyrazen, a ogélnej, tzn. pozwalajacej rozstrzygnaé o dowolnej
formule. Metoda ta jest oparta na tym, ze kazda tautologia jest teza KRZ
(pojecia tautologii KRZ i tezy KRZ sa rownozakresowe) oraz ze metoda
zero-jedynkowa jest ogblna metoda sprawdzania tautologicznoSci. Jak
wiadomo, kazda formuta KRZ jest sprowadzalna do rbwnowaznej z nig
koniunkcyjnej postaci normalnej {***RI.1.4: T4.1}. MozZna tatwo okazac,
ze sg prawdziwe nastepujace twierdzenia:

T20.a Alternatywa elementarna jest tautologia KRZ wtedy i tylko,
gdy sposrdd uzytych w niej symboli zmiennych zdaniowych co
najmniej jeden wystepuje i bez znaku negacji, i z negacja.

T20.b Formula o koniunkcyjnej postaci normalnej jest tautologia KRZ
wtedy i tylko, gdy tautologia jest kazda z jej alternatyw elemen-
tarnych.

Dowéd T20.a:
Jak wiadomo, alternatywa elementarna to n-cztlonowa (n > 1) alternatywa
zmiennych lub ich negacji {***RI.1.3: D5.a}.

bez ogdlnego pojecia liczby naturalnej (A. Tarski). Nierozstrzygalno§¢ WRP okazal
A. Church (zob. ***RIIIL.1), a twierdzenie o nierozstrzygalnosci arytmetyki G. Peana
udowodnit K. Godel; nierozstrzygalna jest takze np. teoria liczb wymiernych z dzia-
laniami dodawania i mnozenia (J. Robinson) i teoria mnogosci Zermela-Fraenkla;
rozstrzygalna jest elementarna teoria liczb rzeczywistych i elementarna geometria
euklidesowa (A. Tarski).
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H

Gdyby w formule o tej postaci

1.1 Zadna ze zmiennych nie wystepowala i bez, i ze znakiem negacji (zd.),
wtedy

1.2 istnialoby wartoSciowanie tej formuly, w ktérym koncowa war-
tosé = 0, mianowicie wartoSciowanie, w ktérym za zmienne bez negacji
podstawia sie 0, a za zmienne zanegowane 1.

Zatem:

1. Jezeli zadna ze zmiennych nie wystepuje i bez, i ze znakiem negacji, to
alternatywa elementarna nie jest tautologia KRZ,

czyli:

jezeli alternatywa elementarna jest tautologia KRZ, to co najmniej jedna
zmienna wystepuje i bez, i ze znakiem negacji {TR: 1}.

=

Jesli w alternatywie elementarnej jest co najmniej jedna zmienna i bez,
i ze znakiem negacji, to w kazdym warto$ciowaniu warto$¢ koficowa = 1,
czyli jest tautologia KRZ.

Dow6dT20.b:

Poniewaz koniunkcyjna postaé¢ normalna to n-cztonowa (n = 1) koniunk-
cja alternatyw elementarnych {D5.b}, wiec jesli jest ona tautologia, to
kazdy z jej czlonow, czyli kazda z jej alternatyw skladowych ma wartosé
1, czyli jest tautologia; i odwrotnie. B

Korzystajac z tych twierdzen, mozna o dowolnym wyrazeniu KRZ
rozstrzygnad, czy jest teza, sprawdzajac jego budowe pod katem wystepo-
wania w kazdej ze sktadowych alternatyw elementarnych jego koniunkeyj-
nej postaci normalnej co najmniej jednej zmiennej bez oraz ze znakiem
negacji.

Analogiczne jest rozumowanie okazujgce rozstrzygalno$¢ KRZ, rozu-
mowanie, w ktérym korzysta sie z pojecia alternatywnej postaci normal-
nej, twierdzenia o sprowadzalno$ci dowolnego wyrazenia KRZ do takiej
postaci {***R1.1.4: T4.2} oraz twierdzenia dostarczajacego kryterium
pozwalajacego w przypadku dowolnego wyrazenia KRZ rozstrzygnac,
czy jest ono teza KRZ — rozstrzygnac¢ na podstawie budowy réwnowaznej
z nim alternatywnej postaci normalne;j.

Uogolnieniem metody zero-jedynkowej, stosowanej dla rozstrzygania
o tautologiczno$ci wyrazen KRZ, jest tzw. metoda matrycowa. Terminy
»~metoda tabelkowa” i ,metoda matrycowa” byly juz stosowane w omdwie-
niach sprawdzania zero-jedynkowego (**RI1.2), w strone tego uogblnienia
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szly juz takze uwagi do logiki wielowarto$ciowej (**RII.1) i stosowana
w nich terminologia i symbolika. Podstawowe dla ich u$ci$lenia jest po-
jecie matrycy logicznej.

D14. a Matryca logiczng jest uklad <A, W; F >, w ktérym A to zbiér
warto$ci matrycy, W — A jest zbiorem wartoSci wyrdznionych,
aF ={f, .., f} to funkcje matrycy, ktérych argumenty i wartosci
naleza do zbioru A.

b WartoSciowaniem w matrycy <A, W; F > jest kazda funkcja, kt6-
ra odwzorowuje zbiér zmiennych zdaniowych w zbi6ér wartosci A.

Na wartoSciowo$¢ matrycy i opartego na niej rachunku wskazuje
liczno$¢ zbioru wartoéci A. W rachunkach klasycznych IAl = 2, w L,
(***RIL.1) IAl = 3, a przy tym i w rachunkach klasycznych, i w L, je-
dyng warto$ciag wyrdzniona jest 1. Moga by¢ definiowane dowolne ma-
tryce, cho¢ zwykle sa badane matryce o zbiorze wartosci skoficzonym
lub mocy X,. Na przyklad Lukasiewicz od klasycznych matryc IAl = 2
przeszedt najpierw do badania rachunku opartego na matrycy o zbiorze
wartoéci IAl = 3, a nastepnie przedstawil rachunki oparte na matrycach
z IAl = n, n € V, uogdblnione ostatecznie do rachunku on (IAI'=R). Jak
wiemy (¥*RII.1), zaréwno zbiér warto$ci A, jak i funkcje matrycy moga by¢
okreslone nie tylko w tabelach (macierzach), lecz takze wzorami. Na przy-
ktad w rachunku n wartoSciowym (n > 2) zbi6r wartosci A_jest identyczny
z{w:w,=k/n—-1,0<k <n-1}={0,1/n—-1,2/n -1, ...}, a funkcje
prawdziwo$ciowe sa okre§lone wzorami: ~p = 1 — p; A(p, q) = min(p, q);
v(p, q) = max(p, q); =(p, q) = 1, gdy p < q oraz jest rowne (1 — p + q),
gdy p > q; <(p, q) = min(min(1, 1 — p + @), min(1, 1 — q + p)) — w kto-
rych ,min” oznacza najmniejszg, a ,max” najwieksza spoéréd wartosci
przypisanych w danym warto$ciowaniu zmiennym p oraz q.

Pojecie warto$ciowania bylo juz stosowane w kontekécie pojecia tau-
tologii KRZ i metody zero-jedynkowej (**RI1.2), a takze w uwagach do
logik wielowarto$ciowych (**RI1.1). W D14.b pojecie to jest uogélnione
na matryce (rachunki) o dowolnej licznoSci zbioru wartosci logicznych
oraz usci$lone za pomocg pojecia odwzorowania danego zbioru w inny.
Jak pamietamy (**RIV.2.3.1) napis f: A -» B znaczy, ze funkcja f jest okres-
lona na elementach zbioru A, tj. A = D,(f), a jej wartoSciami s3 elementy
zbioru B, przy czym jesli D (f) c B, to mowimy, ze f przeksztalca
zbiér A w zbior B (f: A -» B), a jesli D, (f) = B, wtedy f przeksztalca
zbior A na zbiér B (f: A -» B). W D14.b jest mowa o odwzorowaniu
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zbioru zmiennych zdaniowych w zbi6ér wartosci, bo sg, jak wiemy, war-
toSciowania dla zmiennych w danej formule, ktére nie wyczerpuja zbioru
warto$ci A.

W uwagach do definicji funktoréw prawdziwoSciowych (**RI1.1.2.2)
bylo wyjasnienie, dlaczego w wyliczaniu liczby warto$ciowan dla danej
formuly i liczby funktoréw prawdziwo$ciowych sa do zastosowania znane
z kombinatoryki wzory okre$lajace liczbe wariacji z powtorzeniami (wa-
riacji o okreslonej liczbie wyrazow, tworzonych z zestawu o okreslonej
liczbie elementow). Stosujgc te znane ustalenia do uogo6lnionych pojeé
matrycy i warto$ciowania, mozna powiedzie¢, ze liczba wartoSciowan
danej formuly o n wystepujacych w niej zmiennych zdaniowych jest okres-
lona wzorem IAI", ktéry w przypadku logiki klasycznej konkretyzuje sie
do 2", w logice trojwartoSciowej do 3" itd. Wzor IAI" okresla takze liczbe
funktoréow prawdziwos$ciowych n-argumentowych. W logice dwuwarto-
Sciowej funktoréw jednoargumentowych jest 2%, a poniewaz k to liczba
warto$ciowan dla jednego argumentu, tj. k = 2!, wiec w rachunku dwu-
warto$ciowym sg cztery prawdziwos$ciowe funktory jednoargumentowe,
dwuargumentowych jest 16 (2%, k = 22), tréjargumentowych jest 256
(2%, k = 2%) itd.; w logice trojwarto$ciowej jednoargumentowych jest 27
(3%, k = 31), dwuargumentowych 19683 (3%, k = 3?) itd.

W terminologii stosowanej obecnie mozna powiedzieé, ze budowanie
rachunku zdaniowego metoda matrycowa polega na przyporzadkowa-
niu funkeji z matrycy <A, W; F> funktorom prawdziwoSciowym dane-
go rachunku. Na przyklad w KRZ funkcja f_ € F, taka, ze: f (1) = 0,
f (0) =1,t.f ={<1, 0>, <0, 1>} definiuje w matrycy <{1, 0}, {1}, F>
funktor negacji; funkcja f: f (1, 1) = 1, f(1, 0) = 0, f (0, 1) = O
if(0,0)=0,1.f ={<(1, 1), 1>, <(1, 0), 0>, <0, 1), 0>, <0, 0), 0>} jest
przyporzadkowana koniunkgeji; f_ = {<(1, 1), 1 >, <(1, 0), 0>, <(0, 1), 1>,
<(0, 0), 1>} definiuje implikacje itd.

Zgodne ze znanymi ustaleniami jest takze ogdlniejsze okreslenie tau-
tologii.

D15. a Tautologia matrycy logicznej <A, W; F> w okre$lonym przy-
porzadkowaniu funkeji z klasy F funktorom rachunku zdan jest
formula zdaniowa, ktéra dla kazdego warto$ciowania przyjmuje
warto$¢ wyrdzniong tej matrycy, wyliczona zgodnie z funkcjami
definiujacymi w danym przyporzadkowaniu funktory wystepujace
w tej formule.
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b Matryca logiczna M jest przy okreSlonym przyporzadkowaniu
jej funkcji funktorom rachunku zdan R adekwatna wzgledem tego
rachunku wtedy i tylko, gdy zbi6r tez rachunku R jest identyczny
ze zbiorem tautologii matrycy M przy tym przyporzadkowaniu.

¢ Rachunek zdan R jest n-warto$ciowy wtedy i tylko, gdy n jest
najmniejsza liczba taka, ze istnieje n-warto$ciowa matryca logicz-
na M adekwatna wzgledem rachunku R.

Pod D15.a podpada sformulowane wczeéniej okreslenie tautologii
KRZ (**RI.2.1: D1). W obecnej definicji sa uzyte uogélnione i uscislone
pojecia warto$ciowania i matrycy, dopuszczajace wiecej wartosci logicz-
nych, wiecej wartoéci wyr6znionych oraz definicje funktoréw (przypo-
rzadkowanie funkcji matrycy funktorom) inne niz okre$lone wezeéniej dla
KRZ (**RI1.1.2.2: D3.a’, D3.b’). Tautologie danej matrycy sa takze nazy-
wane jej wyrazeniami prawdziwymi, co rowniez zgodne z wcze$niejszymi
uwagami co do zakresu orzekania prawdy (*RIII.1.1) oraz do pojecia
tautologii (**RI1.2.1), cho¢ gdy chce sie podkresli¢, ze bycie tautologia jest
wlasnoS$cia syntaktyczna, lepiej moéwi¢ o przyjmowaniu wartosci wyrdz-
nionej w danej matrycy.

Mozliwo$é¢ rozmaitych przyporzadkowan funkeji matrycy funktorom
rachunku, a tym bardziej konstruowania réznych matryc dla danego ra-
chunku podsuwa mysl o takiej matrycy, ktorej tautologie sa tezami danego
rachunku i odwrotnie. Matryce, ktéra ma taka ceche wzgledem danego
rachunku, nazywa sie matryca dlan adekwatna (D15.b). Korzystajac
z pojecia matrycy adekwatnej dla danego rachunku, mozna tez $cislej niz
dotad méwic o warto$ciowosci rachunku: rachunek ma wartoSciowosc¢ tej
matrycy, ktorej wartoSciowo$¢ jest najmniejsza sposrod warto$ciowosSci
matryc wzgledem danego rachunku adekwatnych, czyli n jest najmniejsza
sposrod liczb oznaczajacych wartoSciowo$ci matrye logicznych adekwat-
nych wzgledem R (D15.c¢).

W uwagach dotyczacych sposobéw budowania KRZ (**RI.1) metoda
rozstrzygania byla juz wskazana jako jedna z metod tworzenia systemu
klasycznego rachunku. Obecnie, gdy mozna skorzystac z definicji pojecia
systemu (D5.a), wczeSniejsze zapewnienia mozna uécisli¢ i uzasadnié.
Jak wiadomo, zbior wyrazen X jest systemem, o ile jest zamkniety ze
wzgledu na okreslona funkcje konsekwencji, w tym sensie, ze X = Cn(X)
{W3.a}. Wiadomo takze, ze w systemach dedukecyjnych pojecie kon-
sekwencji — a dokladniej pojecie wyprowadzalno$ci danego wyrazenie
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z danego zbioru wyrazen — jest oparte na pojeciu dowodu {D3.1, D4.b,
W2}. Méwiac swobodnie, odpowiednikiem pojecia wyprowadzalno$ci
(bycia konsekwencja) jest w systemach budowanych metodg matrycowa
(metoda rozstrzygania o tautologicznos$ci) pojecie wspoéltbycia tautologia,
tj. bycia w danej matrycy M tautologia razem z wszystkimi wyrazeniami
zbioru X. Myél ta jest usci$lona w kolejnej definicji.

D16 @ e Cn,, (X) wtedy i tylko, gdy @ przybiera warto$¢ wyrézniong
matrycy M dla kazdego wartoSciowania, w ktérym wszystkie wy-
razenia zbioru X uzyskuja warto§¢ wyr6zniong tej matrycy.

Dla danej matrycy M i danego zbioru X zbiér Cn,,(X) jest wyzna-
czony jednoznacznie: jest warto$cia funkeji Cn dla pary <M, X>, a przy
ustalonej matrycy M — wartoscig funkcji Cn,, dla danego zbioru wyrazen
zdaniowych X. Funkcja Cn,, jest zwana relacja konsekwencji matrycowe;,
a zbior Cn,(X), jak i ogot tautologii matrycy, sg systemami. Systemem
jest wiec takze zbior tautologii matrycy <{1, 0}, {1}, F>, w ktorej funkcje
klasy F sa okreslone definicjami **RI.1: D3.a’, D3.b’ i przyporzadko-
wane spojnikom KRZ.

2.4.4 Niezalezno$¢ aksjomatow

O niezalezno$ci aksjomatow byla juz mowa w uwagach o wlasno$ciach
teorii aksjomatycznych (**RI1.4). Pojawilo sie w nich twierdzenie, Ze nie-
zalezno$¢ aksjomatow systemu polega na tym, ze zadnego spoérdd nich
nie da sie wyprowadzi¢ z pozostalych, co znaczy, ze mozna moéwic o nie-
zaleznoS$ci poszczegblnych aksjomatéw wzgledem pozostalych, a na tej
podstawie o niezaleznoSci zbioru aksjomatow. Twierdzenie to, w kontek-
Scie weze$niejszych uwag wystarczajgce, teraz mozna uogo6lnié i uscislié.

D17. a Wyrazenie @ jest na gruncie systemu aksjomatycznego <A, D>
niezalezne od zbioru wyrazen X wtedy i tylko, gdy @ nie jest
na gruncie tego systemu konsekwencja zbioru wyrazen X,
tj. @ ¢ Cn_, ,.(X).
b Zbiér wyrazen X jest na gruncie systemu aksjomatycznego
<A, D> niezalezny wtedy i tylko, gdy na gruncie tego systemu zad-

ne z wyrazen zbioru X nie jest konsekwencja pozostalych wyrazen
tego zbioru, tj. (A @ € X) @ ¢ Cn_, (X —{®P}).
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Pojecia zdefiniowane w D17 odnosza sie, co oczywiste, takze do nieza-
leznoéci aksjomatow jakiego$ systemu (teorii) — zar6wno poszczegblnych
aksjomatow, jak i aksjomatyki, tj. zbioru aksjomatéow (D7, W4). Gdy
chodzi o metody syntaktyczne, to niezalezno$ci aksjomatu lub aksjoma-
tyki dowodzi sie metodami stosowanym przy syntaktycznym okazywaniu
niesprzecznosci (2.3.1), tj. metoda cechy dziedzicznej oraz metoda in-
terpretacji, mozna takze wykorzysta¢ twierdzenia mowigce o zwigzkach
miedzy niezaleznoScia a niesprzecznoécig zbioru wyrazen.

Pojecie wlasnosci dziedzicznej ze wzgledu na okre$lona funkcje lub
klase funkcji (zdefiniowane w ***RI1.1: D4.c i D4.d) jest w okazywaniu
niezaleznoS$ci wykorzystane analogicznie jak w dowodach niesprzecznosci,
analogiczne (do T16) jest rowniez twierdzenie dajace podstawe dla tej
metody okazywania niezalezno$ci. W zapisie tego twierdzenia rowniez jest
skrot inh(W, D), ktory znaczy, ze wlasno$§é W jest dziedziczna ze wzgledu
na klase dziatan D.

T21 Jeéli istnieje wlasnosé W, ktora przystuguje wszystkim wyraze-
niom nalezacym do zbioru {A U X}, inh(W, D) oraz W nie przystu-
guje wyrazeniu @, to wyrazenie @ jest na gruncie systemu <A, D>
niezalezne od zbioru wyrazen X.

Dowéd:

Z zalozen tego twierdzenia, tj.:

1.(AND e AuX)W(D);

2. inh(W, D);

3. ~W(D)

— wzietych w kontekscie wezesniejszych ustalen — wynika, ze wyrazenie @
jest niezalezne od zbioru wyrazen X. Wiadomo bowiem, ze zbior tez syste-

mu aksjomatycznego <A, D> jest identyczny z Z_. (A, D), tj. z najmniej-

szym zbiorem zawierajacym zbior A i zamknietym ze wzgledu na klase
dziala wnioskowania D {D2}, orazZ_, ((Au X), D) =Cn A p(X) {D4.a};
a przy tym jest tak, ze jesli jakas cecha przystuguje kazdemu elementowi
danego zbioru i jest dziedziczona (niezmiennicza) ze wzgledu na kazda
funkcje (dzialanie) klasy D, tj. inh(W, D), to przysluguje takze kazdemu
elementowi zbioru Z_; (A, D) {***RI.1: T1},

Zatem — na podstawie zalozen 112 — rowniez

4. jezeli @ € Cn, [(X), to W(D).

Poniewaz ~W(®) {3}, wiec

5D ¢ Cn, 5(X),
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co — zgodnie z D17 — znaczy, ze wyrazenie @ jest na gruncie systemu
<A, D> niezalezne od zbioru wyrazen X.H

Uszczegbdlowienie T21 stosowane do okazywania niezaleznoSci aksjo-
matow uzyskuje sie, przyjmujac, ze zbior X jest pusty, a zbiér aksjoma-
tow jest pomniejszony o sprawdzany aksjomat @, tzn. ze jest identyczny
z A — {®}:

T21’ Jesli istnieje wlasno$é W, ktora przystuguje wszystkim aksjoma-
tom nalezacym do (A — {®}) i inh(W, D), a W nie przysluguje
aksjomatowi @, to aksjomat @ jest na gruncie systemu <A, D>
niezalezny od pozostalych aksjomatow tego systemu.

Korzystajac z T21’ okazuje sie niezalezno$¢ poszczegdlnych aksjoma-
tow i aksjomatyk réznych teorii aksjomatycznych. Dowody takie czesto
polegaja na zbudowaniu matryc takich, ze pewna okre$lona w danej ma-
trycy wlasno$é, np. przyjmowanie przez wyrazenie wlasnosci wyrdznio-
nej skonstruowanej matrycy, jest dziedziczona ze wzgledu na operacje
whnioskowania klasy D oraz przysluguje wszystkim aksjomatom z wyjat-
kiem sprawdzanego, tj. nie przystuguje tylko temu aksjomatowi, ktérego
niezalezno$¢ od pozostalych trzeba okazac.

Prostym przykladem takiej metody dowodzenia jest wykazanie nie-
zalezno$ci pierwszego z aksjomatéw systemu KRZ opracowanego przez
Eukasiewicza. Jak wiadomo (**RI1.4), w systemie tym — kt6érego termina-
mi pierwotnymi sa implikacja i negacja, a pierwotnymi regutami (dziala-
niami) sg regula odrywania i podstawiania — sa trzy aksjomaty:

Lp=d=Mg=nN=E=n]

2.(~p=p)=p;

3.p=(~p=aq).

O niezaleznoSci pierwszego z nich od dwoch pozostalych swiadcza np.
prawidlowosci obowiagzujace w matrycy <{0, 1, 2}, {1}, F>. Matryca ta jest
tréjwarto$ciowa, jedyng wartoécia wyrdzniong jest 1, a w klasie funkeji
tej matrycy sq dwie wystarczajace dla rachunku implikacyjno-negacyjne-
g0, tj. jednoargumentowa f_taka, ze: f (0) =1, f (1) =0, f (2) = 2, czyli
f_=1{<0, 1>, <1, 0>, <2, 2>} oraz dwuargumentowa f_ = {<(0, 0), 1>,
<(0, 1), 1>, <(0, 2), 1>, <(1, 0), 0>, <(1, 1), 1>, <(1, 2), 0>, <(2,0), 1>,
<(2,1), 1>, <(2, 2), 0>}. Ot6z latwo da sie sprawdzic, ze:

(i) whasno$¢ tautologicznosci w tej matrycy, tj. przyjmowania przez
funkcje zdaniowa wartoS$ci w tej matrycy wyrdznionej, przystluguje aksjo-
matom 2. oraz 3.
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Jest rowniez tak, ze

(ii) wlasnosé ta jest dziedziczona wzgledem dzialan odrywania (jesli
iimplikacja, i jej poprzednik majg warto$é 1, to warto$¢ te ma réwniez —
zgodnie z F — nastepnik) i podstawiania;
natomiast

(iii) wlasno$¢ ta nie przystuguje pierwszemu z aksjomatow (prawo sy-
logizmu warunkowego), bo jest warto$ciowanie, mianowicie p=2,q =0,
r = 2, dla ktorego formuta ta nie uzyskuje wartoéci wyrédznionej (zgodnie
z F uzyskuje wtedy warto$¢ 0).

Prawidlowosci te §wiadcza — zgodnie z T21’ — o niezalezno$ci na
gruncie tego systemu aksjomatu pierwszego od dwoch pozostatych®’. Gdy
udowodni sie ponadto, ze niezalezne sg takze aksjomaty drugi oraz trzeci
od pozostalych, wtedy mozna oglosic¢, ze aksjomatyka systemu Lukasie-
wicza jest niezalezna {D17.b}.

Okazywanie niezalezno$ci aksjomatéw metoda interpretacji przebiega
podobnie, poniewaz polega na wskazaniu takiej interpretacji dla systemu
<A — {®}, D>, w ktorej sprawdzany aksjomat @ € A nie jest teza (nie jest
teza jego ttumaczenie, rozumiane zgodnie z D11)3!,

Natomiast dowody wykorzystujace zwigzki miedzy niezalezno$cia
a niesprzecznos$cia zbioru wyrazen sg wsparte m.in. na nastepujacym
twierdzeniu.

T22 Jezeli wyrazenie '~@1jest konsekwencja niesprzecznego w sensie
D10.a2 zbioru wyrazen X U {®}, to wyrazenie @ jest niezalezne
od wyrazen zbioru X.

Dowdd:
Da sie okazaé, ze jest prawdziwa implikacja (pomocnicza w dowodzie
T22):

L2 Jezeli"™~®1 e Cn(X u {®})izbidr wyrazen X U {®} jest niesprzeczny
w znaczeniu okreSlonym w D10.a2, to @ ¢ Cn(X).

30 Przyklady ten jest zaczerpniety z: L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii
mnogosci, dz. cyt., s. 345.

31 Jako przyklad L. Borkowski (tamze, s. 346) podaje dowdd niezalezno$ci, na gruncie
zaproponowanej przez J. Lukasiewicza aksjomatyki sylogistyki arystotelesowskiej,
aksjomatu (M aP A MiS)= SiP od pozostalych aksjomatow tego systemu.
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Dowod L2:

Gdy do zalozen dowodzonego twierdzenia, tj.:

1.7~®1 e Cn(X U {®}),

2. zbior wyrazen X U {®@} jest niesprzeczny w znaczeniu okre$lonym
w D10.a2

dolgczy sie

3.9 eCn(X) {zdn.},

wtedy — na podstawie **RIV.1: T4, X < (X U {®}), 3 oraz T2 — uzyskuje

sie

4. @ e Cn(X U {®}),

co w koniunkcji z zalozeniem 1. daje podstawe do twierdzenia, ze zbior

wyrazen (X U {@}) jest sprzeczny {D10.a2’}, wbrew zalozeniu 2.

Zatem: @ ¢ Cn(D).

Poniewaz — wmy$l D17.a — @ ¢ Cn(X) jest rOwnowazne z twierdzeniem,

ze @ jest niezalezne od zbioru wyrazen X, wiec wspomagajac sie L2,

mozna uznac¢ T22. 10

Warto odnotowad fakt, ze ogoélne pojecie niezalezno$ci, ktorego okres-
lenie w D17 odsyla do ogdlnego pojecia konsekwencji Cn, odnosi sie takze
do systemOw wspartych na logice, tj. wspartych na <A, D, ;> Ta sama
uwaga dotyczy twierdzen T21, T21’, T22, L2 — s3 spelnione takze, gdy
zakladany lub wprost uzyty w ich zapisach lub dowodach symbol relacji
konsekwencji, tj. ,Cn”, jest zastapiony przez ,Cn, ”, oznaczajacy relacje
konsekwencji logiczne;j.

Na przyktad o niezaleznoSci piatego aksjomatu (pewnika) geometrii
Euklidesa od pozostalych aksjomatow tego systemu $wiadczy fakt, ze
negacja tego aksjomatu — gloszacego, ze przez dany punkt przechodzi
dokladnie jedna prosta réwnolegla do danej prostej — jest konsekwencja
niesprzecznych systemow geometrii nieeuklidesowej, tj. teorii, w ktorych
pewnik ten zostal zastagpiony aksjomatem, ze w sytuacji takiej nie ma zad-
nej prostej lub ze prostych jest nieskonczenie wiele (z obu tych twierdzen
wynika negacja pewnika piatego)3?.

32 Przyklad ten jest podany m.in. w: tamze, s. 346—347.



ROZDZIAL 11

POJECIA | ZAGADNIENIA SEMANTYCZNE

W rozdziale tym zostang najpierw zdefiniowane pojecia podstawowe w se-
mantycznej charakterystyce wyrazen systemow dedukceyjnych, a nastep-
nie — semantyczne wlasnosci systeméw. Wyjsciowe dla metalogicznych
poje¢ semantycznych jest (w porzadku definiowania) pojecie spetniania.
Na nim s3 oparte pojecia prawdy, modelu, wynikania, a takze pojecia
odnoszace sie do semantycznych wlasnoéci systemow dedukeyjnych, tj.
do niesprzeczno$ci (rozumianej semantycznie), kategorycznosci oraz pel-
noéci systemu'.

1. Pojecia spetniania i prawdy

Pojecie spelniania zostanie zdefiniowane dla jezyka teorii pierwszego
rzedu. Ograniczenie do takich systeméw jest dla celow tych analiz wy-
starczajace, a ponadto uzasadnione tym, ze definicje wlaéciwe dla teorii
rzedow wyzszych sa uogodlnieniem pojecia spelniania dla teorii rzedu
pierwszego, uogolnieniem, w ktérym trzeba uwzglednié¢ obok zmiennych
nazwowych i wigzacych je kwantyfikatorow takze zmienne predykatowe
i funkeyjne rzedow wyzszych, a takze kwantyfikatory wiazace te zmienne.
Podobne ograniczenie (i mozliwo$¢ uogoblnienia) dotyczy wszystkich pojec
semantycznych wspartych na pojeciu spelniania.

1 Prezentowane tu ujecie jest oparte na semantycznej teorii prawdy zapoczatkowa-

nej przez Tarskiego (Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, Warszawa
1933). Monograficzne opracowanie Tarskiego semantycznej teorii prawdy jest w:
J. Wolenski, Semantics and Truth, dz. cyt.
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1.1 Spetnianie

Znaczenie pojecia spelniania bylo juz przyblizane, gdy byta mowa o po-
dziale funkeji zdaniowych na kategorie (*RIII1.4.2). Zakladang w tamtym
podziale kontekstowa definicje spelniania mozna wyrazi¢ tak: funkcja
zdaniowa jest spelniona przez stale podstawiane za wystepujace w funk-
cji zmienne, gdy w wyniku podstawienia uzyskuje sie zdanie prawdziwe.
A przy tym — co widoczne juz w uwagach do dokonanego tam podzialu —
mowigce o spehianiu, trzeba uwzglednié i zakres zmiennych w funkcji
i przyporzadkowanie kolejnym zmiennym konkretnych elementéw z za-
kresu. Jako przyklady takiego przyporzadkowania sga zwykle podawane
skonczone zbiory uporzadkowane, tj. ciagi przedmiotéw (np. liczb, zdan,
zbioréw) oznaczanych przez symboliczne stale podstawione za symbo-
liczne zmienne danej funkecji.

W Scislym ujeciu pojecia spelniania pomocne sg dokladniejsze uwagi
co do opisywania jezyka systemow logicznych. Z ustalen dotyczacych
jezyka (*RII) wiadomo, ze do opisu dowolnych obiektéw w dowolnym
jezyku niezbedne jest, by w stowniku danego jezyka byly ich nazwy. Wy-
mog ten dotyczy réwniez opisu jezyka, wyrazen jezykowych i ich syste-
moéw (¥*RIL.3). Dlatego w Scislej, metalogicznej charakterystyce wyrazen
systeméw dedukcyjnych jest wyraznie stawiany warunek, ze w jezyku
metasystemu, w ktorym dokonuje sie charakterystyki wyrazen dowolnego
systemu, jest dla kazdego wyrazenia systemu opisywanego jego nazwa
lub regula tworzenia takich metajezykowych nazw wyrazen. Bez spehie-
nia tego wymogu nie da sie w metalogice zdefiniowa¢ zadnych ogo6lnych
pojeé odnoszacych sie do wyrazen systemoéw logicznych, zaréwno pojeé
syntaktycznych, jak i semantycznych. W przypadku charakterystyki se-
mantycznej — w ktérej mowa o zwigzkach wyrazen opisywanego syste-
mu z ich odniesieniami — niezbedny jest dodatkowy warunek dotyczacy
metajezyka: dla kazdego wyrazenia jezyka badanego systemu istnieje
w metajezyku jego przeklad. Tylko wtedy bowiem da sie zdefiniowac
metajezykowe pojecia semantyczne, tj. odnoszace sie do relacji miedzy
wyrazeniami badanego jezyka (systemu) a przedmiotami, do ktorych
wyrazenia te sie odnosza.

Jesli J jest jezykiem teorii pierwszego rzedu, to poérod specyficznych
jego symboli zmiennych sa indywiduowe zmienne nazwowe (zmienne zda-
niowe mozna wprowadzi¢ w stowniku metajezyka) i symbole predykatowe
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(w ujeciu ogoblniejszym takze symbole funkcyjne), stale logiczne to symbo-
le spojnikow prawdziwoséciowych oraz symbole kwantyfikatoréw, a sym-
bole pomocnicze to nawiasy. Funktory prawdziwo$ciowe i kwantyfikato-
ry sa zapisywane przy uzyciu symboli znanych z KRZ (**RI.1.1) i WRP
(**RII1.2.1.1), natomiast gdy chodzi o zmienne indywiduowe i predykaty,
to sa zwykle (i beda w tych analizach) stosowane nastepujace umowy
notacyjne.

(i) Zmienne indywiduowe jezyka J sa oznaczane litera X z zapisanym
w indeksie dolnym wskaZnikiem stalym oznaczajacym liczbe naturalna,
tj.: X, X, X, ...; odnoszace si¢ do tych zmiennych metajgzykowe symbole
tym tylko sie r6znig, ze w indeksie dolnym jest wskaznik zmienny, kto-
rego zakresem jest zbior liczb naturalnych, dlatego uzywane w stowniku
metajezyka MJ symbole X;, X;, i, j € V' — jesli bedzie potrzeba, to z dodat-
kowymi wskaznikami statymi lub zmiennymi, np. X, X, — sa metajezyko-
wymi zmiennymi reprezentujacymi w MJ dowolne zmienne indywiduowe
jezyka J.

(ii) Na oznaczenie predykatow jest uzywany symbol P uzupehiony
dwiema wskaznikowymi liczbami naturalnymi: zapisana w indeksie gor-
nym wskazuje na liczbe argumentéw predykatu, a zapisana w indeksie
dolnym wskazuje na r6zne predykaty w danej, n-argumentowej kategorii,
np. P}, PJ, P2 P2 ... to kolejne predykaty tréjargumentowe. Dla uproszcze-
nia notacji wskazniki gorne beda jednak pomijane w kazdym kontekscie,
w ktorym ilo§¢ argumentéw nie jest wazna lub zapis bez gornego wskaz-
nika jest jednoznaczny, tj. zawsze, gdy liczba argumentow jest inaczej
wskazana, jak np. w napisie P,(x; X, X,), wskazujacym, ze w danej formu-
le jezyka J jest uzyty predykat P} W metajezyku symbole predykatowe
jezyka J sa reprezentowane przez metajezykowe zmienne predykatowe
P. P, ... — jesli to potrzebne, to takze ze wskaznikiem gornym — ktorych
wskaznik dolny jest zmienna przebiegajaca zbior dolnych wskaznikow
symboli predykatow jezyka J.

Warto rowniez podaé definicje poprawnie zbudowanego wyraze-
nia — definicje indukcyjna, ktora jest zgodna z okresleniem ***RI.1: D3.
Upraszczajac uwagi sformulowane wezeéniej, wystarczy tu przypomnieé,
ze w warunku wstepnym definicji indukcyjnej jest okre$lone poprawnie
zbudowane wyrazenie proste (elementarne, atomiczne) jezyka J, a w wa-
runku indukeyjnym jest okreslony spos6b poprawnego budowania wyra-
zen zlozonych z prostszych (ostatecznie — z elementarnych). W definicji
sformutowanej nizej sa uwzglednione umowy notacyjne (i) oraz (ii) oraz
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wezesniejsze uzgodnienia co do symboli metajezyka stosowanych na ozna-
czenie wyrazen jezyka J.

D1 Zbior S wyrazen poprawnie zbudowanych jest to najmniejszy spo-
§réd zbioréw S’ spelniajacych nastepujace warunki:

1. do zbioru S’ nalezy kazde wyrazenie postaci rPi(le, Xj oo X )

2. jesli @ i ¥ naleza do zbioru S, to do zbioru tego naleza rowniez
wyrazenia: '~@ TO A P TO v P T = P TD < P T(A xj) 1,
'V x) o

Uzyte w tym okreSleniu pojecie najmniejszego zbioru spelniajacego
okreslone warunki bylo juz stosowane, m.in. w definicji zbioru tez syste-
mu aksjomatycznego (***RI1.2: D2). W warunku pierwszym (wstepnym)
jest okre$lone wyrazenie elementarne jezyka J: wyrazenia takie sa zbu-
dowane z symbolu predykatu oraz, umieszczonych w nawiasie, t symboli
zmiennych indywiduowych (w opisie ksztaltu formuly elementarnej jest
przy symbolu zmiennej funktorowej pominiety wskaznik gérny, bo napis
,,(le, X 5 eee le)” wskazuje, ze chodzi o dowolny predykat t-argumentowy).
Wykropkowane miejsce warunku drugiego (indukcyjnego) mozna wy-
pehié¢ schematami wyrazen zlozonych zbudowanych za pomocg symboli
funktoréw KRZ innych niz uwzglednione wprost w D1.

Potrzebne jest takze bardziej $cisle i ogolniejsze niz dotad mowienie
o odniesieniach wyrazen jezyka J. Poniewaz pojecie spelniania ma doty-
czy¢ dowolnych formul poprawnie zbudowanych, zawierajacych dowolna
liczbe zmiennych, wiec zmierzajac do uécislenia i uogoélnienia definicji
speliania, warto uzywac ogoélniejszego pojecia, tj. spelniania funkcji zda-
niowej przez nieskonczony ciag przedmiotow. Jesli wiec U jest dowolnym
niepustym zbiorem, rozumianym w tym kontekscie jako dziedzina, do
ktorej odnoszg sig wyrazenia jezyka J, to zbiorowi X, X,, X,, ... zmiennych
wystepujacych w wyrazeniu @ bedzie przyporzadkowany nieskonczony
ciagg {a } przedmiotow a,, a,, a,, ... nalezacych do zbioru U. Uogoélnie-
nie to nie zmienia weze$niejszych pojec i symboliki, przyporzadkowanie
nieskonczonego ciggu {a_} jest jednak oparte na bardzo waznej umowie:
z danego ciagu nieskonczonego sa wybierane, tj. podstawiane za zmienne
danego wyrazenia, te tylko wyrazy ciagu nieskonczonego, ktérych wskaz-
nik jest zgodny ze wskaznikiem danej zmiennej wystepujacej w wyrazeniu
zdaniowym. Gdy wigc stosuje si¢ pojecie nieskonczonego ciagu {a_} do
funkeji zdaniowej o skonczonej, a zwykle niewielkiej liczbie zmiennych,
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to zmiennym sg przyporzadkowywane tylko te wyrazy ciggu {a }, ktore
sg opatrzone wskaznikiem zgodnym z wskaznikiem zmienne;j.

By $ci$lej niz dotad moéwié o odniesieniach wyrazen jezyka J oraz
o przyporzadkowaniu zmiennym wystepujacym w funkcji zdaniowej
przedmiotéw z dziedziny U, zostang tu uzyte pojecia tzw. funkcji inter-
pretujacej oraz funkcji warto$ciujacej (zob. **RI1.1.2.1). Funkcja inter-
pretujaca okresla sposéb rozumienia stalych pozalogicznych jezyka J.
Mozna bowiem powiedzie¢ — ograniczajac sie, zgodnie z D1, do jezyka,
w ktorego wyrazeniach wystepuja jako nieindywiduowe symbole poza-
logiczne tylko symbole predykatow — ze funkcja ta przyporzadkowuje
symbolom predykatow P, P,, P, ... relacje R| R,, R, ..., a przy tym jesli
predykat jest jednoargumentowy, to jego interpretantem (zwanym takze
denotatem) jest podzbi6r zbioru U, gdy jest dwuargumentowy, to jego
odniesieniem jest dwuargumentowa relacja, czyli podzbior iloczynu kar-
tezjanskiego U x U, predykatom tréjargumentowym sa przyporzadkowy-
wane podzbiory z (U x U x U) itd. Funkcje interpretujaca f, mozna wigc
identyfikowac¢ ze zbiorem par uporzadkowanych {<P ,R > <P, R,>, ...,
<P, R,>}, cho¢ w dokladniejszym zapisie trzeba uwzgledni¢, Ze moze by¢
w jezyku J wiele predykatow jednoargumentowych, dwuargumentowych
itd.; ponadto w przypadku jezykéw, ktorych wyrazenia zawieraja oprocz
symboli predykatéw takze symbole funkcji i nazwy indywiduéw (stale
indywiduowe) trzeba doda¢ pary, ktérych pierwszym elementem jest
kolejny symbol funkcyjny, a drugim odpowiadajaca mu funkcja w uni-
wersum U oraz pary nazw jednostkowych danego jezyka (symboli indy-
widuéw) oraz oznaczanych przez nie, w interpretacji f, indywiduéw z U.
Ogolniej mozna wiec powiedzie¢, ze funkcja denotowania jest okreslona
na zbiorze symboli stalych pozalogicznych danego jezyka J, a jej warto-
$ciami sg relacje (wartoSci funkcji f, dla symboli predykatywnych), funkcje
(wartosci f, dla symboli funkeyjnych) i przedmioty (wartosci f, dla stalych
indywiduowych) w zbiorze U. Czyli dziedzing D (f)) funkcji interpretu-
jacej jest zbior symboli pozalogicznych jezyka J, a zbiorem jej wartoSci
(przeciwdziedzing) D, (f,) jest zbior odpowiadajacych im interpretantow
(denotatow) w zbiorze U.

Odniesienie danego jezyka J oraz systemu w danym jezyku sfor-
mutowanego jest wiec wynikiem interpretacji i tylko ten wynik zwany
bedzie w tych analizach dziedzina jezyka i systemu. Dlatego dziedzina
bedzie oznaczana nie jako para <U, f>, lecz wedlug schematu <U, D, (f))>,
w ktorym zamiast D, (f,) beda wypisane odniesienia predykatow jezyka
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J (w przypadku bogatszych jezykow takze symboli funkcyjnych i statych)
wyznaczone przez interpretacje f. Stosowanie schematu <U, f> jest na
pewno prostsze w zapisie, bo odniesienia symboli pozalogicznych sg re-
prezentowane tylko symbolem f; co wiecej, mimo ze w zapisie tym nie jest
wyraznie wskazywana relatywizacja do danego jezyka, to tez wskazuje on
na interpretowany jezyk J, bo w definicji dziedziny funkcji f jest wskazany
zbior symboli pozalogicznych danego jezyka. Jednakze stosowanie sche-
matu <U, f> sprzyja uznaniu, ze skladnikiem dziedziny jezyka (systemu)
sq jego wyrazenia, co nie jest zgodne z rozumieniem odniesienia jezyka
i teorii, przyjmowanym takze w tych rozwazaniach.

Wybor schematu <U, D, (f)> jako reprezentujacego dziedzine teorii
ijezykow jest uzasadniony tym bardziej, ze mozna przyja¢ umowy nota-
cyjne, ktore uproszcza zapisy i rozwazania w sposob zblizony do notacji
zakladajacej schemat <U, f>. Ot6z poniewaz w wyrazeniach elementar-
nych jezyka J wystepuje skoniczona (zwykle niewielka) liczba symboli
predykatowych, a w wyrazeniach ztozonych liczba takich symboli jest nie
wieksza niz suma liczb predykatow w ich wyrazeniach skladowych, wiec
mozna uznac¢, ze w dowolnym wyrazeniu liczba symboli predykatowych
jest skonczona. Dlatego dziedzina jezyka J lub sformulowanego w danym
jezyku systemu bedzie reprezentowana przez uklad (strukture), w ktorym
po zbiorze U s3 wyliczone wartoSci funkcji interpretujacej f, tj. ukiad
M = <U, R, R, .., R> w ktéorym U to uniwersum dziedziny,
aR,, R,, .., R, wyznacza sposob rozumienia predykatow P, P, ..., P, je-
zyka J (dziedzina jest takze zwana interpretacja semantyczng). Poniewaz
inne elementy definiujace dziedzing M, sa nadbudowane nad zbiorem
U — w tym sensie, ze sa konstruktami zbudowanymi z jego elementow —
wigc uniwersum U jest takze zwane baza dziedziny <U, R, R,, ..., R >.
Ponadto, gdy wiadomo, ktory lub jaki jezyk jest opisywany, albo tez nie
jest to w metologicznym opisie i definicjach istotne, wtedy mozna po-
mingé wskaznik relatywizujacy do jezyka. Dlatego ustalona dziedzina
<U, R, R,, ..., R, > bedzie oznaczana skrétowo symbolem M.

Co sie natomiast tyczy funkeji warto$ciujacych, to — przeciwnie do
interpretacji — sa one okreslone na zbiorze wszystkich zmiennych da-
nego jezyka, a ich wartoSci sa elementami zbioru U, czyli funkcje te od-
wzorowuja zbior zmiennych w zbiér U (w sensie okreslonym komen-
tarzu do **RIV.2: D12.1). Jesli W, jest klasa funkcji warto$ciujacych
okreslonych na zbiorze V, zmiennych indywiduowych jezyka J, to moz-
na powiedzie¢ (pominawszy wskazniki relatywizujace do jezyka J), ze
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weWoweU ow: V- U, czyli funkcja warto$ciowania w jest
elementem klasy wszystkich odwzorowan zbioru zmiennych V, w zbiér
przedmiotéow dziedziny U (**RIV.2: D13). Poniewaz, zgodnie z umowa
notacyjna (i), wskazniki zmiennych przebiegaja zbiér N liczb natural-
nych (zbiér zmiennych jest wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowany
zbiorowi liczb naturalnych), wiec mozna takze stwierdzi¢, ze w e W <
weU'eow V- U

W klasie W, sa takze takie np. funkcje, ktorych wartoscig dla dowol-
nej zmiennej jezyka J jest ten sam przedmiot nalezacy do U, sa funkcje,
ktorych ciagi warto$ci réznig sie na jednym tylko miejscu, na dwoch miej-
scach, ..., na kazdym miejscu. Nieskonczone ciggi wartosci {a }, {b }, ...
funkcji warto$ciujacych nazywa sie warto$ciowaniami. Konkretna funkcja
wartoSciujaca ustala przyporzadkowanie zmiennym jezyka J przedmiotow
ze zbioru U, a funkcja wartoSciujaca ograniczona do zbioru zmiennych
wolnych danego wyrazenia (ograniczona w znaczeniu zgodnym z **RIV.2:
D4), przyporzadkowuje tym zmiennym przedmioty z dziedziny U. Jesli
{X; X, .-, X, } jest zbiorem zmiennych wolnych wystepujacych w wyrazeniu
@, aw jest funkeja wartosciujacg, to w-obrazem zbioru {x; X;, ..., X} jest
zbior {a, &y oy a t, w ktorym a, = w(x), a= W(XJ.), ooy @, = W(X,). A przy
tym jesli w, oraz w, sg r6znymi funkcjami warto$ciujacymi, to moga by¢
rozne wartosci tych funkgeji dla tych samych zmiennych wyrazenia @,
czyli zbiory w {X; x;, ..., X} oraz w{X; X; ..., X, }; a z drugiej strony funk-
cje wartoSciujace w, i w, moga by¢ rozne, nawet jesli w {x; x;, ..., X} =
= W,{X; X, .. X}, 0 ile ciggi {a } = w,(V,) oraz {b } = w,(V,) r6znig si¢
swoimi wyrazami na co najmniej jednym z innych miejsc (tj. poza miej-
scami i, j, ..., k).

W élad za indukeyjna definicja wyrazenia poprawnie zbudowanego
(D1) réowniez definicja spelniania stosowalna do dowolnego wyrazenia
jezyka Jjest indukcyjna. Powtarzajace sie w niej powiedzenie: ,wyrazenie
zdaniowe @ jezyka J jest w dziedzinie M spelnione przez cigg {a }” jest
skrocone przez ,sp, (P, {a })”. Relatywizacja do dziedziny M oznacza,
ze mowa o spelnianiu przy ustalonym znaczeniu predykatow P, P,, P,
..., P, w uniwersum U, tj. przy ustalonej interpretacji (funkcji interpre-
tujacej) f, — symbol M w ponizszej i kolejnych definicjach oznacza wigc
dowolna, ale okre$long w wyniku interpretacji dziedzine badanego je-
zyka J. Kolejna umowa notacyjna jest nastepujaca: ciag uzyskany z cia-
gu {a } w wyniku zastgpienia jego i-tego wyrazu przez pewien przed-
miota e U, tj. ciag {a, a,, .., &, &, &,,,, ...}, bedzie oznaczany skrotem

i-1? i+1?
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~1a }(a/a)” — w ponizszej definicji ,{a_}” oznacza dowolny, lecz ustalony
ciag przedmiotow z uniwersum U, czyli wartoSciowanie w dziedzinie M
(wtw jest skrotem tacznika ,wtedy i tylko, gdy”).

D2. 1 sp, ("P(x, X, ... X)), {a ) WtwR(a, , &, ..., a);
2 a sp, ("~ {a }) wtw ~sp (D, {a_});

b sp, ('@ A ¥, {a }) wtw sp, (D, {a }) A sp,, (¥, {a });
¢ sp,(fov ¥, {a}) wtwsp, (D, {a }) v sp, (¥ {a});
d sp, ("¢ =¥ {a ) wtw sp, (D, {a }) = sp,, (¥, {a });
e sp, ('@ < ¥, {a}) wtwsp, (D, {a }) < sp, (¥, {a});
f sp, ("(Ax) @, {a}) wtw (A a € U) sp, (D, {a_}(a/a));
g sp,("(Vx) @', {a }) wtw (V a € U) sp, (D, {a }(a/a)).

Komentujac okreslenie D2, mozna najpierw powiedzie¢, ze zgodnie
z warunkiem 1. (warunek wstepny) formula elementarna jest spelniona
wtedy i tylko, gdy dla relacji R; orzekanej w formule rPi(le, Xj o vee XJ})1 ele-
menty zbioru U przyporzadkowane zmiennym Xj s X, o oo X; tWOTZY uktad
zwigzany relacjg R, (sa czlonami tej relacji).

Natomiast w warunku 2. (warunek indukcyjny) spelnianie — w dzie-
dzinie M przez nieskonczony ciag {a,} — wyrazen zlozonych zbudowanych
za pomocg spojnikéw prawdziwosciowych KRZ jest okre§lone (w punk-
tach 2a—2e) w sposob zgodny z tabelkowymi definicjami tych funktorow:
negacja dowolnego wyrazenia jest spelniona wtedy i tylko, gdy nie jest
spelnione dane wyrazenie; koniunkcja dwoch wyrazen, gdy spelnione jest
kazde z nich; alternatywa, gdy jest spelnione co najmniej jedno z nich;
implikacja — gdy nie jest spelnione wyrazenie wystepujace w jej poprzed-
niku lub jest spelnione wyrazenie w nastepniku; a rownowazno$¢ wtedy
i tylko, gdy oba jej czlony sa jednocze$nie spelnione lub niespelione —
przez dany ciag przedmiotow.

Z kolei gdy chodzi o warunki spelniania dla wyrazen z kwantyfikato-
rem (2f—2g), to: wyrazenie, w ktérym formula @ jest poprzedzona kwan-
tyfikatorem ogo6lnym wigzacym ktoras (dowolng) z jej zmiennych wolnych
x; jest spelnione przez ciag {a_} wtedy i tylko, gdy formula @ jest spelniona
przez kazdy ciag {a_}’ powstajacy z {a_} w wyniku zastgpienia w nim wy-
razu a, — odpowiadajgcego (wskaznikiem) danej zmiennej x; zwigzanej
kwantyfikatorem — przez dowolny przedmiot a € U; natomiast wyraze-
nie, w ktorym @ jest poprzedzone kwantyfikatorem szczegétowym, jest
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spetnione wtedy i tylko, gdy jest taki przedmiot a € U, ze ciag {a, a,, ...,
a_,, a, a,, ..r spelnia wyrazenie @ (zmienna x, jest w formule @ wol-
na). Jak wida¢, warunki te sa zgodne z rozumieniem kwantyfikatorow.

Jak wiadomo z uwag poprzedzajacych D2, zamiast o spelnianiu wy-
razenia przez cigg przedmiotéw {a_} mozna mowi¢, ze wyrazenie jest
spelnione dla warto$ciowanie {a, }; jest takze stosowany sposob méwienia
izapisu nawigzujacy do terminologii uzywanej w kontekscie pojecia tauto-
logii KRZ (**RI.2.1). Mianowicie symbol ,W, (@, {a_})” oznacza warto$¢
logiczng wyrazenia @ w dziedzinie M dla wartoSciowania {a, }, a wtedy:

W, (@, {a }) = 1 wtedy i tylko, gdy sp, (P, {a }) oraz

W, (2, {a }) = 0 wtedy i tylko, gdy ~sp, (D, {a }).

Jak wida¢, powiedzenie, ze funkcja zdaniowa przyjmuje dla danego
wartoSciowania warto$c¢ 1 albo przyjmuje warto$é 0, podpada pod pojecie
spehiania funkcji zdaniowej przez cigg przedmiotéw czerpanych z do-
wolnego uniwersum, a nie tylko ze zbioru U = {1, 2} lub U = {1, 0, 1/2},
jak zaktadano, gdy byla stosowana metoda matrycowa do sprawdzania
wyrazen KRZ (**R1.2) oraz rachunku £3 (**RIL.1).

Mimo ze, zgodnie z przyjetymi ustaleniami, mowa o spelianiu wy-
razen przez nieskonczone ciagi przedmiotéw, to spelnianie funkcji zda-
niowej zalezy od tych tylko wyrazéw nieskonczonego ciggu {a_}, ktore s
przyporzadkowane zmiennym danej funkcji. Zawezenie to widaé wyraznie
w warunku, ktory okresla pojecie spelniania dla dowolnej formuly elemen-
tarnej, prawidlowos$¢ ta obowiazuje takze dla wyrazen zlozonych, jak to
wynika z definienséw rownowaznoSci 2a—2g. Pamietajgc o tym, ze pojecie
spelniania wyrazenia zdaniowego przez ciag przedmiotow jest zrelatywizo-
wane do dziedziny M’ = <U, R, R,, ..., R, >, mozna zatem powiedzie¢, ze:

T1 Jesli {x i X } jest zbiorem wszystkich zmiennych wolnych
wyrazenla cb oraz {a }i{b,} sa dowolnymi ciggami przedmiotow ze
zbioru U dziedziny M, ktore nie r6znia sie wyrazami o wskaznikach
i dy o dp U a = bh’ a = bjz, o & = bil’ to:

SP,(@, {a,}) wtedy i tylko, gdy sp,(®, {b,}).

Dowod:

W indukeyjnym dowodzie tego twierdzenia trzeba najpierw okazaé, ze
jest ono spelnione dla wyrazen elementarnych, a nastepnie, ze takze dla
dowolnego wyrazenia zlozonego, o ile jest prawdziwe dla jego wyrazen
skladowych.
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Dla wyrazen elementarnych twierdzenie to jest oczywiste, jako ze
zgodnie z D1.1
spM(fPi(le, sz, XJ})1’ {a,}) wtedy i tylko, gdy Ri(ajl, &, 8 ) oraz
sp,, (" P(x Xy oo X )1 {b.}) wtedy i tylko, gdy R, (b b b ),
co wobec zalozenla a =b, o8 = bj & =b, prowadm do réwnowaz-
nosci: sp, (@, {a_}) wtedy i tylko gdy spM(<D {b .

By okazac, ze jeSli twierdzenie jest prawdziwe dla wyrazen sktado-
wych, to jest tez prawdziwe dla dowolnych wyrazen zltozonych, o ktorych
mowa w D2.2a—e, zal6zmy, ze
(*) T1 jest spelnione dla wyrazen @ oraz ¥ {z.ind.}.

Jesli chodzi o negacje, to z D2.a wiadomo, ze
sp,("~@", {a }) wtedy i tylko, gdy ~sp, (@, {a })
oraz
sp, ("~@', {b_}) wtedy i tylko, gdy ~sp, (@, {b_}), a poniewaz — zgodnie
z zalozeniem indukcyjnym:
sp,. (@, {a}) wtedy i tylko, gdy sp,, (@, {b_}),
wiec:
sp, ("~@'{a }) wtedy i tylko, gdy sp,, ("~@", {b }).

W przypadku koniunkcji, zgodnie z D2.2b:
sp,, ('@ A ¥, {a }) wtedy i tylko, gdy sp, (@, {a }) ~ sp, (¥, {a })
oraz
SP, ('@ A 1, {b }) wtedy i tylko, gdy sp, (@, {b }) A sp, (¥, {b }),

a przy tym, zgodnie z zalozeniem indukcyjnym:

sp, (@, {a }) wtedy i tylko, gdy sp, (P, {b,})

oraz

sp, (¥, {a,}) wtedy i tylko, gdy sp, (¥, {b }),

wiec:

sp, (@ A ¥, {a }) wtedy i tylko, gdy sp, ("® A ¥, {b_}).

Dowody dla kolejnych sp6jnikéw sa analogiczne; w dowodach tych
mozna takze wykorzystac fakt, ze pozostale funktory sa definiowalne przez
negacje i koniunkcje, co pozwala uznac, ze T1 jest prawdziwe takze dla
wyrazen zlozonych, w ktoérych spdjnikiem gléwnym jest funktor inny niz
negacja i koniunkcja.

Jesli chodzi o wyrazenia z kwantyfikatorem, to zgodnie z D2.2f:

1. sp, ("(A in) @1, {a,}) wtedy i tylko, gdy (A a € U) sp, (@, {an}(aji/a))
oraz

sp,("(A in) @1, {b }) wtedy i tylko, gdy (A a € U) sp, (D, {bn}(bji/a)).
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7 zalozenia indukcyjnego wiadomo, ze jeSli dowolne dwa ciagi nie
roznia sie na miejscach odpowiadajacych wszystkim zmiennym wolnym
wyrazenia @, to @ jest spelnione przez jeden z tych ciagow wtedy i tylko,
gdy jest spelnione przez drugi. Ot6z da sie okazac, ze warunek ten, tj. iden-
tycznoéci wyrazéw odpowiadajacych wszystkim zmiennym wolnym w @,
spetniajg ciggi {an}(aji/ a)i {bn}(bji/a) — niezaleznie od tego, czy zwigzana
kwantyfikatorem zmienna x;; jest zmienna wolna w @.

Mianowicie, jesli:

1.1 x, i =1, .., t, nie jest zmienng wolna, to w wyrazeniach @

i"(AX ) dﬂ sg te same zmienne wolne, jako ze zastgpienie a,/a oraz b, /a
jest wykonane w innym miejscu ciggu niz fragment, w ktorym sa wyrazy
obu ciggow o wskaznikach j, j,, ..., j. W kontekscie zatozenia: a = bh’
a = bjz’ SRS bjt oraz zalozenia indukcyjnego (¥*) mozna wiec uznac, ze
w tej sytuacji:

**) sp, (2D, {an}(aji/a)) wtedy i tylko, gdy sp,, (@, {bn}(bji/ a)).

Jedli natomiast:

2.1x, jest zmienng wolna w @, to — wobec zalozenia a, = b, a = b

= b oraz faktu, ze za X, Jest w obu ciagach podstamany ten sam

przedmlot a — ciagi te nie roznlq sie na zadnym miejscu spoéréd odpo-
wiadajacych wszystkim zmiennym wolnym wyrazenia @, czyli ponownie
) {5

Skoro jest uzasadnione twierdzenie, ze:

2. sp, (D, {an}(aji/a)) wtedy i tylko, gdy sp, (D, {bn}(bjlla))
{1.1=(*%),2.1= ()},

a wiec ze rownowazne sg prawe strony rownowaznosci 1., to mozna takze

uznac, ze:

sp, ("(A X, ) @ {a }) wtedy i tylko, gdy sp, ("(A X ) @1, {b }).

Dowod T1 dla wyrazen poprzedzonych kwantyﬁkatorem szczegolo-

wym rozpoczyna sie od, zgodnych z D2g, twierdzen:
sp,,("(V x) @', {a }) wtedy i tylko, gdy (V a € U) sp, (@, {a }(a/a)) oraz
sp,,("(V x) @, {a_}) wtedy i tylko, gdy (V a € U) sp, (P, {a_}(a/a)),
a jego tok jest analogiczny do rozumowania dla wyrazen z kwantyfika-
torem og6lnym. W dowodzie wyrazen o takim ksztalcie mozna takze
wykorzystaé fakt, ze kwantyfikator szczeg6lowy da sie rownowaznosciowo
zdefiniowa¢ za pomoca kwantyfikatora ogdlnego i negacji.
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W kontek$cie D1 mozna zatem uznac, ze dla kazdego wyrazenia @
poprawnie zbudowanego (@ e S) twierdzenie T1 jest spetnione. B?

Mimo wiec ze w definicji spelniania jest uzywane pojecie nieskonczo-
nego ciggu przedmiotéw, to na podstawie T1 jest uzasadnione ogranicze-
nie sie do tej tylko skoniczonej czesci ciagu nieskoniczonego, w ktorej sg
wyrazy odpowiadajace wszystkim zmiennym wolnym danego wyrazenia.

Twierdzenie T1 stosuje sie takze do przypadkoéw skrajnych, tj. do sy-
tuacji, gdy zbior {le, Xjpo oo XJ}} wszystkich zmiennych wolnych wyrazenia
@ jest pusty, a wiec gdy wyrazenie zdaniowe @ nie zawiera zmiennych
wolnych, jest formula zamknieta, czyli jest zdaniem. Zbior pusty zawiera
wszystkie zmienne wolne takiego wyrazenia (zmiennych wolnych nie
ma), a postawiony w poprzedniku implikacji T1 drugi warunek, ze ciagi
{a } i {b,}maja si¢ nie rozni¢ wyrazami o wskaznikach j,, j,, ..., j,, tez jest
spelniony, bo nie ma takich wyrazow (ciagi te nie moga sie r6zni¢ na
miejscach o wskaznikach nalezacych do pustego zbioru); o dowolnych
ciggach {a_} i {b } czerpanych z U mozna wigc powiedzie¢, ze warunek
ten spelniaja. Wynik tego rozumowania mozna sformulowa¢ nastepujaco.

T2 Jesli wyrazenie @ jest zdaniem oraz {a_} i {b } sa dowolnymi ciggami
przedmiotéw ze zbioru U dziedziny M, to sp, (@, {a }) wtedy i tylko,
gdy sp,, (@, {b }).

Moéwigc inaczej, jesdli spelienie funkcji zdaniowej przez cigg przed-
miotdw zalezy od tych tylko wyrazow ciagu, ktére odpowiadaja jej zmien-
nym wolnym, to w przypadku zdania (funkcji o pustym zbiorze zmiennych
wolnych) spelnianie nie zalezy od zadnych elementow ciagu. Jesli wiec
zdanie jest spelnione przez jakikolwiek dany ciag, to jest spelnione przez
dowolny inny, czyli przez kazdy ciag z danej dziedziny M (wyznaczonej
interpretacja jezyka J).

T3 Jesli wyrazenie @ jest zdaniem oraz zbidr U dziedziny M jest niepu-
sty, to: (V{a,} € U") sp, (D, {a }) wtw (A {a } € UY) sp, (D, {a }).

Dowod:

Jest oczywiste, ze spelniona jest implikacja odwrotna tej rownowazno-
$ci, natomiast implikacja prosta jest konsekwencja T2 i zalozen dowodzo-
nego twierdzenia: jesli bowiem zdanie @ jest spelnione przez jakis ciag, to
jest tez spelnione przez dowolny {a,_} czerpany z niepustego zbioru U.®

2 Rozpisany pelniej, w innej notacji, dowod tego twierdzenia jest w: A. Grzegorczyk,

Zarys logiki matematycznej, dz. cyt., s. 236—238.
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Wyslowiajac T3 w innej terminologii, mozna powiedzie¢, ze jesli
zdanie jest spelnione (w niepustej dziedzinie U) przez jaki$ ciag przed-
miotow, tj. przy pewnym wartoSciowaniu {a_} — co zapisuje si¢ takze
jako W, (@, {a }) = 1 — to jest spelnione przy dowolnym warto$ciowaniu
(o warto$ciach w zbiorze U).

Pojecie spelniania — wyzej sformutowane dla wyrazen teorii pierw-
szego rzedu bez symboli funkcyjnych i statych indywiduowych — mozna
uogdblnic na teorie (jezyki) zawierajace oprocz symboli predykatowych
takze symbole funkcyjne oraz stale indywiduowe (nazwy jednostkowe)
oraz na teorie rzedow wyzszych. Gdy chodzi o teorie z nie tylko predyka-
towymi symbolami pozalogicznymi, to w schematach oznaczajacych ich
dziedziny trzeba wskaza¢ odniesienia (denotaty) ich symboli funkcyjnych
F,.F,, ..., F oraz stalych nazwowych n, n,, ..., n_, np. méwic, ze dziedzing
takiego systemu jest — w ustalonej interpretacji jezyka danego systemu —
M=<U,R,R, ...R,, fl, fz, fl, bl, b2, bm>, przy czym fl, fz, fI to
denotaty symboli F ,F,, ..., F,ab,, b, ..., b_to przedmioty z niepustego
uniwersum U oznaczane, zgodnie z przyjeta interpretacja, przez nazwy
(symbole) jednostkowe n,, n,, ..., n_. Natomiast w charakterystyce dzie-
dzin teorii rzedow wyzszych trzeba uwzglednié¢ fakt, ze w ich jezykach
oprocz zmiennych indywiduowych moga wystepowaé state i zmienne
predykatowe i funkeyjne réznych rzedow.

Da sie rowniez okaza¢, ze takze dla tych bogatszych jezykéw i odpo-
wiadajacych im bogatszych dziedzin jest spelniona implikacja T13.

1.2 Pojecie prawdy

Zrelatywizowanie pojecia spelniania do okreSlonego ciggu {a_} z dziedziny
M pociagga za soba, warto przypomnieé, odniesienie do okreslonej inter-
pretacji danego jezyka J, tj. do wskazanego uniwersum U i ustalonego
w nim znaczenia symboli predykatowych P, P,, P, ..., P, danego jezyka —
a takze symboli funkcyjnych i stalych indywiduowych, o ile wystepuja
w opisywanym jezyku. Dlatego warto pamietac, ze oprocz tego wyraznie
wskazanego odniesienia, tj. do dziedziny M, pojecie prawdy jest zrelaty-
wizowane Zrodlowo do okreslonej interpretacji danego jezyka.

3 Ogolniejsze pojecie spelniania jest zdefiniowane np. w: L. Borkowski, Wprowadze-

nie do logiki i teorii mnogosct, dz. cyt., s. 364-368 i A. Grzegorczyk, Zarys logiki
matematycznej, dz. cyt., s. 253—255.
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D3. a Wyrazenie zdaniowe @ jest prawdziwe w dziedzinie
M =<U,R,R, .., R> tj. @ € E(M), wtedy i tylko, gdy wyrazenie
@ jest spelnione w M przez kazdy cigg przedmiotoéw czerpanych z U,
tj. (A {a } € UY) sp, (D, {a }).
b Wyrazenie @ klasycznego systemu logicznego jest prawdziwe
w dziedzinie U wtedy i tylko, gdy wyrazenie @ jest spelnione przez
kazdy cigg przedmiotow z U, tj. (A {a } € U"Y) sp (D, {a }).

Symbol ,,E(M)” oznacza zbiér wyrazen (zapisanych w jezyku J) praw-
dziwych w dziedzinie M (jest takze zwany zawarto$cig dziedziny M).
Rozwijajac zapis symboliczny, mozna powiedzieé, ze wyrazenie @ jest
prawdziwe — a dokladniej: nalezy do zbioru E(M’) wyrazen prawdziwych
w dziedzinie M — wtedy i tylko, gdy przy rozumieniu jego terminéw
w sposob wyznaczony przez <R, R,, ..., R > jest spelnione przez kazdy
cigg przedmiotow, ktérego zapasem jest zbior U; w innej terminologii — ze
jest spelnione w dziedzinie M przy kazdym wartoSciowaniu w € W, = U”,
a mowiac prosciej i w sposob wyzej uzasadniony: jest prawdziwe, gdy
rozumiane zgodnie z dang interpretacja jest spelnione przy kazdym pod-
stawieniu nazw przedmiotoéw ze zbioru U za wystepujace w @ zmienne.
W przypadku klasycznego systemu logicznego, w ktorego jezyku nie ma
stalych pozalogicznych, dziedzina M = <U, R, R,, ..., R > jest zreduko-
wana do uniwersum U, a przy tym w kazdej dziedzinie terminy logiczne
sg rozumiane tak samo (standardowo).

Definicja ta dotyczy dowolnego wyrazenia zdaniowego jezyka J, a wiec
zaréwno funkeji zdaniowych, jak i zdan, cho¢ w przypadku zdan i pojecie
speliania, i pojecie prawdziwo$ci sa skrajnymi przypadkami pojecia
ogoblnego (tak samo, jak pojecie spelniania dla zdan jest skrajnym przy-
padkiem pojecia spetniania dla funkcji zdaniowych).

Na podstawie definicji D3 da sie w metajezyku MJ udowodni¢ kazda
rownowazno$¢ podpadajaca pod schemat:

(*) Zdanie @ jezyka J jest prawdziwe w dziedzinie M =<U,R,R,, ..., R,>
wtedy i tylko, gdy MJ(®D).

W schemacie (*) zwrot ,zdanie @” jest metajezykowa nazwa zdania
@, a symbol ,,MJI(®)” oznacza przeklad zdania @ na metajezyk*. Prawa

4 Wedlug A. Tarskiego — od ktérego pochodzi definicja prawdziwoSci oparta na po-

jeci spelniania — mozliwo$¢ udowodnienia, na podstawie pojecia (definicji) zdania
prawdziwego, rownowaznos$ci podpadajacych pod ten schemat jest warunkiem ko-
niecznym merytorycznej trafnosci semantycznej definicji prawdy — zob. A. Tarski,
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strona w metajezyku odnosi sie do tych samych przedmiotéw, o ktorych
mowa (w jezyku przedmiotowym badanej teorii) w zdaniu, ktore po lewej
stronie rownowazno$ci jest oznaczone metajezykowa nazwa i o ktorym
jest orzekana prawda.

Metajezykowe nazwy wyrazen mozna tworzy¢ wedlug rozmaitych
regul. Na przyklad dla wyrazenia rachunku zbioréw ,,(A A) A c A” — za-
pisanego w notacji stosowanej w **RIV.1, a ktére mozna w innej notacji
zapisac jako (A X)) X, © X, — metajezykowa nazwa, skrocona zgodnie z przy-
jetymi przez Tarskiego regulami tworzenia takich nazw w symbolicznym

metajezyku, to ,N, i, ,”; ta symboliczna nazwa, odczytana w metajezyku

1 Il,l ;
naturalnym brzmi: wyrazenie, w ktérym inkluzja laczy zmienna o indeksie
1 ze zmienng o indeksie 1, poprzedzane kwantyfikatorem ogolnym wigza-
cym te samg zmienng®. Stosujgc taki sposéb tworzenia metajezykowych
nazw wyrazen mozna oglosi¢ na przyklad, ze w dziedzinie M, ktorej
baza U jest uniwersum zbioréw z okre$lona w nim relacja inkluzji, jest
spelniona rownowazno$c¢:

M, i, jest zdaniem prawdziwym, tj. N i, € E(M) wtedy i tylko, gdy
(A x, € U)x, X, tj. gdy kazdy zbiér zawiera si¢ w sobie.

Przyjmijmy jednak, zgodnie ze sposobem juz stosowanym, ze skrotem
metajezykowej ogoblnej nazwy ,wyrazenie @” jest symbol ,'®1”. Warto
takze przyja¢, by nie zmieniaé¢ dotychczas stosowanego zapisu, ze thu-
maczenie MJ(®) powstaje w wyniku zamiany (przettumaczenia) sym-
boli predykatowych P, P,, ..., P, wyrazenia @ na metajezykowe symbole
predykatowe R, R, ..., R, 1 zamiany zmiennych wolnych x , x,, ..., X,
na symbole a,, a,, ..., @, oraz ograniczenia (relatywizacj¢) kwantyfika-
tor6w wyrazenia @ do uniwersum dziedziny M = <U, R, R,, ..., R>,
tj. do zbioru U. Uzyskane w ten sposéb z wyrazenia @ wyrazenie
o(P,/R,,P/R,, ...P/R,NU, X /a,x,/a, .., x/a)jest metajezykowym

Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, dz. cyt., s. 48—49. ,Merytorycz-
nej”, tj. uyjmujacej intuicje zwigzane z prawdziwoscia, a zgodne z jej rozumieniem
wywodzacym sie od Arystotelesa: zdanie jest prawdziwe wtedy i tylko, gdy jest tak,
jak zdanie to glosi. Fakt, ze z definicji prawdy wynikaja wszystkie rownowazno-
Sci podpadajace pod schemat (*), $§wiadczy o tym, ze Tarskiego definicja prawdy
chwyta intuicje zawarte w koncepcji klasycznej, tj. zgodnej z definicja Arystote-
lesa. Zob. J. Wolenski, Epistemologia. Poznanie — prawda — wiedza — realizm,
dz. cyt., s. 181-354; tenze, Semantics and Truth, dz. cyt., s. xi—xix, 271-330;
a takze A.C. Grayling, An Introduction to Philosophical Logic, dz. cyt., s. 122-187.

® O regulach tworzenia metajezyka i kolejnych etapach budowania metasystemu zob.
A. Tarski, Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, dz. cyt., s. 16—59.
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tlumaczeniem wyrazenia @. Wtedy odpowiednikiem schematu (*) na po-

ziomie pojecia spetniania jest nastepujacy schemat — poprzedzony warun-

kiem, ze {a,} jest dowolnym ciggiem w dowolnej, lecz okreSlonej dziedzinie

M=<U,R,R,, ..,R>1j.{a }e U

**) sp,, ("®, {a}) wtedy i tylko, gdy '®'(P,/R, P,/R,, ..., P/R,,
A/U,x /a, .., x/a).

Na przyklad prawo A < (A U B) (**RIV.1: T11), zapisane zgodnie
z przyjetymi umowami notacyjnymi, to X, < (X, U X,). Mozna, zgodnie ze
schematem (**) powiedzie¢, ze w uniwersum U zbior6éw z relacja inkluzji
i dzialaniem (dwuargumentows funkcja) dodawania zbiorow:
sp,. ("X, © (x, U x,), {a }) wtedy i tylko, gdy a, = (a, U a,),
czyli, gdy chodzi o prawdziwos¢:

X, < (X, Ux,)' e E(M)wtw (A{a } € U¥)sp, ("X, < (x, Ux,)" {a }) wtw
wtw (A {a } e UM a c(a,ua,).

Dla prawa (A €« B AB < C) = A c C (**RIV.1: T3) uzyskane w ten
sam sposob (i dla tej samej interpretacji semantycznej) formuly réwno-
wazne to:

(X, X, A X, C X)) = X, © X' € E(M),
(A {a } e UM sp,, ("(X, X, A X, X)) = X, < X,1, {a }) oraz
A a}eU")[(a,ca,na,ca)=a ca,l

Warto dostrzec, ze w schematach (*) oraz (**) mowa o wyrazeniach
jezyka i metajezyka, czyli schematy te s twierdzeniami metametajezyka.

Z definicji prawdy (D3) i spelniania (D2) oraz praw rozkladania i wy-
ciggania kwantyfikator6w wynikaja nastepujace twierdzenia spelnione dla
dowolnych wyrazen zdaniowych:

L1.
a " AP c EIM)wWtw @ € E(M) A W € E(M);
b Jezeli (@ € E(M) v W e E(M)), to Td v P € E(M);
c Jezeli'™@ = P e E(M), to (@ € E(IM) = ¥ € E(M));
d Jezeli '@ < P e E(M), to (@ € E(M) & W e E(M)).

Dowdd:

W zapisach opartych na definicji spelniania D2 zamiast ,,(A {a } € U")”,
bedzie stosowany krotszy napis ,,(A {a,})”, tym bardziej, ze do danej
dziedziny, a wiec i do danego jej uniwersum, bedzie relatywizowat wskaz-
nik M.
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a.
Twierdzenie
1.T@o A P € E(M)
jest rbwnowazne:
2. (AN {a }) sp, (f@o AP, {a}) {D3.a, 1}
3. (A {a,}) [sP,(®. {a,}) ~ sp, (¥, {a,})] {D2.2b, 3}
4. (A {a,)) [sp,(®, {a, D] 7 (A {a,} [sp, (¥, {a )]
{**RIIL2: T5, tj. AlA, 3}.
Zatem: @ € E(M) A ¥ € E(M) {D3.a,4}. m
b.
Alternatywa
1.OeE(M) Vv W e EWM)
jest rbwnowazna:
2. (A a}sp, (@ {a) v (A {a} U sp,(W.{a}) {D3.a1}
z ktérego wynika
3. (A {a.}) [sp,(?.{a.}) vsp, (¥ {a})] {**RIIL2: T10,tj. v|A, 2},
rbwnowazne z:

4. (A {a,}) sp,(@Vv ¥, {a}) {D2.2¢, 3}
oraz:

dv P e E(M) {D3.a,4}. m
c.

Twierdzenie

1.7¢ = P ¢ E(M) {zal.}

jest rbwnowazne:

2. (AN {a ) sp, (="' {a}) {D3.a, 1}
oraz

3. (A {a,}) [sp,(@, {2,}) = sp,(¥. {a 1] {D2.2d, 2},
z ktorego wynika {**RIIL.2: T6, tj. A\|=, 3}

4. (A {a,}) sp, (@, {a ) = (A {a }) sp, (¥, {a})
rownowazne z

D ecEWM)=> Ve EWM) {D3.a,4}. m
d.

Twierdzenie

1.T0 < P € E(M) {zal.}

jest rownowazne:

2. (AN {a ) sp, (@<= ¥, {a}) {D3.a, 1}
oraz

3. (A {a}) [sp, (D, {a.}) & sp, (¥, {a })] {D2.2¢, 2}
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Z twierdzenia 3 wynika
4. (A {a ) sp, (@, {a }) = (A {a}) sp, (¥ {a})
{**RII1.2: T8, tj. A|<, 3},

roOwnowazne z
P cEM)=o We E(M) {D3.a, 4}.1

Mozna powiedzie¢, ze prawidlowosci sformutowane w L1 dotycza
rozkladania/wyciagania orzecznika prawdy na/przed czlony koniunkcji,
alternatywy, implikacji i rownowaznoéci. Jak wida¢, w przypadku ko-
niunkeji orzecznik ten moze by¢ i rozkladany, i wyciagany, w przypadku
alternatywy — tylko wyciagany, a w implikacji i réwnowazno$ci — tylko
rozkladany. Da sie natomiast okazaé, ze w zakresie zdan zaleznoSci te sa
pelne, tj. rbwnowaznosciowe.

L2. Jezeli @i ¥ s zdaniami, to:
a " AP e EIM)wtw @ € E(IM) A W € E(M);
b "ov P e E(IM)wtw (@ € E(M) v W e E(M));
¢ "= P c EM)wtw (@ € E(IM) =W € E(M));
d "o P e E(M) witw (@ € E(M) < ¥ e E(M)).

Dowéd:

W kontekscie L1 i faktu, ze kazde zdanie jest wyrazeniem zdanio-
wym, do udowodnienia sa tylko implikacja prosta rownowazno$ci b oraz
implikacje odwrotne rownowaznosci ¢ i d (nadal bedzie stosowany skrot
»(A{a })” zamiast ,(A {a }e U")").

b.

=

1.To v P e E(M) {zal.}.

2. ~(® e E(IM) v ¥ e E(M)) {zdn.}

Z zalozenia 2. wynika:

3.0 g E(M)AW ¢ E(M) {NA: 2},
4.(V{a)) ~(sp, (D, {a }) A (V{a}) ~(sp,(¥ . {a,}) {~A D3.a, 3}
5. ~(sp,(?,{a }) A ~(sp,, (¥,{a }") {OV: 4}.
Natomiast zalozenie dowodzonego twierdzenia implikuje:

6. (A {a }) sp,(f@v ¥, {a}) {D3.a, 1},
7. (A {a,}) [sp, (D, {a }) v sp,, (¥, {a D] {D2.2.c, 6},
8.sp, (D, {a }) v sp, (¥ {a}) {OA: 7},
9.sp, (D, {a }”) vsp, (¥ {a}”) {OA: 7}.
Laczac konsekwencje obu tych zalozen, mozna uznac:

10. sp, (¥, {a}) {OA: 8, 5}
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11. sp, (®,{a }")

{OA: 9, 5}

Poniewaz — zgodnie z ogblnym zalozeniem twierdzenia L2 — @ i ¥ to

zdania, wiec:

12.sp, (¥, {a }) < sp, (¥, {a }") {T2, 10}

a zatem:

13.sp, (¥, {a}") {RO_: 12,10},
co jest sprzeczne z 6. B

c.

H

1.(® e E(IM) = ¥ € E(M)) {zal.}

2.7 = P ¢ E(M) {zdn.}
3.(v{a}) ~(sp, (o= ¥'{a}) {~A, D3.a, 2}
4. ~(sp, (o= ¥ {a}) {ov: 3}

5. ~(sp,(?,{a }) = (sp,, (¥, {a}) {TR_: D2.2d, 4}
6.sp, (D, {a } A ~(sp, (¥ {a ) {NI: 5}

7. (A {a}) sp, (@, {a }) = (A {a}) sp, (¥, {a,})] {D3.a, 1}
8.sp, (D, {a } {OK: 6}
9.(V{a)) (sp,(? {a}) {DV: 8}
Poniewaz @ jest zdaniem, wiec:

10. (A {2,) 5p,(®, {a,}) (T3, 9}

11. (A {a ) sp,(¥.{a}) {RO: 7,11}
12.sp, (¥, {a }) {OA: 11}
sprz.: 12,6. m

d.

H

Zalozenie

lL.OcEWM) = ¥PeEWM)
mozna rownowaznie zapisaé jako koniunkcje:

2.(PcEM) >V ecEWMDA(W e EIM) = D e E(M)) {OR: 1}
oraz

3. (=P c EIM) A (W= D) € E(IM)) {L2.¢c, 2}
4.7(D=P)A (Y= D) e E(M) {L1.a, 3},

a ostatecznie:

P < P e E(M) {DR:4}. m

Fakt, ze definicja D3 dotyczy przede wszystkim zdan, traktowanych

jako szczegolnego rodzaju funkcje zdaniowe (funkcje zdaniowe bez zmien-
nych wolnych), jest widoczny w kolejnym twierdzeniu.
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T4 Jedli @ jest wyrazeniem o zmiennych wolnych x, X,, ..., X,,
to @ € E(M) wtedy i tylko, gdy "(A X, X,, ..., X) @' € E(M).

Dowdd:

H

Jezeli

1. & e E(M) {zal.},
czyli @ jest prawdziwe w M , to — zgodnie z D3 — @ jest spelnione przez
dowolny cigg {a } przedmiotow z dziedziny U, a wigc takze przez kazdy
ciag, ktéry na miejscu i, 1 < i < t, ma dowolny przedmiot a € U; a zatem
2. (Aa e U)sp, (D {a }a/a)),
a wobec tego — na podstawie D2.2f:
3.sp,((Ax,1<i<t)d, {a}),
czyli
4.sp,, "(A X, X, .., x) D1, {a })".
Skoro dowolny ciag {a } z M spelia wyrazenie M(A x
(A X, Xy, ooy X) @V € E(M) {D3}.
=
Jeéli
LA X, Xy, oy X) @1 € E(M),

czyli kazdy ciag {a,} spelnia wyrazenie "(A x,, X,, ..., x) @' {D3}, to
2. dowolny cigg speia: wyrazenie "(A X,, ..., X)) @', w ktorym jedyng
zmienng wolng jest x;; wyrazenie "(A X,, ..., X) @', w ktorym zmiennymi
wolnymi sg x; orazx,; itd.{D2.2f} — czyli:
3. kazdy ciag {a } spe}ma wyrazenie @ o zmiennych wolnych x
a to znaczy, ze ® € E(M) {D3}. m

Prawidlowosci dotyczace spelniania zdan przez ciggi przedmiotow
(spelniania w danym warto$ciowaniu) — sformulowane w T2 oraz T3 — sa
widoczne takze, gdy mowa o prawdziwoSci zdan.

x,) @1, to

1’ 21 ey

1! 21 ---,Xt,

T5 Jesli @jestzdaniemi M =<U,R,R,, ..., R, > jest dziedzing niepusta,
tj. U # &, to @ € E(M) wtedy i tylko, gdy (V {a } € U") sp, (D, {a }).

Dowdd:

Jako ze

1. @ jest zdaniem i U = & {zal.},

wiec — zgodnie z implikacja T3, ktorej poprzednik jest spelniony {1} —
prawdziwa jest rownowazno$¢

2.(V{a } e U")sp, (@, {a }) wtedyitylko, gdy (A {a } € UM) sp, (D {a }).
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Jednocze$nie — w my$l D3:

3. @ € E(M) wtedy i tylko, gdy (A {a,} € U") sp, (D, {a }).

Zatem:

@ e E(M) wtedy i tylko, gdy (V {a } € U") sp, (P, {a }) {3,2}. m
Wazne wlasno$ci zbioru zdan E(M ), tj. ogbtu zdan prawdziwych

w okres$lonej dziedzinie, sa widoczne w kontekscie dowolnej pary zdan

sprzecznych, tj. @ i '~@1 — ilekro¢ bedzie mowa o dziedzinie niepustej,

chodzi (co widoczne w T5) o taka, ktoérej uniwersum U jest zbiorem

niepustym.

T6 Jedlidziedzina M = <U, R, R,, ..., R,> jest niepusta, to:
~(D € E(M) AT~D1 € E(M)).

Dowéd:
Poniewaz negacja ~(®@ € E(M) A '~®' e E(M)) jest rownowazna
alternatywie:
D ¢ E(M) v T~ ¢ E(M) {NK}, wiec w dowodzie wprost wystarczy
okazac, ze:
~(DPgEWM)=>T~D1 ¢ EWM) {(dVvYP) < (~0= W)}
Rzeczywiscie, dla dowolnego wyrazenia @ jest tak, ze jesli
1.1 @ € E(W) {zd.},
to @ jest spelnione przez kazdy cigg z dziedziny M {D3}, co znaczy, ze
1.2 istniejg w niepustej dziedzinie M ciagi niespelniajace wyrazenia
~@1{D2.a},
co znaczy, ze '~®@1 nie jest spelnione dla kazdego ciagu, czyli
1.37~@ ¢ E(M) {D3}.
Zatem: ~(® ¢ E(M)) = ~®1 ¢ E(M) {1.1 = 1.3}.
Mozna takze, w dowodzie niewprost, okazaé, ze przypuszczenie:
1. (i) @ € E(M) oraz (ii) T~®' € E(M) {zdn.}, rozwiniete zgodnie z D3
i D2.2a, prowadzi do sprzecznosci: jesli bowiem (ii), co znaczy, ze '~®?
jest spelnione przez kazdy ciag {D3}, to (o ile M jest niepusta) na pewno
istnieje cigg {a_} taki, ze ~sp, (P, {a }) {D2.2a}, czyli wyrazenie @ nie
jest spelnione przez kazdy ciag, co sprzeczne z (i) rozwinietym zgodnie
zD3.1m
Twierdzenie T6 jest metalogicznym odpowiednikiem prawa niesprzecz-
noéci. Zgodnie z nim zadne dwa wyrazenia sprzeczne nie moga by¢ zara-
zem prawdziwe w dowolnej niepustej dziedzinie. Prawidlowo$c ta dotyczy
dowolnych wyrazen zdaniowych, a wiec i funkcji zdaniowych, i zdan. Jesli
natomiast chodzi o zdania, to:
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T7. Jesli @ jest zdaniemi M =<U, R, R,, ..., R > jest dziedzing niepustg, to
a ®eEWM) v ~D € E(M);
b @ ¢ E(M) wtedy i tylko, gdy '~®@1 € E(M).

Dowéd:
a.
W dowodzie alternatywy @ € M v '~®1 e E(M ) wystarczy okazaé, ze:
DgEM)=~P' e EIM){(®dVv V) o (~D = P)}.
Jesli
1.1 @ ¢ E(M) {zd.}, to
1.2 nie kazdy ciag {a } € U" spelnia @ {D3},
czyli istnieje cigg {a } € U" taki, ze: ~sp, (@, {a }) {~A}, co znaczy, ze
1.3 (V{a} e U")sp, ("~ {a }) {D2.a}.
Poniewaz '~@7, tak jak @, jest zdaniem, wiec od 1.3 mozna przej$¢ — na
podstawie T3 — do
1.4 (A{a} € UM) sp, ("~D, {a}),
czyli do
1.5 ~® ¢ E(M) {D3}.
Zatem: @ ¢ E(M) = '~®1 € E(M) {1.1 = 1.5}, co rbwnowazne dowo-
dzonej alternatywie.
b.
Implikacja prosta jest bezposrednim wnioskiem z T7.a. W dowodzie
implikacji odwrotnej, jesli:
1."~@1 € E(M) {zal.},
to poniewaz '~@1 jest zdaniem oraz dziedzina M jest niepusta, wiec —
zgodnie z T6:
2.(V {a} € U") sp, ('@, {a)),
czyli — na podstawie D2.a:
3.(V{a} € U¥) ~sp, (@, {a,),
co znaczy, ze nie kazdy cigg spelnia @, a zatem @ ¢ E(M) {D3}. ®
Twierdzenie T7.a jest metalogicznym odpowiednikiem prawa wy-
laczonego Srodka, zwanym semantyczng zasada wylgczonego $rodka.
W mysl tego twierdzenia z dwdch zdan sprzecznych co najmniej jedno jest
prawdziwe. Z kolei semantyczna zasada niesprzecznosci, sformutowana
dla zdan (i w sposéb dopelniajacy komentarz do T6), glosi, ze z dwoch
zdan sprzecznych co najmniej jedno jest falszywe. Natomiast T7.b jest
u$cisleniem obu tych zasad, zgodnie z ktérym z dwoch zdan sprzecz-
nych dokladnie jedno jest prawdziwe, co znaczy, ze dokladnie jedno jest
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falszywe. Latwo jest sprawdzié, ze T7.b = T6 i T7.b = T7.a, tj. ze sa
spelione implikacje:

(D g E(M) < ™~P1 e E(M)) = ~(D € E(M) AT~D1 € E(M))

oraz

(D g EWM) o ™~D' e E(M)) = (@ e EIM) v T~ € E(M)),

a implikacje odwrotne nie sa prawdziwe.

Natomiast T7.b jest rownowaznie sformulowane za pomoca alterna-
tywy rozlgczne;j:

v) ®e EM) v '~D € E(M).

Z alternatywy tej, tak samo jak z rownowaznoéci T7.b, wynikaja
semantyczna zasada niesprzeczno$ci i semantyczna zasada wylaczonego
srodka, tj. (v) = T6 i (v) = T7.a. Poniewaz drugi czton tej alternatywy,
tj. 'T~@1 € E(M), jest rownowazny z @ ¢ E(M), wiec mozna takze po-
wiedzieé, ze zgodnie z T7.b kazde zdanie jest prawdziwe albo falszywe.

Zastosowanie pojecia prawdziwoéci usci§lonego w D3 potwierdza
wiec intuicje wigzane z pojeciem prawdziwoSci, ktore byly zaktadane we
wezesniejszych rozwazaniach (zwlaszcza w czeSci pierwszej). Do supozycji
towarzyszacych zdroworozsadkowemu rozumieniu prawdziwosci, potwier-
dzonych usci$lonymi analizami, naleza na pewno twierdzenia: ze dwa zda-
nia sprzeczne nie moga by¢ jednocze$nie prawdziwe (T6) ani jednocze$nie
falszywe (T'7.a), ze kazde zdanie jest albo prawdziwe, albo falszywe (T7.b).
UScislone pojecie prawdziwo$ci sprawdzilo sie takze w kontekscie rozumie-
nia sp6jnikéw prawdziwoéciowych: koniunkcja zdan jest prawdziwa wtedy
itylko, gdy prawdziwe jest kazde z jej zdan sktadowych, alternatywa — gdy
co najmniej jedno z nich, implikacja — gdy jest wykluczone, by pierwsze
zdanie bylo prawdziwe, a drugie falszywe, a rownowaznosc wtedy i tylko,
gdy oba zdania maja te sama warto$¢ logiczng (L2).

2. Systemy dedukcyjne — charakterystyka semantyczna

UsciSlone pojecie prawdy bedzie w tym podrozdziale zastosowane do
tez systemu oraz w charakterystyce systemu twierdzen prawdziwych,
nastepnie w definicji pojecia modelu i jego odmian oraz w semantycz-
nych definicjach niesprzeczno$ci, kategorycznoéci i pelnoéci systemow
dedukcyjnych.
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2.1 Prawdziwosé twierdzen i wlasnosci zbioru twierdzen prawdziwych

Poniewaz teorie aksjomatyczne oparte na logice klasycznej moga by¢ sto-
sowane (semantycznie interpretowane) w réznych dziedzinach, wiec jest
takze definiowane pojecie prawdziwoéci wyrazenia systemu niezrelatywi-
zowane do okreslonej dziedziny, bedace uogo6lnieniem pojecia wyrazenia
prawdziwego w danej dziedzinie (***RIL.1: D3.a). A jako ze w wyraze-
niach systeméw logicznych nie wystepuja state pozalogiczne, co w stoso-
wanej tu notacji znaczy, ze dziedzing jest uniwersum U, wiec w przypadku
wyrazen systemow logicznych mozna powiedzie¢ (uogblniajac okreslenie
***RIL.1: D3.b), ze sa prawdziwe wtedy i tylko, gdy sa prawdziwe w kaz-
dym niepustym zbiorze, co znaczy — jak wiadomo — Ze s3 spelnione przez
kazdy ciag przedmiotow, ktérego zapasem jest dowolny niepusty zbior U.
Oto stosowne okreslenia.

D1. a Wyrazenie @ opartego na logice systemu aksjomatycznego <A, D>
jest prawdziwe wtedy i tylko, gdy jest prawdziwe w kazdej dziedzinie
M tego systemu.

b Wyrazenie @ klasycznego rachunku logicznego jest prawdziwe
wtedy i tylko, gdy jest prawdziwe w kazdej dziedzinie M niepustej.

Dysponujac uécis§lonym pojeciem prawdy, mozna okazac, ze wszyst-
kie tezy logiki klasycznej sa prawdziwe w sensie okreSlonym w D1.b, tj.
prawdziwe w kazdej dziedzinie niepustej. Poniewaz rachunki logiczne
nie byly w tym opracowaniu budowane metoda aksjomatyczna, wiec za-
miast okazywania, ze prawdziwe w kazdej dziedzinie sa aksjomaty logiki
klasycznej, a nastepnie, ze sa tez prawdziwe ich konsekwencje, trzeba
okaza¢, ze niezawodne sg reguly dowodzenia przyjete w punkcie wyjécia
rachunkow budowanych metoda zalozeniowa, potwierdzajgc intuicyjne
rozumienie niezawodnosci, tj.: regula niezawodna zawsze prowadzi od
prawdziwych zalozen do prawdziwego wniosku (**RI.2).

Reguly pierwotne dolaczania nowych wierszy do dowodu przyjete
w systemie zalozeniowym KRZ (**RI1.3) to regula odrywania (RO) oraz
reguly opuszczania i dolaczania dla koniunkcji (OK, DK), rownowaznoSci
(OR, DR) i alternatywy (OA, DA). W WRP, obok zakladanych w nim,
odpowiednio wzmocnionych regul KRZ (**RIII.2.1.2), jako reguly pier-
wotne specyficzne dla tego rachunku zostaly przyjete reguly dolaczania
i opuszczania kwantyfikatoréow (OA, DA, OV, DV).
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T1.1 Jedli @i ¥ sg wyrazeniami zdaniowymii M =<U,R,R,, ..., R>
jest dziedzing niepusta, to:

Jezeli 'T® = P € E(M) oraz @ € E(M), to ¥ € E(M);

D AP e E(M) witw @ € E(M) oraz ¥ € E(M);

Do Pe EM)WIW TD = P e EIM) i TP = @1 € E(M);
Jezeli '@ v P € E(M) oraz @ ¢ E(M ), to ¥ € E(M);
Jezeli @ € E(M), to 'd v P e E(M);

Jezeli "(A x)' @ € E(M), to 'd(x/B)' € E(M);

=

0w == o o 6

Jezeli @ € E(M) i x; nie jest zmienng wolng w zalozeniach dowo-
du, to "(A x) @' € E(M);

h Jezeli "®(x/p)' € E(M), to "(V x,) ' € E(M);
i.1 Jezeli "'(V x) @' € E(M), to 'd(x/T e ﬁn)‘ e E(M);

i.2 Jezeli '”Z = (V x) @' € E(M) i '® = ¥ € E(M) oraz X, nie
jest zmienna wolng w Z, tj. w zalozeniach dowodu, ani w ¥,
to ¥ e E(M).

Dowody tych twierdzehn warto poprzedzi¢ kilkoma uwagami. Twier-
dzenia a—e to semantyczne odpowiedniki regul pierwotnych systemu
zalozeniowego KRZ przedstawionego w **RI1.3. Jak wida¢, T1.1.a odpo-
wiada RO, T1.1.d — OA, T1.1.f — DA. Natomiast T1.1.b odpowiada
regulom OK i DK, a T1.1.c reprezentuje OR i DR — w tym sensie, ze
udowodnienie tych réwnowazno$ci skutkuje okazaniem, ze zar6wno obie
reguly dla koniunkcji, jak i reguly dla réwnowaznoSci sa niezawodne. Po
drugie, kazda z pierwotnych regul wnioskowania systemu zalozeniowego
KRZ ma podstawe w prawie tego rachunku, natomiast reguly pierwot-
ne rachunku kwantyfikatoréw — tu zapisane zgodnie z notacja przyjeta
w metajezyku MJ na oznaczanie zmiennych jezyka przedmiotowego — nie
maja takiej podstawy, a ich stosowanie jest, jak wiadomo (**RIII.2.1.2),
oparte na pojeciu prawidlowego podstawienia oraz na dodatkowych wa-
runkach korzystania z tych regul, zapewniajacych, ze zawsze dojdzie sie
od prawdziwych zalozen do prawdziwego wniosku.

Dowdd:

a.

Z zalozen

1.T¢ = ¥ € E(M)
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oraz
2.0 e E(M)
wynika, ze wyrazenia '@ = P i ¥ sg spelnione w M przez kazdy ciag
przedmiotéw czerpanych z U, tj.
3. (AN a} e W) sp, (=¥, {a})
oraz
4. (A {a} € UM) sp, (®, {a D] {***RIL1: D3: 1, 2}.
Poniewaz — zgodnie z ***RII.1: D2.2d — dla dowolnego ciagu {a _} jest
tak, ze
sp, ('@ = ¥1, {a }) wtedy i tylko, gdy sp, (2, {a }) = sp, (¥, {a }),
wigc twierdzenie (A {a } € U") sp, ("® = ¥, {a }) jest rtownowazne
implikacji
5. (A {a} € UY) [sp, (D, {a }) = sp, (¥ {a D]
Wobec 4 wiec mozna stwierdzi¢, ze
6. (A {a} € UM) sp, (¥ {a }){Al=:5,4]},
co znaczy, ze ¥ € E(M) {***RIL.1: D3, 6}. B
b.
Twierdzenie to jest bezposrednim wnioskiem z L1.a
c.
H
Wychodzac z zalozenia '@ < 1 e E(M), uzyskuje sie na podstawie D3
i ***RI1.2: D2.2e nastepujacy ciag rownowaznych twierdzen:
1.0 & P e E(M);
2.(AN{a} e UM) sp, (@ < P, {a });
3. (A {a} € UY) [sp, (D, {a }) < sp, (¥, {a ]
Z ostatniej rownowaznos$ci wynika, ze
4. (AN {a} e UM)sp, (D, {a}) = (A{a} e UY)sp, (¥ {a}) {Al=: 3},
czyli
5.0 e E(M) & ¥ e E(M) {**RIL.1: D3: 4}.
Sformulowane w tej sytuacji przypuszczenie, ze

1.1 ~(0= ¥ e EIM)) lub ~(¥ = @' € E(M)) {zd.}
prowadzi do sprzecznosci, musialoby wtedy bowiem — zgodnie z ***RII.1:
D3 i ***RII.1: D2.2d - by¢ tak, ze

1.2 istnieje cigg {a_}, ktory spelnia wyrazenie @, a nie spelnia wyra-
zenia ¥, lub odwrotnie, co jest sprzeczne z twierdzeniem 5. rozwinietym
wedlug ***RIL.1: D3.
Zatem:
Q=P c EM)1ITY = Q' e E(M) {1.1 = sprz.}.
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=

Koniunkcja

1.TO=>PT e EM)iITP = @1 e E(M) {zal.}

jest rownowazna kolejno z:

2.(ANMa}eU)sp, (o= {aDAr(A{a}cU")sp, (W= {a})
{***RIL.1: D3},

3.(AN {a } e UM [sp,((@= ¥, {a}) Asp,((W=d" {a})] {AlA:2},

4.(A {a,} € U [(5p,(@, {a,}) = sp, (¥, {a ) A

A (sp, (¥, {a }) = sp, (D, {a }))] {***RII.1: D2.2d: 3},
5. (A {a,} € U") [(5p,(®, {a,}) & b, (¥, {a,})]
oraz
6. AN {a} e UM)sp, (@<= ¥, {a}) {***RII.1: D2.2e: 5},
a zatem: '@ < P e E(M) {***RII.1: D3: 6}. B
d.
1.Tov P c E(IM) 1 @D ¢ E(M) {zal.}

2.(A {a } € UM sp, (®v ¥, {a })i™~®! e E(M) {***RIL1: D3, T7.a: 1}
3. (A {a} e UY) [sp, (D, a}) vsp, (¥ {a )]

~ (AN {a} e UM)sp, (~D', {a }) {***RI1.1: D3: 2}
4. (A {a} € UY) [sp, (@, {a}) v sp, (¥, {a )] A

A (AN {a} e UY) ~sp, (D, {a }) {***R11.1: D2.2: 3}
5.(A{a} € UY) [(sp, (D, {a }) v sp, (¥, {a,}) A ~sp, (D, {a })]

{AlIn, 4}

6. (A {a} e UY) sp, (¥ {a}),
a zatem: ¥ € E(M) {***RI1.1: D3: 5}. W
e.
1. ® € E(M) {zal.}
2.0 c E(M)v W e E(IM) {DA: 1}.
Powolujac sie na L1.b mozna zatem uznaé:
'dv P e E(M) {RO,L1.b, 2} m
f.
Zgodnie z ***RI1.1: D3, formuta
1.7(A x) @' € E(M) {zal.}

jest rownowazna
2. (A {a} € UM) sp, ("(Ax) D, {a}).
Jesli
1.1 x, nie jest wolne w @ lub x, = 8 {zd.},
to
1.2 0 =Td(x/p)",
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a wiec

1.3 Td(x/B)' € E(M) {RZ_: 1,1.2};
Jesli natomiast

2.1x jestwolnew @ix + {zd.}

to poniewaz jest prawdziwe wyrazenie "(A x)®', wigc wobec 2 réwniez
rd(x./B)" jest prawdziwe, tj.

2.2TP(x/P) € E(M)
— jako ze, zgodnie z warunkami prawidlowego podstawiania, przedmiot
oznaczany przez [ takze jest czerpany z tego samego uniwersum U modelu
M, ktore przebiega zmienna x, — czyli:

'P(x./P) € E(M) {1.1=>13,21=22} 1
g.
1.0 e E(M) {zal.}.

Jesli @ jest teza systemu i X, jest zmienng wolng w @, to wniosek
(A x,) @ € E(M) jest oczywisty na podstawie zalozenia 1. @ € E(M)
oraz T4. W przypadku gdy @ nie jest teza, lecz wyrazeniem uzyskanym
w dowodzie z zalozen Z, tj. gdy
1*1Z = @' e E(M),
wtedy jest istotne zalozenie, ze
2 x, nie jest zmienng wolng w Z.
Jesli dla dowolnego {a_} € U" jest tak, ze

1.1sp,(Z,{a}) {zd.},
to Z jest takze spelnione przez kazdy ciag {a }’, w ktérym na miejscu
okreslonym wskaznikiem zmiennej x,, ktéra nie jest wolna w Z, jest do-
wolny element a € U, natomiast na miejscach pozostalych sg te same
przedmioty co w ciggu {a_} {def. {a}’}, czyli

1.2(AaeU)sp,(Z {a}) {**RIL.1: T1:1.1, 2, def. {a }'}.
Poniewaz 'Z = @1 jest spelnione przez dowolny cigg przedmiotow z U
{***RIL1: D3, (1*), a — zgodnie z ***RII.1: D2.2d — jezeli jaki$ ciag
spelnia Z, to spelnia @, wiec takze

1.3(AaeU)sp, (D {a}),
czyli — na podstawie rownowaznosci ***RII.1: D2.2f:

1.4sp, ("(Ax) @, {a}).
Zatem:
3.sp,(Z {a,}) = sp, ("(Ax) D", {a}) {1.1 = 1.4},
co — w my$l ***RI1.1: D2.2d jest rOwnowazne:
4.sp, ('Z= (Ax) D', {a}).
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Jako ze cigg {a, } jest dowolny, wigc ostatnig formule mozna uogélni¢ do
5.(A {a} e UM)sp,('Z= (AXx) D', {a }),
co znaczy, ze 'Z = (A x) @' € E(M).
O ile wiec prawdziwe sg zalozenia Z, tj. Z € E(M), to rowniez generalizacja
(A x,) @' jest prawdziwa {T1.1a}. m
h.
Zalozenie
1. Td(x/P)' € E(M)
znaczy, ze
2. (A {a } € UY) sp, (fO(x/B), {a }) {***RIL.1: D3: 1}.
Jesli x, nie jest wolne w @, to jest wobec 1. oczywiste, ze (V x) @ € E(M),
jako ze w tej sytuacji, jak wiadomo z warunkéw prawidtowego podstawia-
nia, wyrazenie '@(x./f)" jest identyczne z @.
Jesli x, jest wolne w @, to podstawiane za t¢ zmienng wyrazenie nazwowe
B moze by¢
(i) stala,
(ii) zmienna wolna wystepujaca w zalozeniach dowodu
albo
(iii) zmienng wolng wystepujaca w tezie systemu (o ile '®(x./B)’ jest tezg).
W kazdym ciggu {a_} spelniajacym podstawienie "®(x./)' na miejscu
odpowiadajacym zmiennej x; z wyrazenia @ jest:
w sytuacji (i) konkretny przedmiot a € U, oznaczany przez stala j;
w przypadku (ii) jaki$ przedmiot a € U;
w sytuacji (iii) — dowolny przedmiot a € U.
W kazdej z tych sytuacji jest wiec tak, ze:
() (VaeU)sp,(P {aia/a)),
co —zgodnie z ***RIL.1: D2.2g — jest rtownowazne z: sp, ("(V x)) @', {a }).
Poniewaz ciag {a _}, o ktorym mowa w (*), jest dowolny, wigc
(A {a,}) sp,,((V x) &', {a ),
co znaczy, ze: "'(V x)®' € E(M) {D3}. m
il
Przyjmujac
1.7(V x) @' € E(M) {zal.},
rozwazmy mozliwe sytuacje.
Jeslix; nie jest wolne w @, to wyrazenie '®(x/ 7 , g ) jest identyczne
z @, a zatem "O(x./T, ¥ ...,ﬁn)1 e E(M) {1}.
Gdy x; jest wolne w @, wtedy w podstawianym za t¢ zmienng wyraze-

niu nazwowym g , w ktérym f3,, ..., B, to symbole pozostalych (tj.

By
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roznych od x,) zmiennych wolnych wyrazenia @, a 7 to funktor nazwotwor-
czy argumentow nazwowych 8, ..., B, o ile n = 1, albo stala nazwowa, gdy
g w kazdej sytuacji (dlan > 0)
oznacza przedmiot z zakresu zmiennej x; (zalezny od S, ..., B.), ktory —
gdy 7, ..., 5 Jest podstawione za zmienng x, — spelnia @ (**RIII1.2.1.2).
Jezeli{B,, ..., B.} jest zbiorem wszystkich zmiennych wolnych wyraze-
nia "(V x;) @, to zbiorem wszystkich zmiennych wolnych formuly @ jest
{B,. ... B, a}, a podstawienia @(x./T e ﬁn) — ponownie zbioér {B,, ..., B.}.
Poniewaz ciagi {a } i {a }(a/a) — gdzie symbol ,7” jest upraszcza-
jacym zapisy skrétem symbolu »Tp

n = 0; natomiast wyrazenie nazwowe t "

e :Bn” — nie r6znia sie na miejscach
odpowiadajacych zmiennym wolnym f3,, ..., B,, wiec — zgodnie z ***RIL.1:
T1 - dla dowolnego ciggu {a } jest tak, ze:

sp,,("(V x) @, {a_}) wtedy i tylko, gdy sp, ("(V x) @, {a _}(a, /a)).
Jako ze przedmiot a_z zakresu zmiennej x,, oznaczany przez wyrazenie

nazwowe T spetnia @, wiec z przypuszczenia, ze

1.1 istrfileje cl;?;g niespelniajacy wyrazenia '@(x/t, , ..., ﬁn)1 {zd.},
wynika, ze

1.2 istnieje ciag niespelniajacy formuty "(V x) @7,
co jednak sprzeczne z zalozeniem dowodzonego twierdzenia, tj.
z"(V x) @' € E(M), rownowaznym — w mysl ***RII.1: D3 - z ogélnym
twierdzeniem
(A {a} € UM sp,((V x) &', {a.}) .
Zatem: (A {a } € UY) sp, ("®(x/T X ...,ﬁn)l {a }) {1.1 = sprz.},
czyli r(13(Xi/Tﬁ1, NeEWM). 1
i.2
Zalozenia dowodzonego twierdzenia to:
1.2 = (V x) @' € E(M);
2.0 = P ¢ E(M);
3. a nie jest zmienna wolna w zalozeniach dowodu ani w .
Zalozenia 1. oraz 2. sa rownowazne z (odpowiednio 4—6 oraz 7—8):
4. (AN {a} e UM sp,(Z=(Vx) D, {a}) {***RI1.1: D3: 1};
5.(A {a,} € U") [sp,,(Z. {a,}) = sp, ('(V x)®", {a 1]

{***RI1.1: D2.2d: 4};

6. (A {a} € U") [sp,(Z. {a,) = (V a € U) sp,,(®, {3 }(a/a))]
{***RIL1: D2.2g: 5}

B

oraz
7.(A {a} € UM) sp, (10 =W, {a }) {***RIL1: D3: 2}
8. (A {a} € UY) [sp, (D, {a}) = sp, (¥, {a )] {**RIL1l: D2.2d: 7}.
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7 6 i 8 wynikaja:
9. (A {a} e UY) [sp,(Z {a D] =

= (A{a} e UM [(VaeU)sp,(P {a}(@/a)] {A|=: 6}
10. (A {a} € U") [sp, (@, {a D] = (A {a} € U") [sp, (¥, {a })]

{A|=: 8}.
Jedli{a } e U¥,a{a } =1{a,..,a_,a a,, ..} ={a }(a/a))jest ciagiem,
o ktérym mowa w nastepniku implikacji 6, to — poniewaz zmienna X, nie
jest wolna w Z {3}, a wigc ciagi {a_} i {a }’ nie r6znia si¢ na miejscach
odpowiadajgcych zmiennym wolnym — na podstawie ***RII.1: T1:
11 sp,(®, {a,}(a/a)) < sp, (@, {a }),
a wobec tego
12. (A {a,} € U") [sp,(Z, {a,}) = sp, (@, {a,})] {RZ,: 6,11},
a przy tym, zgodnie z drugim zalozeniem:
13. (A {a,} € U) [sp,(®. {a,}) = sp,(¥. {a )].
Przypus$émy, ze
1.1(V{a}eU") ~sp, (¥ {a})
oraz niech {a }"={a, ..,a_,,d,a,,
1.2 ~sp, (¥, {a }").
Jako ze zmienna X, nie jest wolna takze w ¥ {3}, co znaczy, ze. ciagi {a_}
i {a_}” nie ro6znig si¢ na miejscach odpowiadajacych zmiennym wolnym,
wiec — ponownie na podstawie ***RII.1: T1:
1.3 sp,, (&, {a,}(a/d)) & sp,(®, {a }),

...} € U" jest ciagiem takim, ze

czyli
1.4 ~sp, (¥, {a }) {RZ_:1.2,1.3}.
Wobec tego takze:
1.5 ~sp, (@, {a}) {TOL:10,1.4};
1.6 ~sp, (Z, {a }) {TOL:12,1.5},
co $wiadczyloby o tym, ze
1.7 ~(A{a} € U") [sp,(Z. {a}),
a wiec takze
1.8 ~(Z € E(M)) {***RIL.1:D3}.
O ile wiec prawdziwe sg zalozenia Z, tj. jesli Ze E(M), to:
14. ~(V{a } € UY) ~sp, (¥, {a }) {1.1 = sprz. zZe E(M)},

co rbwnowazne z:

15. (A {a } € UY) sp(¥, {a })

oraz z

Y eE(WM) {***RIL.1: D3: 15}.
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Warto dostrzec, ze przyjawszy zalozenie o prawdziwoSci zalozen Z,
mozna uzyskac¢ koncowy wniosek ¥ e E(M) rowniez w rozumowaniu
wprost, tj. z pominieciem fragmentu dowodu 1.1-1.8. Z zalozenia tego
wynika bowiem, Ze jedli dowolny ciag {a_} € U" spelnia zalozenia Z do-
wodu, tj. sp,(Z, {a_}), to takze sp,(®, {a }) isp, (¥, {a }) {RO: 12,13},
awiec (A {a } e UM) sp(¥, {a }) & ¥ e E(M).1

Reguly wnioskowania przyjete w punkcie wyjscia systemu zalozenio-
wego logiki klasycznej (**RI1.3 i **RII1.2.1.2) sa wiec niezawodne w sen-
sie zdroworozsadkowym: wnioskowania zgodne z tymi regulami zawsze
prowadza od zalozen prawdziwych do prawdziwych wnioskoéw. Dlatego
wszystkie tezy tego systemu zalozeniowego sa prawdziwe, a oparte na nich
wtorne reguly dowodzenia sa niezawodne. Ogolniej, tzn. odrywajac sie
od konkretnego systemu zalozeniowego (**RI.3 i **RIII.2.1.2), a z my$la
o znanych systemach (aksjomatycznych i zalozeniowych) logiki klasycznej
mozna powiedzieé, ze:

T1.2 Wszystkie tezy klasycznego rachunku logicznego sa prawdziwe
w kazdej niepustej dziedzinie.

Tres¢ tego twierdzenia mozna wyrazi¢ uzywajac pojecia tautolo-
gii. Uéciélajac stosowane juz rozumienie tautologii — tj. formuly, ktora
dla kazdego wartoSciowania przyjmuje koncowa warto$¢ prawdziwosci
(**RI1.2: D1) — mozna powiedziec, ze:

D2 Wyrazenie @ jest tautologig klasycznego rachunku logicznego wtedy
i tylko, gdy jest prawdziwe w kazdej dziedzinie niepustej, tj. gdy
(AM) D e E(M),

a nastepnie stwierdzié:

T1.2’ Wszystkie tezy klasycznego rachunku logicznego sa tautologiami,
tj. sa prawdziwe w kazdej dziedzinie niepuste;.

W przypadku aksjomatycznych systemow logiki klasycznej w dowo-
dzie tego twierdzenia trzeba najpierw okazaé, ze sa prawdziwe (sa tautolo-
giami) aksjomaty danego systemu, a nastepnie, ze wlasno$¢ prawdziwosSci
(tautologiczno$ci) jest dziedziczona w wyniku stosowania pierwotnych
regul wnioskowania (wyprowadzania). Na przyktad w metajezykowym
sformutowaniu aksjomatéw klasycznego rachunku zdan — ktore, jak byta
o tym mowa (¥*RI.4), pozwala pomina¢ regule podstawiania — ten drugi
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etap sprowadza sie do okazania, ze regula odrywania nie wyprowadza
poza zdania prawdziwe w danej dziedzinie.

Dla systemo6w opartych na klasycznym rachunku logicznym jest spel-
niona nastepujaca inkluzja.

T2 Cn (E(M)) c E(M).

Dowod:

1.1 ¥ e Cn (E(M)) {zd.}.

1.2 (V C) dow,,, ,(C, ),
czyli istnieje dowod (wyprowadzenie) wyrazenia ¥ z wyrazen E(M)
{***RI1.2: W2: 1.1}. Niech:

13%, %, .., ¥ jest ciaggiem (dowodem), o ktorym mowa w 1.2,

przy czym, jak wiadomo, ¥' = ¥_ {***RL1.2: D3.1: 1.2}.
Da sie okaza¢ indukeyjnie, ze
(*) dla dowolnego wskaznika i wyrazéow ciggu ¥, ¥,, ..., ¥, tj. dla

1 <i<n,jesttak, ze: ¥, € E(M).

Dlai = 1 twierdzenie ¥, € E(M) jest oczywiste, jako ze ¥, € E(M).
Niech wiec:

k jest wskaznikiem wyrazow ciagu ¥, ¥, ..., ¥ takim, ze 1 <k < n oraz
dla kazdego i <k: ¥, € E(M) {zal. ind.}.

By uznad, ze przy tym zalozeniu takze ¥, € E(M), wystarczy dostrzec,
ze gdy funkcja konsekwencji jest okreslona przez zasady dowodowe kla-
sycznego rachunku logicznego, wtedy kolejne wyrazy ciaggu ¥, &,,, ..., ¥_
sq uzyskiwane w wyniku zastosowania dzialan wnioskowania opartych
na regutach, o ktorych — z T1.1 — wiadomo, ze prowadza od prawdy
do prawdy. Jesli wiec wyrazy poprzedzajace sa prawdziwe {zal. ind}, to
ikolejne sg prawdziwe, az do wyrazu ¥,, o wskazniku k = n. Wobec faktu,
ze ¥ = ¥ {1.3}, mozna uznac:

1.4 ¥ e E(M).
Zatem:
LAWY [Peln(EWM)=¥eEWM)] {DA: 1.1 = 1.4},
co znaczy, ze: Cn (E(M)) c E(M) {dfc:1}.m

Warto odnotowa¢ fakt — wazny dla kolejnych wnioskowan — ze T2
jest rownowazne z twierdzeniem:

L1 Jezeli X c E(M), to Cn (X) c E(M),
tj.:
(+) Cn (E(M)) c E(IM) & (X< E(M) = Cn (X) c E(M)).
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Dowdd (+):

H

1.Cn (E(M)) c E(M) oraz X c E(M) {zal.}
1.1 ® € Cn (X) {zd.}.

Poniewaz X < E(M) {1}, wiec — zgodnie z ***RI1.2: T2’
1.2 Cn (X) < Cn (E(M)),

czyli

1.3 Cn,(X) c E(M) {RO: **RIV.1: T3, 1.2, 1},
a wiec:

1.4 ® € E(M) {**RIV.1: T4: 1.1, 1.3}.
Zatem: Cn (X) c E(M) {dfc: DA: 1.1 = 1.4}.
H
Jesli
1. X c E(M) = Cn (X) c E(M) {zal.},
to — jako ze
2. E(M) c E(M)

— wige: Cn (E(M)) « E(M) {RO: 1(X/E(M), 2}.

Twierdzenie L1 jest bezpo$rednim wnioskiem z rownowazno$ci (+)
iT2.m

Zgodnie z T2 konsekwencje wyrazen prawdziwych w danej dziedzinie
takze sg wyrazeniami w tej dziedzinie prawdziwymi. Zbior E(M) jest wiec
zamkniety ze wzgledu na dzialania wnioskowania oparte na regulach,
o ktorych mowa w T1.1, a méwiac prosciej, dzialania te nie wyprowadzaja
poza zbibr wyrazen prawdziwych w danej dziedzinie.

Poniewaz jednocze$nie X < Cn (X) — zgodnie z ***RI.2: T1 — wigc
wnioskiem z T2 i inkluzji odwrotnej jest:

W1 Cn (E(M)) = E(M).

Ogol konsekwencji zbioru wszystkich wyrazen prawdziwych w da-
nej dziedzinie jest zatem tozsamy z ogblem wyrazen prawdziwych w tej
dziedzinie.

Oczywista konsekwencjg twierdzenia T2, odczytanego w kontekscie
***R1.2: D5.a, jest wniosek:

W2 E(M) e Sys,

zgodnie z ktérym zbiér zdan prawdziwych w danej dziedzinie jest sys-
temem.

138



SYSTEMY DEDUKCYJNE — CHARAKTERYSTYKA SEMANTYCZNA

Sformulowane wyzej prawidlowosci T2, L1, W1 i W2 — odnoszace
sie do ogbtu E(M) wyrazen prawdziwych w dziedzinie M — maja swoje
odpowiedniki dotyczace ogotu {¥: sp, (¥, {a })} wyrazef spelnionych
przez dany ciag {a_} z dziedziny M. Nim twierdzenia te zostang zapisane
i uzasadnione, warto przypomnie¢, ze zbiér E(M), zwany tez zawarto-
Scig modelu, to ogdl wyrazen spelnionych przez kazdy ciag przedmiotow
z uniwersum U dziedziny M. Dlatego ogo6l ten jest podzbiorem dowolnego
zbioru {¥: sp, (¥, {a,})}, tj. wyrazen spelnionych przez okreslony ciag
{a }, o wyrazach z U. Bioragc po uwage og6t takich zbioréw, tj. klase zbio-
row {{¥: sp, (¥, {a })}}, i =1,2,.. mozna o zbiorze E(M) powiedzie¢,
ze jest ich cze$cia wspolna, czyli iloczynem:

E(M) =N {¥:sp, (¥, {a})}},i=1,2,...
Oto zapisy twierdzen dla zbioru {¥: sp, (¥, {a }}:

T2’ Cn {¥:sp, (¥ {a D} c{¥:sp, (¥ {a )}
L1’ Jezeli X c {¥: sp, (¥, {a 1}, to Cn (X) < {¥: sp, (¥, {a D}

Jak wida¢, formuly te maja strukture analogiczng do twierdzen dla
E(M), analogiczne sa rowniez dowody — takze dlatego, ze twierdzenia obu

grup sa ostatecznie wsparte na pojeciu spelniania wyrazenia zdaniowego
przez ciag przedmiotow.

Dowédd T2:
1.1® e Cn{¥:sp, (¥ {a )} {zd.}
1.2 istnieje dowdd (wyprowadzenie) wyrazenia @ z wyrazen zbioru
{¥: sp, (¥, {a 1)} {#*R1.2: W2: 1.1}.
Niech:
13 W%, ¥, .., W jest ciaggiem (dowodem), o ktébrym mowa w 1.2,
przy czym, @ = ¥ {***R1.2: D3.1: 1.2}.

Da sie okazaé indukcyjnie, ze:
(*) dla dowolnego wskaznika i wyrazow ciaggu ¥,, ¥, ..., ¥, tj. dla
1 <i<n,jesttak, ze: ¥, € {¥: sp, (¥, {a N}

Niech: k jest wskaznikiem wyrazow ciggu ¥, ¥,, ..., ¥, takim, ze
1 < k < norazdla kazdego i <k: ¥, e{¥ sp, (¥, {a D}
{zal. ind.}.

By okaza¢, ze wtedy takze ¥, e{¥" sp, (¥, {a, })}, wystarczy przypomnie¢
fakt, ze zasady dowodowe okreslajace funkcje konsekwencji Cn_gwaran-
tuja przechodzenie od wyrazen prawdziwych do wyrazen prawdziwych
w dziedzinie M {T1.1}, czyli od wyrazen spelionych przez kazdy ciag
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przedmiotéw z M do wyrazen spelnionych przez kazdy ciag przedmiotéw
z M {D3}, a zatem takze od spelnionych przez okreslony ciagg {a_} z M do
spelnionych przez ten sam ciag. Jesli zatem, zgodnie z zalozeniem induk-
cyjnym, wyrazy poprzedzajace w ciggu ¥, ¥,, ..., ¥ maja t¢ wlasnosc¢,
ze ¥, € {¥: sp, (¥, {a })}, to rowniez wyraz ostatni: ¥, € {¥: sp, (¥,
{a 1)}, co znaczy, ze

140 e {¥:sp, (¥, {a})}{1.3}.
Wobec tego:
Cn{¥:sp, (¥, {a D)} c{¥.sp, (¥, {a}) {dfc:DA:1.1=14}. m
Dowodd L1

Da sie okazaé, ze jest prawdziwa réwnowaznoS$é:

(+) CnA{¥:sp, (¥ {a}}c{¥:sp, (¥ {a})}wtw
wtw X c {¥: sp, (¥, {a D} = Cn (X) c {¥: sp, (¥, {a })}.

Dowdd (+):
=
1.Cn{¥:sp, (¥ .{a })} c{¥:sp, (¥ {a })} oraz X {¥:sp, (¥, {a 1)}
{zal.},
L.1® e Cn (X) {zd.}.

Poniewaz X c {¥: sp, (¥, {a })} {1}, wigc — zgodnie z ***RI.2: T2’
1.2Cn (X) < Cn ({¥: sp, (¥, {a D},

czyli:

1.3Cn (X) c{¥: sp, (¥, {a N} {RO: **RIV.1: T3, 1.2, 1},
a wiec:

1.4 @ e {¥: sp, (¥, {a )} {**RIV.1: T4: 1.1, 1.3}.
Zatem: Cn (X) c {¥: sp, (¥, {a )} {dfc: DA: 1.1 = 1.4}.
=
Jesli
1. Xc{¥:sp, (¥, {a D} = Cn (X) c{¥:sp, (¥ {a )} {zal.},
to — jako ze

2. {W: sp,, (¥, {a D} = {¥ sp,(¥. {a D},
wiee: Cn{W: sp, (@, {8 N} < {¥: sp, (¥, {a 1)},
{RO: 1(X/{¥: sp, (¥, {a D}, 2},

co konczy dowod réwnowaznosci (+)’ .

Twierdzenie L1’ jest bezpo$rednim wnioskiem z réownowaznosci (+)’
iT2’. m

Jesli polaczy sie inkluzje T2, tj.
Cn{%: sp, (¥, {2 1)} = {¥: sp,, (¥, {a})}

140



SYSTEMY DEDUKCYJNE — CHARAKTERYSTYKA SEMANTYCZNA

z — zagwarantowang przez ***RI.2: T1 inkluzja
{¥:sp, (¥ {a})} cCn{¥: sp, (¥ {a})}
mozna uznaé wniosek analogiczny do wyzej sformulowanego W1:

W1 Cn{¥:sp, (¥ {a )} ={¥:sp, (¥ {a})}

Zgodnie z W1’ ogodl konsekwencji zbioru wszystkich wyrazen spelnio-
nych w dziedzinie M przez okreslony cigg {a_} jest identyczny z ogélem
wyrazen spelnionych przez ten ciag w M.

W kontekscie definicji systemu (***RI1.2: D5.a) bezposrednim wnios-
kiem z twierdzenia T2’ jest:

w2’ {¥:sp, (¥ {a})} € Sys.

Mozna takze okazaé, ze og6t zdan prawdziwych w danej dziedzinie
jest systemem niesprzecznym i zupelnym.

T3 E(M) jest systemem w sensie klasycznym niesprzecznym i zupelnym.

Dowod:

Twierdzenie to — odczytane w kontekécie definicji klasycznie rozumia-
nych niesprzecznosci systemu (***RI1.2: D10.a) oraz zupelosci systemu
(***RI1.2: D12.a) — jest bezposrednim wnioskiem z semantycznych za-
sad niesprzecznosci (***RIL.1: T6) oraz wylaczonego Srodka (***RII.1:
T7.a).H

Poniewaz wszystkie tezy klasycznego rachunku logicznego sa praw-
dziwe w kazdej niepustej dziedzinie (T1.2), wiec oczywistym wnioskiem
w W2 iT3 jest:

W3 Zbior L tez klasycznego rachunku logicznego jest systemem w sen-
sie klasycznym niesprzecznym i zupelnym.

2.2 Pojecie modelu

Pojecie modelu zostanie okreSlone w przyjetym w tych analizach ujeciu
semantycznym wywodzacym sie od A. Tarskiego®. Definicja modelu jest
w tym ujeciu oparta na okreéleniu pojecia wyrazenia prawdziwego w danej

® Obszerne opracowanie po$wiecone A. Tarskiego teorii prawdy — zawierajace pre-

zentacje i omOwienie tej teorii, uzupelnione ukazaniem jej szerokiego (od koncepcji
starozytnych) kontekstu dziejowego i zwigzanych z nig logicznych, a zwlaszcza
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dziedzinie (***RII.1: D3). Rowniez w przypadku pojecia modelu trzeba
pamietac o wszystkich relatywizacjach zwiazanych z pojeciem dziedziny,
omoéwionych w konteksScie pojecia spelniania (***RI1.1.1) i przypomnia-
nych przed definicja wyrazenia prawdziwego (***RII.1.2). Oto osadzone
w tym kontekscie okreSlenie:

D3. Dziedzina M jest modelem:

a dla zbioru wyrazen zdaniowych X wtedy i tylko wtedy, gdy M jest
dziedzing niepusta i X < E(M);

b dla systemu <A, D> wtedy i tylko, gdy M jest dziedzina niepustg
i M jest modelem dla zbioru T tez tego systemu, tj. wtedy
i tylko, gdy T c E(M).

<A, D>

<A, D>

Modelem jest wiec dziedzina niepusta, w ktorej kazde wyrazenie da-
nego zbioru — rozumiane zgodnie z przyjeta interpretacja jezyka, w kt6-
rym wyrazenia sa zapisane — jest zdaniem prawdziwym. Pod okreslenie
D3.a podpadaja takze zbiory wyrazen jednoelementowe: dziedzina M
jest modelem dla zbioru {@} wtedy i tylko, gdy {®} < E(M), tj. gdy
@ € E(M) — w takiej sytuacji prosciej jest mowi¢, ze M jest modelem
formuly @. Definicja D3.a obejmuje takze sytuacje, wyrdzniona w D3.b,
gdy zbior wyrazen zdaniowych X to ogdél tez systemu <A, D>,

Jako ze w systemach aksjomatycznych opartych nalogice zbio6r ich tez
jest identyczny ze zbiorem konsekwencji aksjomatéow systemu — tj. jesli
<A, D> jest takim systemem aksjomatycznym, to zbior T_, . tez tego
systemu jest identyczny z Cn A o(A) (F**RI1.2: D4.c) — wigc:

W4  Dziedzina M jest modelem opartego na logice systemu aksjoma-
tycznego <A, D> wtedy i tylko, gdy M jest dziedzing niepustg oraz
Cn, (A) c E(M).

filozoficznych zagadnien i dyskusji weze$niejszych i nadal aktualnych — jest w mo-
nografii J. Woleniskiego, Semantics and Truth, dz. cyt. Zob. takze: J. Wolenski,
Filozoficzna szkota lwowsko-warszawska, dz. cyt., s. 154—171; R. Murawski,
Filozofia matematyki i logiki w Polsce miedzywojennej, Torun 2011, s. 134-155.
Zaproponowana przez A. Tarskiego definicja modelu — zakladajaca pojecia prawdy,
spelniania, interpretacji zrelatywizowane do sformalizowanego jezyka J — jest uje-
ciem teoriomodelowym w sensie klasycznym, tj. ujeciem semantycznym w wezszym
znaczeniu terminu ,semantyczne”. W ***RIIL.3 jest przyklad semantycznego ujecia,
w ktorym model jest definiowany w sposéb uproszczony (w publikacjach cytowa-
nych w podrozdziale 3. sa tez odestania do innych uje¢ semantycznych).
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Na podstawie ***RI1.2: T1 i L1 da sie latwo okazaé, ze:

L2 Cn (A) c E(W) wtedy i tylko, gdy A c E(M).

Dowod L2:

H

1.Cn (A) c E(M) {zal.}.
Poniewaz

2.AcCn (A) {***RI1.2: T1},
wiec: A < E(M) {**RIV.1: T3, 2, 1}.
=

1.AcEWM) {zal.}.

Jako ze

2. X< E(M) = Cn (X) c E(M) {L1},

wiec: Cn (A) c E(M) {RO:2,1}.m

W kontekscie L2 | W4 oczywiste jest twierdzenie:

T4 Dziedzina M jest modelem opartego na logice systemu aksjomatycz-
nego <A, D> wtedy i tylko, gdy A < E(M).

Zgodnie z T4 dang dziedzine uznaje sie za model systemu aksjo-
matycznego na tej i tylko na tej podstawie, ze kazdy z aksjomatoéw tego
systemu jest w tej dziedzinie prawdziwy.

2.3 Semantyczne rozumienie niesprzecznosci

Pojecie niesprzecznoSci zostalo juz zdefiniowane w analizach syntak-
tycznych (***RI1.2.4.1). W charakterystyce semantycznej niesprzecznos$ci
kluczowe jest pojecie modelu, zwigzane $ciéle, jak wiemy, z prawdziwoScia
tez systemu.

T5 Jesliistnieje model dla zbioru wyrazen zdaniowych X, to zbior X jest

niesprzeczny.
Dowod:
Jesli
1. M jest modelem zbioru wyrazen zdaniowych X {zal.},
to
2. X c E(M) {D3.a, 1}.
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Poniewaz podzbidr zbioru niesprzecznego jest zbiorem niesprzecznym
{***RI1.2: W5.1}, wiec skoro 2 oraz — jak wiadomo z T3 — E(M) jest
systemem niesprzecznym, to réwniez zbiér wyrazen X jest niesprzeczny.

T6 Jedli istnieje model dla zbioru aksjomatow systemu <A, D>, to sys-
tem ten jest niesprzeczny.

Dowéd:

Jesli

1.AcEWM) {zal.},
to

2.Cn (A) cE(M) {L1, 1};

a skoro E(M) jest systemem niesprzecznym {T3}, to réwniez
3. zbi6r wyrazen zdaniowych Cn (A) jest niesprzeczny

{**R1.2: W5.1, 2.
Poniewaz Cn, (A) jest identyczny ze zbiorem tez systemu <A, D> {***RI.2:
D4c}, wiec system <A, D> jest niesprzeczny. ®

Twierdzenie T6 jest podstawowe dla teoriomodelowych dowodow
niesprzeczno$ci systemow aksjomatycznych opartych na logice. Dowdd
polega na okreéleniu modelu dla aksjomatyki (zbioru aksjomatow) da-
nego systemu <A, D>. Jeéli bowiem zbior aksjomatow A jest podzbio-
rem zbioru E(M) wyrazen prawdziwych we wskazanym modelu M, to
podzbiorem zbioru E(M) jest takze — zgodnie z L1 — zbior tez systemu,
identyczny z ogbdlem konsekwencji aksjomatow, a poniewaz zbidr E(M)
jest systemem niesprzecznym (T3), wigc rowniez zbior tez Cn (A), jest —
jako podzbidér E(M) — niesprzeczny (***RI1.2: W5.1).

Twierdzenia T5 i T6 daja podstawe, by z twierdzenia o istnieniu mo-
delu dla zbioru wyrazen wyprowadzaé wniosek o niesprzeczno$ci danego
systemu.

Bardzo znaczace w metalogice jest takze twierdzenie odwrotne.

T7 Kazdy niesprzeczny zbidr wyrazen zdaniowych ma model przeli-
czalny.

Model przeliczalny to taki, ktérego uniwersum U jest — zgodnie
z **RIV.3: D7 — skonczone albo réwnoliczne ze zbiorem liczb natural-
nych; jesli nie jest skonczone, to — w mysl ***RIV.3: D1 — istnieje funk-
cja f wzajemnie jednoznaczna przeksztalcajaca zbidor N na uniwersum
U modelu, co znaczy, ze kazde ze zdan danego zbioru wyrazen X jest
spetlione dla jakiego$ ciggu przedmiotéw z uniwersum modelu wtedy
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i tylko, gdy jest spelnione dla ciggu liczb naturalnych, ktérego wyrazy sa
przyporzadkowane przedmiotom danego ciagu wedlug funkeji f ujaw-
niajacej rownoliczno$é¢. Zgodnie z T7 mozna wiec powiedzieé, ze kazdy
niesprzeczny zbioér zdan ma model w dziedzinie liczb naturalnych, tj. ze
mozna tak interpretowaé terminy dowolnego niesprzecznego zbioru zdan,
ze jest on podzbiorem ogdtu E(N') zdan prawdziwych w dziedzinie V7.

Z twierdzen T5 i T7 wynika rownowazno$¢ zwana twierdzeniem
Godla-Malcewa.

T8 Zbior wyrazen zdaniowych X jest niesprzeczny wtedy i tylko, gdy
istnieje model dla zbioru X.

Twierdzenie T8 mozna uzna¢ za definicje semantycznego pojecia
niesprzeczno$ci zbioru wrazen, a wiec takze niesprzeczno$ci systemu
dedukeyjnego®.

2.4 Kategorycznos¢ systemu

Semantyczne rozumienie niesprzecznosci jest zwigzane $cisle z tzw. ka-
tegoryczno$cig systemu.

D4.a System dedukcyjny (teoria) jest kategoryczny wtedy i tylko, gdy
wszystkie jego modele sa izomorficzne.

Moébwienie o wszystkich modelach zaktada, ze teoria ma modele, a to —
zgodnie z T8 — znaczy, ze jest niesprzeczna. Pojecie izomorfizmu modeli

7 Twierdzenie T7 — zwane twierdzeniem o istnieniu modelu — udowodnil K. Godel

w 1930 r. W dowodzie tego twierdzenia trzeba skorzysta¢ z pojeé spetniania i praw-
dy rozszerzonych na formuly z symbolami funkcyjnymi i stalymi indywiduowymi
oraz z uszczegbdlowien pojecia zupelnos$ci. Pelny dowdd tego twierdzenia jest np.
w T. Batdg, Podstawy logiki, dz. cyt., s. 270—-280; krotszy dowdd w: A. Grzegor-
czyk, Zarys logiki matematycznej, dz. cyt., s. 269—271; G. Hunter, Metalogika,
dz. cyt., s. 152—153 (w dowodach tych sa odestania do zakladanych w nich pojeé
i twierdzen — w niniejszych analizach pominietych).

Twierdzeniem Godla-Malcewa nazywa sie roOwniez semantyczne twierdzenie
o zwartoS$ci: Teoria (system) T ma model wtw, gdy ma model kazda teoria zawarta
w T — zob. np. Logika formalna. Zarys encyklopedyczny..., dz. cyt., s. 171. W mo-
nografii: G. Hunter, Metalogika, dz. cyt. jest dowdd semantycznego twierdzenia
o zwarto$ci dla formul KRZ (twierdzenie 32.20, s. 96—98) i dla wyrazen WRP
(twierdzenie 45.20, s. 156).
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jest w tej definicji rozumiane zgodnie z definicjami izomorfizmu ukladéw
relacyjnych (**RIV.2: definicje D28); tu warto przypomnie¢, ze relacja
ustalajgca izomorfizm ukladow relacyjnych jest wzajemnie jednoznaczna,
dlatego izomorficzno$¢ ukladéw relacyjnych wymaga réwnolicznoSci ich
dziedzin (**RIV.3: T2) oraz przytoczy¢ wynikajace z tych prawidlowosci
twierdzenie wazne dla aktualnych rozwazan.

(MizMm) Jezeli M | M s izomorficznymi modelami systemu deduk-
cyjnego logiki pierwszego rzedu, to dla dowolnej formuly @
danego systemu jest tak, ze: @ € E(M) wtw @ € E(M™)°.

W kontekscie tego twierdzenia widaé lepiej, co znaczy kategorycznos$é:
kazde twierdzenie systemu jest prawdziwe we wszystkich (dowolnych
dwoch) modelach danego systemu. Pojecie kategorycznoSci jest wiec
uScisleniem wymogu, by aksjomaty systemu (i ich konsekwencje) jedno-
znacznie charakteryzowaly dziedzine systemu. Dlatego mowi sie rowniez,
ze teoria kategoryczna ma jeden model z dokladnos$cig do izomorfizmu.

Pytanie o kategoryczno$¢ systeméow logiki klasycznej uzyskuje jedno-
znaczng odpowiedz (negatywna) w kontekscie twierdzen udowodnionych
przez L. Loéwenheima, T. Skolema i A. Tarskiego:

T9.a Zbioér wyrazen zdaniowych teorii pierwszego rzedu ma model wte-
dy i tylko, gdy ma model przeliczalny*®.

Zgodnie z tym twierdzeniem — ktérego dowod jest opartyna T7 i T8 —
jesli zbior wyrazen ma w ogole jakis model (tj. gdy jest niesprzeczny), to
ma model przeliczalny; gdy ma model nieskoficzony, to ma model prze-
liczalnie nieskonczony (tj. o dziedzinie rownolicznej ze zbiorem NV liczb
naturalnych). Znaczy to, ze twierdzenia np. teorii mnogos$ci, w ktorych
mowa o mocach zbioré6w nieprzeliczalnych (liczby kardynalne wieksze

9 Zob. tamze, s. 165, twierdzenie 48.2; por. takze **RIV.2: T23.

10 prawidlowo$é T9.a — zwana takze dolnym twierdzeniem Lowenheima-Skolema —
zostala udowodniona przed twierdzeniem Gédla o istnieniu modelu: dla skonczo-
nych zbioréw wyrazen przez L. Lowenheima (w 1915 r.), dla dowolnych zbioréw
wyrazen przez T. Skolema (w r. 1919). Zob.: J. Wolenski, Epistemologia. Pozna-
nie — prawda — wiedza — realizm, dz. cyt., s. 232—235; T. Bat6g, Podstawy logiki,
dz. cyt., s. 282. Twierdzeniem Lowenheima-Skolema jest takze nazywana implika-
cja prosta rownowaznosci T9.a — zob. G. Hunter, Metalogika, dz. cyt. s. 155, gdzie
sg takze uwagi historyczne, a w ich kontekécie — terminologiczne dotyczace tego
twierdzenia.
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od X)), sa prawdziwe takze w modelu przeliczalnym (przeliczalnie nie-
skonczonym). Dlatego twierdzenie to jest nazywane takze paradoksem
Lowenheima-Skolema.

Uogoblnieniem T9.a jest nastepujaca rownowaznos$¢, zwana twierdze-
niem Lowenheima-Skolema-Tarskiego:

T9.b Kazdy system (teoria) pierwszego rzedu ma model przeliczalny
wtedy i tylko, gdy ma model dowolnej mocy nieskoniczone;j.

Implikacje odwrotna tej rownowaznosci — tj. twierdzenie: Jesli teo-
ria pierwszego rzedu ma model nieskonczony, to ma model o dowolnej
liczbie kardynalnej — udowodnit A. Tarski!!. Z twierdzenia tego wynika
m.in., ze system sformulowany w jezyku przeliczalnie nieskoficzonym —
jak KRZ i WRP — ma modele nieskoniczone, a wobec tego ma modele
nieskonczone dowolnej mocy (moc modelu to liczno$¢ jego dziedziny),
a posrod nich nieskonczone przeliczalne, tj. rownoliczne ze zbiorem liczb
naturalnych 3V, czyli mocy X (zob. **RIV.3).

Wobec twierdzen T9 jest oczywiste, ze nie moga by¢ izomorficzne mo-
dele takich systemow, ktore da sie sformulowac w logice pierwszego rze-
du — jak np. aksjomatyczna teoria mnogosci i (elementarna) arytmetyka
liczb naturalnych. Teorie takie bowiem, jako Ze maja modele nieskonczo-
ne, maja takze modele dowolnej mocy, a warunkiem koniecznym izomor-
ficznoSci modeli jest rownoliczno$¢ ich dziedzin. Kategoryczne sa tylko
te teorie zupelne, ktére maja model skonczony, jak np. teoria pierwszego
rzedu z identycznoécig (rozumiang ,normalnie”, tj. zgodnie z **RIIL.2:
A1, T22, T23) z dolaczonym aksjomatem (A X, y) x =y, ktory sprawia,
ze kazdy jego model ma dziedzine jednoelementowa i jest izomorficzny
z kazdym innym modelem takiego systemu. Nieliczne sa rowniez teorie
kategoryczne nielementarne (sformulowane w logice rzedéw wyzszych),
np. teoria liczb naturalnych z tzw. aksjomatem indukgcji, sformulowanym
wjezyku drugiego rzedu: Zbiorem wszystkich liczb naturalnych jest kazdy
zbiér zawierajacy zero i zamkniety ze wzgledu na dzialanie nastepnika'2,

Wlasnoscia systemu stabsza od kategorycznosci jest tzw. kategorycz-
no$¢ w mocy.

1 Twierdzenie to jest nazywane takze géornym albo wstepujacym twierdzeniem
Lowenheima-Skolema-Tarskiego — zob. Logika formalna. Zarys encyklopedycz-
ny..., dz. cyt., s. 172.

12° Zob. G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., s. 165—166.
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D4.b System (teoria) T jest kategoryczny w mocy m wtedy i tylko, gdy
kazde dwa modele tego systemu mocy m sa izomorficzne.

Zostalo okazane, ze kazda teoria kategoryczna sformulowana w jezyku
pierwszego rzedu, ktora jest kategoryczna w dowolnej mocy nieprzeli-
czalnej, tj. w dziedzinie o licznoSci wigkszej niz X, jest kategoryczna we
wszystkich mocach nieprzeliczalnych®®.

2.5 Petnosé systemu

Pelno$c jest wlasnoscia systemu semantyczna, ktora trzeba odrézniac
od syntaktycznie okreslanej zupelnosci (***RI1.2.4.2). Ogo6lnie mozna
powiedziet, ze:

D5.a System jest pelny wtedy i tylko, gdy kazde wyrazenie prawdziwe
zapisane w jezyku tego systemu jest jego teza.

Gdy natomiast mowa o systemach dedukcyjnych logiki klasycznej lub
na logice opartych, wtedy mozna — pamietajac o tym, ze twierdzenia logiki
sq prawdziwe w kazdej dziedzinie niepustej, a systemy oparte na logice
moga mieé interpretacje w wielu dziedzinach — podane okreélenie uscislic.

D5.b System oparty na logice jest pelny wtedy i tylko, gdy kazde wyra-
Zenie zapisane w jezyku tego systemu i prawdziwe w kazdym jego
modelu jest jego teza.

D5.c System logiki klasycznej jest pelny wtedy i tylko, gdy kazde wy-
razenie zapisane w jezyku tego systemu i prawdziwe w kazdym
zbiorze niepustym jest teza tego systemu.

Systemami pelnymi sg klasyczny rachunek zdan oraz wezszy rachunek
predykatéw. Mozna zatem ogdlnie powiedzieé, ze pelny jest klasyczny
rachunek logiczny. Jesli chodzi o KRZ, to wiadomo, ze wszystkie tezy KRZ
sq prawdziwe w kazdej dziedzinie niepustej (T1.2), czyli sa tautologiami
(T1.2’). Da sie okazaé, ze prawdziwa jest takze implikacja odwrotna, tj.

T10 Kazda tautologia KRZ jest teza systemu KRZ.

13 Twierdzenie to, zwane hipotezg (Jerzego) Losia, zostalo udowodnione przez
M. Morleya w 1963 r. (zob. Logika formalna. Zarys encyklopedyczny..., dz. cyt.,
s. 171).
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Podobnie jak w przypadku dowodu twierdzenia T.1.1 — podstawowe-
go dla ogloszenia prawidlowosci T1.2’ — i to rozumowanie jest przepro-
wadzone na gruncie systemu zalozeniowego KRZ przedstawionego w ni-
niejszym opracowaniu (**RII.3). Dowo6d pelnoSci tego systemu (podobnie
jak innych systeméw KRZ) jest oparty na prawidlowo$ciach dotyczacych
sprowadzania formut KRZ do postaci normalnej — koniunkeyjnej albo
alternatywnej (***RI1.1.3 i ***RI.1.4). Jak wiadomo, kazde formula KRZ
jest sprowadzalna do koniunkeyjnej postaci normalnej (***R1.1.4: T4.1)
oraz do alternatywnej postaci normalnej (***RI1.1.4: T4.2).

W dowodzie twierdzenia T10 warto skorzystac z nastepujgcego twier-
dzenia pomocniczego.

L3 Kazda tautologia o koniunkcyjnej postaci normalnej jest tezg syste-
mu zalozeniowego KRZ.

Dowod:

Niech

1. K jest tautologia o koniunkcyjnej postaci normalnej {zal.}.

Jako ze kazda formula o koniunkcyjnej postaci normalnej jest koniunkcja

n alternatyw elementarnych {***RI1.1: D5.b, 2}, wiec

2.K=TA AA, A AAT, gdzie A, i =1,2,..,n to alternatywa elemen-

tarna.

Poniewaz wiadomo, ze dowolna formula o koniunkcyjnej postaci normal-

nej jest tautologia wtedy i tylko, gdy tautologia jest kazda z jej alternatyw

elementarnych {***RI.2: T20.b}, wiec skoro — zgodnie z zalozeniem —

K jest tautologig, to

3. tautologig jest kazda z alternatyw A, i= 1,2, ..., n.

Mozna okazacé, ze:

(*) Kazda prawdziwa alternatywa elementarna jest tezg systemu zaloze-
niowego KRZ.

Wiadomo, ze

(1*) A jest prawdziwg alternatywa elementarng wtedy i tylko, gdy co

najmniej jedna sposrod jej zmiennych zdaniowych wystepuje i bez,

i ze znakiem negacji {***R1.2: T20.a}.
Kazda prawdziwg alternatywe elementarng mozna zatem przedstawié
W postaci

2 A=Tav~av ..,
gdzie a jest zmienna wystepujaca i bez, i ze znakiem negacji, kto-
rej wystepowanie w A zapewnia ***RI.2: T20.a, a wykropkowanie
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reprezentuje pozostalg cze$¢ alternatywy elementarnej. Alternatywe 'a
v ~a' mozna udowodni¢ w systemie KRZ na podstawie prawa wylgczo-
nego $rodka, ktore jest teza tego systemu {***RI1.3: T12}, a z alternatywy
'a v ~a! mozna wyprowadzi¢ 'a v ~a v ...7, stosujac regule DA. Zatem
A=Tav ~av ..1jest teza systemu zalozeniowego KRZ.
Wobec prawidlowosci (*) jest oczywiste, ze
4. tezg systemu zalozeniowego KRZ jest kazda z alternatyw A,
i=1,2,..,n,o0ktéorych mowa w 3.
A wobec tego:
5. teza tego systemu jest takze koniunkcja 'A AA, A .. AATT  {DK: 4},
czyli teza jest K {5, 2}, tj. dowolna tautologia o koniunkcyjnej postaci
normalnej. |
Dowéd T10:
Zgodnie z zalozeniem T10 niech:
1. wyrazenie @ jest tautologia zapisana w jezyku KRZ, czyli jest prawdziwe
w kazdej dziedzinie niepustej;

mozne wtedy — na podstawie ***RI1.1.4: T4.1 — uznad, ze:
2. istnieje taka koniunkcyjna postac¢ normalna K, ze '® <> K1jest teza KRZ;
a przy tym, skoro tautologia jest @, to rowniez:
3. K jest tautologia, tzn. jest prawdziwa w kazdej niepustej dziedzinie.
Poniewaz K spelnia warunki, o ktérych mowa w L3 {2, 3}, wiec:
4. K jest teza systemu zalozeniowego KRZ.
A poniewaz '® < K1 jest tezg KRZ {2}, wiec teza systemu zalozeniowego
KRZ jest rowniez @ {RO_: 2, 4}.
Skora dowolna tautologia KRZ, czyli — zgodnie z definicja D2 — dowolne
wyrazenie KRZ prawdziwe w kazdej dziedzinie niepustej, jest teza zalo-
zeniowego systemu KRZ, to system tej jest pelny w znaczeniu zgodnym
zD5.c.l

Natomiast podstawowe dla ogbélnego okazania pelnoSci klasycznego
rachunku logicznego (KRZ i WRP) sa nastepujace twierdzenia.

T11 Jezeli zdanie @ nie jest teza logiki klasycznej, tj. @ ¢ L, to istnieje
niepusta dziedzina M taka, ze '~®1 € E(M).

Dowéd:

1.oelL {zal.}.

Niech

2. L, jest zbiorem tych tylko tez logiki klasycznej, w ktorych wystepuja te
same terminy co w zdaniu @ {def.}.
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Poniewaz zbidr tez klasycznego rachunku logicznego, tj. L = Cn Ao DlDg(@)

{***R1.2: D4.b”’}, jest systemem niesprzecznym {W3}, wiec takze:

3. zbidr L, c L jest systemem niesprzecznym  {***RI1.2: W5.1}.

Jesli @ nie jest teza w L {1}, to:

4.D¢L,,

a wiec — zgodnie z ***RI1.2: T14 — takze

5. zbior (L, U {"~@"}) jest niesprzeczny,

czyli — na podstawie T8:

6. istnieje dziedzina M, ktéra jest modelem dla zbioru (L, U {'~®1}),

co jest rbwnoznaczne z tym, ze:

7. (L, {™~®}) c E(M) {D3};

a zatem: '~@1 € E(M) {**RIV.1: T4: 7}.1
Odwolujac sie do T3, a doktadniej — korzystajac z faktu, ze ogo6t zdan

prawdziwych w modelu jest systemem niesprzecznym, mozna okazac, ze

jest prawdziwa implikacja odwrotna do T1.2.

T12 Jedli zdanie @ jest prawdziwe w kazdej niepustej dziedzinie, to
@ jest teza logiki klasycznej, tj. @ € L.

Dowéd:

Jesli — zgodnie z zalozeniem:

1. dla dowolnej niepustej dziedziny M jest tak, ze @ € E(M),
to jako ze

2. E(M) jest systemem niesprzecznym w sensie klasycznym {T3},

wiec

3. dla dowolnej niepustej dziedziny M jest tak, ze '~P1 ¢ E(M)
{D10.al},

czyli — rownowaznie:

4 ~(V M) '~D € E(M) {~V: 3},

co — na podstawie T11 — prowadzi do wniosku, Ze:

O jest teza logiki klasycznej, tj. @ € L {TOL:T11,4}.m

Prawidlowo$ci dotyczace zwigzku miedzy byciem teza logiki a byciem
zdaniem prawdziwym mozna zatem podsumowaé w nastepujacym twier-
dzeniu, ktore jest bezposrednim wnioskiem z T1.2 oraz T11.

W5  Zdanie @ jest teza logiki klasycznej, tj. @ € L, wtedy i tylko, gdy @
jest prawdziwe w kazdej dziedzinie niepuste;j.

Klasyczny rachunek logiczny (KRZ i WRP) jest wiec systemem pelnym
{T12, D5.c}, jako ze zawiera wszystkie tautologie, tj. zdanie prawdziwe
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w kazdej dziedzinie; a mozna takze dodac¢ — ze tylko takie zdania (T1.2)*
Klasyczny rachunek logiczny zawiera wiec ogdl twierdzen prawdziwych
w dowolnej dziedzinie, co ujete pragmatycznie znaczy, ze prawa logiki
klasycznej i oparte na nich regulty wnioskowania sg powszechnie wazne.
Wiaze sie z tym SciSle wlasno$é, o ktorej mowi sie opisowo, ze logika kla-
syczna nie wyr6znia zadnych stalych pozalogicznych albo ze jest wzgledem
takich stalych neutralna. Inaczej mozna powiedzie¢, ze spelnialno$¢ praw
logiki jest niezmiennicza wzgledem stalych pozalogicznych, tj. stalych in-
dywiduowych, predykatowych, funkcyjnych, a r6znice w denotacji takich
symboli staja sie widoczne dopiero w kontekscie zalozen (aksjomatow)
pozalogicznych, przyjmowanych na gruncie systemoéw wspartych na log-
ce’®. Jednakze kazdy system, w ktérym da sie sformulowac (zinterpreto-
wad) arytmetyke liczb naturalnych z dodawaniem i mnozeniem, o ile jest
niesprzeczny, to nie jest pelny, co znaczy, ze istnieja zdania prawdziwe
zapisane w jezyku takiego systemu, ktore nie sg jego tezami, czyli sa w nim
niedowodliwe!s.

2.6 Pojecie wynikania

Zdefiniowane w semantyce system6éw dedukcyjnych pojecie spelniania
oraz wsparte na nim pojecia prawdy i modelu pozwalajg na $ciste okres-
lenie semantycznego pojecia wynikania, in. wynikania logicznego, wyni-
kania semantycznego. Pojecie to bylo stosowane lub zakladane w dotych-
czasowych rozwazaniach, bylto takze kontekstowo i w jezyku naturalnym
definiowane. Kontekst definicyjny to twierdzenia dotyczace niezawodnych
schematoéw wnioskowania: schemat niezawodny to taki, ktory zawsze od
zdan prawdziwych (przestanek) prowadzi do zdania (wniosku) prawdzi-
wego. Obecnie pojecie wynikania logicznego moze by¢ uscislone. Oto jego
sformulowanie odnoszace sie do zdan.

14 Twierdzenie o pelos$ci wezszego rachunku predykatéw udowodnil K. Godel w 1930

roku (o innych twierdzeniach udowodnionych przez Godla zob. ***RIIL.2).

15 Wlasnos¢ ta jest udowodniona i skomentowana np. w: A. Grzegorczyk, Zarys logiki

matematycznej, dz. cyt. s. 196—-203; T. Batog, Podstawy logiki, dz. cyt., s. 158—
163. Zob. takze W.A. Pogorzelski, Klasyczny rachunek kwantyfikatoréw. Zarys
teorii, Warszawa 1981, s. 128—-131.

Zob. ***RIII.1, gdzie jest om6wione wzmiankowane tu ograniczenie oraz inne tzw.
twierdzenia limitacyjne.

16
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D6.a Zdanie @ wynika logicznie ze zbioru zdan X wtedy i tylko, gdy
kazdy niepusty model dla X jest modelem dla @.

Stosujac symbol |= na oznaczenie relacji wynikania logicznego (se-
mantycznego), mozna stwierdzenie ,,zdanie @ wynika logicznie ze zbioru
zdah X” wyrazi¢ napisem , X | ®”'7. Rozwijajac okre$lenie D6.a zgodnie
z definicja modelu dla zbioru wyrazen zdaniowych (D3.a) — ktora doty-
czy rowniez zbioréow zdan, takze zbiorow jednoelementowych — mozna
powiedzie¢, ze dane zdanie wynika z innych wtedy i tylko, gdy w kaz-
dej dziedzinie niepustej, w ktorej sa prawdziwe te inne zdania, jest tez
prawdziwe dane zdanie. Stosujac skroty symboliczne do tego ostatniego
wyslowienia, mozna je zapisaé tak:

D6.a’ X }=(D wtedy i tylko, gdy (A M = &) [X c E(M) = & € E(M)].

W takim sformulowaniu wida¢ wyrazniej, ze usci§lone pojecie wy-
nikania logicznego jest zgodne z uzywanym juz okreSleniem: wniosek
wynika logicznie z przestanek (wynika semantycznie, jest ich konsekwen-
cja semantyczng), jesli jest wykluczone, by przestanki byly prawdziwe,
a wniosek byt falszywy.

Definicje D6.a mozna uog6lni¢ tak, by objac nie tylko zdania, lecz
takze funkcje zdaniowe.

D6.b Wyrazenie zdaniowe @ wynika logicznie ze zbioru wyrazen X
wtedy i tylko, gdy jest spelnione przez kazdy cigg przedmiotoéw
w dowolnej dziedzinie, przez ktory sa spelnione wszystkie wyra-
zenia zbioru X.

Moéwié o ciggu przedmiotéw, ktory jest tworzony z przedmiotow ja-
kiej$ dziedziny, mozna tylko w dziedzinie niepustej. Dlatego warunek nie-
pustoéci nie jest rowniez sformutowany w zapisie skréconym symbolami:

D6.b> Wyrazenie zdaniowe @ wynika logicznie ze zbioru wyrazen X, tj.
X |= @, wtedy i tylko, gdy
(Am A {a}) [Xc{¥:sp, (¥ {a )} = sp, (D {a})]

17 Symbol [ byl juz stosowany w ogélnych uwagach o wlasnosciach systeméw aksjo-
matycznych KRZ (**R1.4): napis ,, F @” byl w tamtym kontekscie odczytywany jako
swyrazenie @ jest prawdziwe”, co zgodne z usci§lonym tu, ogélniejszym znaczeniem
tego symbolu.

153



POJECIA | ZAGADNIENIA SEMANTYCZNE

Semantyczne pojecie wynikania logicznego trzeba odr6znia¢ od syn-
taktycznego pojecia konsekwencji, cho¢ pojecia te sa bardzo zblizone.
W zakresie klasycznego rachunku logicznego pojecia te sa rownozakre-
sowe, da sie bowiem okazaé, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

T13.a Wyrazenie zdaniowe @ wynika logicznie (semantycznie) ze zbioru
wyrazen X wtedy i tylko, gdy jest konsekwencja logiczng (syntak-
tyczna) zbioru X.

Stosujac symboliczne skroty, uzupelnione wskaznikami wskazujacymi
na zawezenie do klasycznego rachunku logicznego, mozna to twierdzenie
zapisa¢ nastepujgco:

T13.a’ X F & wtedy i tylko, gdy X |, @, tj. gdy @ < Cn (X).

Dowod T13a:

H

Twierdzenie, ze

1. Wyrazenie @ wynika logicznie ze zbioru wyrazen X  {zal.}

jest — zgodnie z D6.b’— robwnowazne z:

2. (A M A{a}) [X < (W sp, (¥, {a,)} = sp,(®, {a )].

W kontekscie tego zaloZenia do sprzecznosci prowadzi przypuszczenie, ze:

3.® ¢ Cn (X) {zdn.}.
Wynika z niego bowiem:
4. Zbior wyrazen X U {T~®1} jest niesprzeczny {***RI1.2: T14, 2},

a jest tak — zgodnie z T8 — wtedy i tylko, gdy dla zbioru tego istnieje

model M, co — zapisane wedlug D3 — znaczy, ze

5.(Xu {~@1}) c E(M),

czyli:

6. (1) X < E(M) oraz (ii) '~@' € E(M) {**RIV.1: T4, 5}.

Poniewaz wiadomo na podstawie T3, ze E(M) jest systemem niesprzecz-

nym sensie klasycznym, wiec z 6.(ii) — zgodnie z ***R1.2: D10.al — wy-

nika:

7. D ¢ E(M).

Stosujac ***RII.1:D3 do, odpowiednio, 6(i) oraz 7, mozna zatem uznac,

ze:

8. Kazde wyrazenie zdaniowe zbioru X jest spelnione przez kazdy ciag {a }
w dziedzinie M

9. Istnieje taki cigg {a } w dziedzinie M, ze ~sp, (D, {a }),
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a to znaczy, ze:
10. Wyrazenie @ nie wynika logicznie ze zbioru wyrazen X {8, 9, D6.b},
co jednak jest sprzeczne z 1.
H
Z zalozenia implikacji odwrotnej
1. @ e Cn (X) {zal.} oraz z zalozenia dodatkowego

1.1 M jest dowolng dziedzing, a {a_} jest dowolnym ciggiem przed-

miotéw (warto$ciowaniem) w dziedzinie M takim, ze

(A¥ e X) sp, (D, {a}), tj. takim, ze X c {¥: sp, (¥, {a })}
wynika:

1.2Cn (X) « {®: sp, (¥, {a )} {RO:L1’, 1.1}.
Na podstawie (***RI1.2: T2”) mozna wiec uznac, ze:

1.3Cn (Cn (X)) cCn{¥:sp, (¥, {a D)},
a poniewaz Cn, (X) < Cn (Cn (X)) {***RI1.2: T1},
wiec:

1.4Cn (X) cCnA{¥:sp, (¥, {a}}.
co — wobec rownosci: Cn {¥: sp, (¥, {a }} = {¥: sp, (¥, {a }} {WT’},
jest rbwnowazne z:

1.5Cn (X) c{¥:sp, (¥, {a }}.
Z zalozenia @ € Cn (X) i inkluzji 1.5 wynika

1.6 sp, (¥, {a }) {***RIV.1: T4}.
Zatem — wobec dowolno$ci dziedziny M i ciagu {a,_}, o ktéorych mowa
w zalozeniu 1.1 — mozna stwierdzi¢, ze:
2. (AMm AN{a}) [Xc{¥:sp, (¥, {a}} = sp, (D {a}]

{DA: 1.1 = 1.6},

co jest rownowazne z twierdzeniem:
wyrazenie zdaniowe @ wynika logicznie ze zbioru wyrazen X {D6.b’, 2}. 1

Odczytujgc T13a, trzeba pamigtac, ze symbol Cn _to skrot zapisu
Cn Ao Diog’ oznaczajacego relacje konsekwencji dla systemoéow logiki kla-
sycznej (KRZ i WRP), tj. wywodzenia z aksjomatow logiki klasycznej ich
konsekwencji wedle przyjetych w niej regul inferencji (wyprowadzania).
Zbior Cn (X) zatem to og6t konsekwencji wyprowadzonych z X na gruncie
systemow logiki klasycznej (***RI1.2: D4.a’ i D4.b’). Systemy takie sg
pelne (w sensie okreSlonym w D5), co zapewnia, Ze pojecia wynikania
logicznego (semantyczne) i konsekwencji logicznej (w sensie syntaktycz-
nym) sa dla takich systemoéw réwnozakresowe. Dlatego wiele twierdzen
okazujacych wlasnosci operacji Cn i relacji |- ma swoje odpowiedniki
posrod twierdzen semantycznych dotyczacych relacji F. Zestawione nizej
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prawidlowosci s3 wnioskami z definicji dla Cn_i |—L (***RI1.2: definicje
D4) oraz F_(definicje D6) — oraz udowodnionych na ich podstawie
twierdzen (***RI.2: twierdzenia T1’-T9’ i L1.1-L1.5, T11.1°, T11.2").
Na przyklad:

Wé6.1 @ F @
oraz

o Ho
W6.2 f d=>X F @

oraz
ho=x b o

W63 (X FOADE V)X EW
oraz

XHhord L O)=>X Y
W64 X FOAD 0= X W
oraz

Xhoro hLro=P)=X LW
W6.5 X F o= XUY) | @
oraz

XHo=XuY) | o

Tak samo ro6wnowazno$¢:
W6.6 @ F Pwtw | o= P

jest semantycznym (teoriomodelowym) odpowiednikiem syntaktycznego
twierdzenia

Ok Pwtw | o= P,
(ktorego implikacja prosta jest bezposrednia konsekwencjg twierdzenia
o dedukcji ***RI1.2: T11.2), a rownowazno$¢:

W6.7 X |=|_ @ < istnieje skonczony podzbiér Y zbioru X taki, ze Y |=L D,

jest teoriomodelowym analogonem twierdzenia ***RI1.2: T4’, wyrazaja-
cego finitystyczno$¢ operacji Cn, .

Jednakze w kontekscie ogolnym — gdy mowa takze o innych systemach
dedukeyjnych, a wige gdy relacja Cn nie jest zawezona do relacji Cn, tj.
wyprowadzania na gruncie klasycznego rachunku logicznego — zalezno$c

18 Zob. G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., s. 531 66.
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miedzy relacja wynikania (semantycznego) i relacji konsekwencji (syn-
taktycznej) jest slabsza:

T13.b Jezeli wyrazenie zdaniowe @ jest konsekwencja syntaktyczna
zbioru X, to @ wynika logicznie (semantycznie) ze zbioru wyra-
zen X.

Skrotowo:

T13.b’ Jezeli X | @, tj. jesli @ e Cn(X), to X F®.

Dowod tej implikacji jest w pelni analogiczny do uzasadnienia im-
plikacji [ w dowodzie T13.a. Warto zauwazy¢, ze przyjete w dowodzie
niewprost implikacji [ zalozenie 3. @ ¢ Cn(X) nie doprowadzi w przy-
padku ogblnym, tj. dla relacji Cn, do sprzeczno$ci, bo nie wynika zen, ze
zbior wyrazen X U {T~®1} jest niesprzeczny, jako Ze nie ma gwarancji, ze
dany system dedukcyjny jest pelny'®.

Twierdzenia T13 odnosza sie takze do zdan, w tym takze do wyrazen,
ktore sa wprawdzie — jak twierdzenia (tezy) systemow dedukeyjnych — za-
pisywane jako formuly otwarte, lecz sa rozumiane jako funkcje zdaniowe,
ktorych wszystkie zmienne sa zwigzane kwantyfikatorem og6lnym, czyli
sg rozumiane jako formuly zamkniete, tj. zdania (por. uwagi do ***RI.2:
T12). Wiadomo przy tym, ze jesli formule ze zmiennymi wolnymi mozna
w ten spos6b domknag, to jest ona wyrazeniem prawdziwym w danej dzie-
dzinie wtedy i tylko, gdy prawdziwa w tej dziedzinie jest odpowiadajaca
jej generalizacja (***RIL.1: T4). Twierdzenia te obejmujg ponadto funkcje
zdaniowe otwarte, pojawiajace sie czesto w wierszach dowodoéw zaloze-
niowych, ktérych w ten sposoéb nie mozna interpretowadé, a z ktorych sa
wyprowadzalne, tj. wynikaja logicznie, kolejne wiersze dowodowe. Da sie
przy tym okazac, ze w zakresie zdan pojecia wynikania okre$§lone w D6.a
(dla zdan) oraz w D6.b (dla wyrazen zdaniowych) sa rownowazne.

19 Wyrazona w T13.b prawidlowo$¢ ma wazny wydzwigk filozoficzny i metalogicz-
ny. Zgodnie z tym twierdzeniem sa w systemach bogatszych (a ,bogatszy” jest juz
system arytmetyki z dwoma dzialaniami) twierdzenia prawdziwe, ktore nie sg te-
zami systemu, czyli s3 w nim niedowodliwe; T13.b potwierdza takze, ze pojecie
wynikania logicznego, zakladajace pojecie prawdziwosci, jest ogblniejsze niz pojecie
konsekwencji (wyprowadzania) i tylko w zakresie prostych systemow (jezykow)
pojecia te sa rownozakresowe. Zob. J. Wolenski, Filozoficzna szkola lwowsko-
-warszawska, dz. cyt., s. 170-172.
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T14 Jesli @ jest zdaniem, a X jest zbiorem zdan, to @ wynika logicznie
z X w sensie okreslonym w D6.a wtedy i tylko, gdy wynika z tego
zbioru zdan w sensie okres§lonym w D6.b.

Dowod:

Zgodnie z T14 i zapisami symbolicznymi w D6.a’ i D6.b’ do udo-
wodnienia jest rownowaznos$é:
AM)XcEWM)=>Dec EM)] <
< (AM A{a}) [Xc{¥:sp, (¥ {a })} = sp, (D {a})]
przy czym — i to jest zalozenie przyjmowane w calym dowodzie — @ jest
zdaniem, a X jest zbiorem zdan (w dowodzie jest pomijany warunek nie-
pustosci, zaznaczany wczeéniej napisem ,,U # &” lub ,M = &”).

=
1.AM) [ XcEWM) = ® € E(M)] {zal.}
1.1 Niech M jest dowolng dziedzing, a {a,} dowolnym w niej ciaggiem
przedmiotow (wartoSciowaniem) takim, ze: X c {¥: sp, (¥, {a )}
{zd.}.
Da sie okazaé¢, ze do sprzeczno$ci prowadzi przypuszczenie:
1.1.1 ~sp,(®,{a }) {zd.}.

Wynika z niego bowiem:
1.1.2 @ ¢ E(M),
bo wyrazenie prawdziwe jest spelnione przez kazdy ciag w M
{***RIL.1: D3},
1.1.3 ~(X c E(M)) {TOL:1,1.1.2},
czyli, zgodnie z rozumieniem inkluzji (**RIV.1: D2) istnieje ¥, takie, ze
1.1.4 () ¥, € Xoraz (ii) ¥, ¢ E(M).
Poniewaz X jest zbiorem zdan {zal. dowodu}, wiec rownie ¥ jest zda-
niem; wiadomo takze, ze dowolne zdanie jest prawdziwe w dowolnej dzie-
dzinie M wtedy i tylko, gdy istnieje w danej dziedzinie ciag przedmiotow
spelniajacych dane zdanie {***RII.1: T5} — co wobec 1.1.4(ii) prowadzi
do wniosku, ze:
1.1.5 dla kazdego ciggu {a }, z dziedziny M, i = 1, 2, ..., jest tak,
ze ~sp,, (¥, {a,}),
co znaczy, ze takze ciag {a,_}, o ktérym mowa w 1.1, nie spelnia ¥, tj.
1.1.6 ~sp, (¥, {a }),
a to, wobec X c {¥: sp, (¥, {a })} {1.1} znaczy, ze:
1.1.7 ¥, ¢ X, co jest sprzeczne z 1.1.4(i).
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Zatem:

1.2sp, (D, {a }) {1.1.1 = sprz.}.
Poniewaz M jest dowolng dziedzing, a {a } dowolnym w niej ciggiem,
wiec mozna ten fragment dowodu uogolni¢:

AM A{a D) [Xc{¥:sp, (¥ {a )} = sp, (D {a})]

{DA: 1.1 = 1.2},
co konczy dowod implikacji proste;j.
=
LAMA{a}) [Xc{¥:sp, (¥ {a})}=sp, (D {a})] {zal.}

1.1 Niech M jest dowolna dziedzing taka, ze: X < E(M) {zd.}.

W kontekscie tych zatozen do sprzecznoéci wiedzie przypuszczenie:

1.1.1 @ ¢ E(M).
Poniewaz, zgodnie z zalozeniem dowodu, wyrazenie @ jest zdaniem,
wiec — ponownie na podstawie {***RII.1: T5} — mozna uznac, ze

1.1.2 dla kazdego ciagu {a }, z dziedziny M, i =1, 2, ...:

~sp, (¥, {a }),
czyli jest tak takze dla ciggu {a_}, o ktorym mowa w 1, tj.

1.1.3 ~sp, (D, {a }),
co implikuje — zgodnie z regula TOL, zastosowang do formuly uzyskanej
z1:

1.1.4 ~X c{¥: sp, (¥, {a }}).
Poniewaz dla dowolnego zbioru {¥: sp, (¥, {a },)} w dziedzinie M jest
tak, ze E(M) c {¥: sp,, (¥, {a,})} — bo w E(M) s3 wyrazenia spelnione
przez kazdy ciag z tej dziedziny, a w {¥: sp, (¥, {a })} sa wyrazenia
spelione przez dowolny, lecz okreslony cigg (por. uwagi poprzedzajace
T2’) — wiec takze:

1.1.5 ~(X < E(M)), co jest sprzeczne z 1.1.

Wobec tego:
1.2 ® ¢ E(M) {1.1.1 = sprz.}.
Po uogoélnieniu — dopuszczalnym wobec 1.1 — mozna stwierdzié, ze:
(AM) [XcE(M) = ® e E(M)] {DA:1.1=>1.2}.m

Definicja D6.a obejmuje takze sytuacje wynikania zdania z nieskon-
czonego zbioru zdan; natomiast w przypadku zbioru zdah skonczonego
prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

T15 Zdanie @ wynika logicznie ze zdan {¥,, ¥,, ..., ¥} wtedy i tylko,
gdy implikacja "(¥,, ¥,, ..., ¥,) = @' jest podstawieniem jakiegos
prawa logicznego.
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Dowéd:
Twierdzenie:
1. zdanie @ wynika logicznie ze zdan {¥,, ¥,, ..., ¥}
jest rownowazne z kolejnymi implikacjami:
2AM+DH[RY, P, .. VYcEWM)= D c E(M)] {D6.a’,1}
3.ANM+2)[W, ¥, ... W cE(M)=dcEM)] {*RIV.l: T4, 2}
4 ANM D) [P AV AN..APTe E(M) = @ e E(M)]
{***RIL1: L1a, 3}

5 AM+D)[(VAVA..ATP)= D e EIM)] {L2.c, 4}

Ostatnie twierdzenie — odczytane w kontekscie T12 i W5 — znaczy,
ze: implikacja (W, A W, A ... A P ) = @ jest podstawieniem jakiej$
prawdy logicznej, tj. zdania logicznego prawdziwego w kazdej niepu-
stej dziedzinie, czyli podstawieniem jakiej$ tezy logicznej (por. uwagi do
***R1.2: T12). 1

Uzupekniajac uwagi podsumowujace wyniki poprzedniego podroz-
dzialu mozna stwierdzi¢, ze pojecia i metody semantyczne daja takze
mozliwo$¢ potwierdzenia zalozen zawartych w intuicyjnym pojeciu nie-
zawodnych regul wnioskowania. Da sie udowodnié, ze przyjete w KRZ
i WRP pierwotne reguly wnioskowania zawsze prowadza od wyrazen
zdaniowych prawdziwych do prawdziwych (T1.1), a poniewaz da sie row-
niez okaza¢, ze niezawodne sg reguly podstawiania i zastepowania (RP,
RZ_, RZ_) oraz inne reguly wtorne stosowane w systemie zalozeniowym
klasycznego rachunku logicznego (**RI1.3 i ***RIIL.2), wiec mozna powie-
dzie¢, ze kazda teza systemu uzyskana w wyniku zastosowania takich regul
jest prawdziwa w kazdej dziedzinie niepustej (T1.2), tj. w kazdej teorii,
niezaleznie od tego, czego dotyczy. Usciélenia semantyczne, a zwlaszcza
pojecie modelu dla zbioru/systemu wyrazen (D3), dato takze mozliwo$é
okazania, ze jest spelniona zalezno$¢ odwrotna. Mianowicie kazda tau-
tologia KRZ, tj. zdanie prawdziwe w kazdej dziedzinie niepustej, jest teza
KRZ (T10); a og6lniej — jesli zdanie jest prawdziwe w kazdej dziedzinie
niepustej, to jest teza logiki klasycznej (T12), co znaczy, ze klasyczny
rachunek logiczny jest pelny, tj. zawiera wszystkie i tylko takie zdania,
ktore sa prawdziwe w kazdej dziedzinie niepustej (W5). Znany jest takze
dowdd tego, ze tzw. bogatsze systemy dedukcyjne, tj. zawierajgce arytme-
tyke liczb naturalnych, o ile sa niesprzeczne, to nie sa peklne, co znaczy,
ze nie wszystkie zdania prawdziwe sg ich tezami.

Pojecie modelu jest podstawowe takze w semantycznej charaktery-
styce niesprzeczno$ci systemu oraz wynikania logicznego. Wiadomo, ze

160



SYSTEMY DEDUKCYJNE — CHARAKTERYSTYKA SEMANTYCZNA

koniecznym i wystarczajacym warunkiem niesprzecznosci jest istnienie
modelu dla systemu zdan (T8); natomiast jesli wynikanie jest zdefinio-
wane semantycznie, wtedy da sie dowie$¢, ze wyrazenie zdaniowe wynika
ze zbioru wyrazen zdaniowych wtedy i tylko, gdy jest konsekwencja lo-
giczna wyrazen danego zbioru (T13) — co znaczy, ze w systemach logiki
klasycznej syntaktyczne pojecie wyprowadzenia (dowodu, konsekwencji)
i semantyczne pojecie wynikania logicznego sa réwnozakresowe, a w dzie-
dzinie zdan mozna okazaé, ze wynikanie logiczne danego zdania z innych
zachodzi wtedy i tylko, gdy odpowiadajaca mu implikacja jest podsta-
wieniem jakiego$ prawa logicznego (T15), tj. spelnionego w dowolnej
dziedzinie. W sytuacji ogélniejszej, niezawezonej do systemow logiki kla-
sycznej, syntaktyczne pojecie konsekwencji zaklada semantyczne pojecie
wynikania (T13.b). Warto ponownie podkresli¢, ze wszystkie te wyniki
(i wiele innych) sa oparte na pojeciu prawdziwosci, uécislonym pojeciem
speliania (***RIL.1: D3, D2)%,

20" Po raz kolejny widac, ze A. Tarskiego definicje speliania, prawdziwos$ci i modelu
sg fundamentalne dla $écistych badan semantycznych. W: J. Wolenski, Epistemo-
logia. Poznanie — prawda — wiedza — realizm, dz. cyt. sa wyliczone i omdéwione
wazniejsze twierdzenia semantyki, w ktorych jest uzyte pojecie modelu (tamze,
s. 232-235).






ROZDZIAL 1l

ZAGADNIENIA UZUPELNIAJACE

W kolejnych podrozdziatach sa: omdéwione wybrane twierdzenia metalogi-
ki zwane limitacyjnymi; zestawione wlasnosSci syntaktyczne i semantyczne
wybranych systeméw dedukeyjnych; poréwnane metody definiowania
iwykorzystania pojecia modelu w klasycznych badaniach semantycznych
(teoriomodelowych) z tzw. ujeciem teoriomnogoSciowym, stosowanym do
opisu teorii empirycznych.

1. Twierdzenia limitacyjne

Za limitacyjne, tj. okazujace ograniczenia, mozna trafnie uznaé¢ wiele
twierdzen metalogiki!. Niektore z nich, jak twierdzenie Lindenbauma
(***RI1.2: T19)itwierdzenia Lowenheima-Skolema-Tarskiego (***RIL.2:
T9a, T9b) zostaly juz omoéwione. Dlatego analizy zawarte w niniej-
szym podrozdziale sa skupione na twierdzeniach sformulowanych przez
K. Godla, A. Tarskiego oraz A. Churcha, choé¢ sa w nich takze uwagi o in-
nych wynikach metalogiki, ktére mozna rozumie¢ limitacyjnie.

1 Zob. np. J. Wolenski, O filozoficznym sensie metamatematycznych twierdzer

limitacyjnych, ,Wiadomo$ci Matematyczne” 2009, t. 45, nr 2, s. 195-216; tenze,
Semantics and Truth, dz. cyt., s. 238—240.
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1.1 Twierdzenia Godla

K. Godel uzyskal wybitne wyniki nie tylko w dziedzinach matematyki
i logiki, cho¢ zwykle jego osiagniecia sg kojarzone z tymi dyscyplinami,
a nawet wylacznie z logika®. Gdy jednak w opracowaniu z logiki mowa
o limitacyjnych twierdzeniach Godla, chodzi przede wszystkim o dwa
wyniki okazujace ograniczenia metod formalnych, zwane twierdzeniami
o niezupetnodci.

1.1.1 Oryginalne sformulowanie pierwszego z nich jest zgodne z poniz-
szym twierdzeniem.

(G1) Kazdy niesprzeczny system formalny, w ktérym da sie udowodnié
twierdzenia dotyczace podstawowych wlasnosci liczb natural-
nych, jest niezupelny.

Inaczej moéowiac, system arytmetyki taki, jak system Peana (PA) o ile
jest niesprzeczny, to jest niezupelny w sensie klasycznym (***RI1.2.4.2:
D12.al), co znaczy, ze istnieje (co najmniej jedno) zdanie jezyka tej
teorii takie, ze ani ono, ani jego zaprzeczenie nie jest w niej dowodliwe.

Wspbleze$nie zwykle formuluje sie to twierdzenie w jego wersji se-
mantycznej — mozliwej na gruncie Tarskiego teoriomodelowej teorii
prawdy: w kazdym takim systemie, o jakim mowa w (G1), sa takie zdania
prawdziwe sformulowane w jezyku danego systemu, ktére nie sa w nim
dowodliwe (wyprowadzalne z jego aksjomatow). Jednakze oryginalny
dowod tego twierdzenia byt syntaktyczny i — co wiecej — zakladal pojecie
niesprzeczno$ci mocniejsze niz przyjmowane obecnie (***RI1.2.4.1: D12.
a2), mianowicie tzw. w-niesprzecznos$ci (niesprzecznosci w sensie Godla):

(*)  System T jest w-niesprzeczny wtedy i tylko, gdy dla dowolnej for-
muly @ zapisanej w jezyku tego systemu:
jesli f, @(0), |, (D), |, (2), ..., to |, (AX) D(X).

2 Znaczace wyniki opublikowal takze w dziedzinie kosmologii relatywistycznej, gdzie

m.in. zaproponowal oryginalne rozwiazanie rownan pola grawitacyjnego OTW.
Znaczenie teoretyczne tego wyniku polegalo na tym, ze rozwigzanie to zostalo
uzyskane przy tych samych co Einsteina zalozeniach co do iloéci i rozkladu ma-
terii we Wschechswiecie, a dawato model kosmologiczny catkowicie odmienny od
einsteinowskiego modelu stacjonarnego, co obalilo przyjmowana przez Einsteina
zasade (tzw. zasada Macha), ze wlasno$ci modelu sa jednoznacznie okreslone przez
takie zalozenia.
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Inaczej, a rownowaznie mowigc, dla dowolnej formuly @ zawierajacej
zmienna wolng X nie moze by¢ tak, by bylo na gruncie systemu T wy-
prowadzalne kazde twierdzenie uzyskane w wyniku podstawienia za te
zmienng kolejno (nazw) stalych 0, 1, 2 itd., a nie bylo twierdzeniem sys-
temu zdanie uzyskane w wyniku domkniecia danej formuly kwantyfika-
torem duzym. System, ktory nie jest w tym sensie niesprzeczny, nazywa
sie w-sprzecznym. W oryginalnym twierdzeniu (i dowodzie) Godla jest
zakladana w-niesprzeczno$c¢ (a takze pojecie rekurencyjnosci, ktore jest
tu omowione w kolejnym paragrafie):

(G1*) Kazdy w-niesprzeczny system formalny, ktéry ma rekurencyjnie
definiowalny zbior aksjomatow i regut wyprowadzania i w ktorym
da sie udowodni¢ twierdzenia dotyczace podstawowych wlasnos$ci
liczb naturalnych, jest nierozstrzygalny i niezupelny, tj. istnieje
w nim taka formula (A x) @(x), ze ani ona, ani jej negacja nie jest
tezg systemu (system jest niezupelny w sensie Godla)®.

Wlasnoé¢ w-niesprzecznosci jest silniejsza od niesprzecznosci rozu-
mianej klasycznie: kazda w-niesprzeczna teoria jest niesprzeczna, lecz
nie odwrotnie*. Zalozenie o w-niesprzecznos$ci systemu byto niezbedne
do okazania, ze nie jest w takim systemie wyprowadzalne zdanie '~®1.
J. Rosser oslabil zalozenie w-niezprzecznosci do zwyklej niesprzeczno-
$ci, czyli udowodnil mocniejsze (ogolniejsze) twierdzenie (G1). Zgodnie
z tym twierdzeniem nie istnieje sformalizowany system dedukeyjny o nie-
sprzecznym ukladzie aksjomatow, w ktorym mozna udowodni¢ wszystkie
prawdziwe zdania arytmetyki liczb naturalnych.

1.1.2 Twierdzeniem o wyraznie limitacyjnej interpretacji jest tzw. drugie
twierdzenia Godla, a dokladniej — drugie twierdzenie Godla o niezupel-
nosci, dotyczgce oryginalnie systeméw z aksjomatyka Peana.

3 Zob. np. G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., s. 206. Godel okazal, ze dla kazdego
systemu zawierajacego elementarng arytmetyke da sie skonstruowac zdanie, ktore
o sobie samym stwierdza, ze nie ma w tym systemie dowodu; jesli system deduk-
cyjny jest niesprzeczny, to zdanie to jest prawdziwe, ale nie posiada dowodu (Godel
wykorzystal paradoks klamcy). Zob takze: S. Krajewski, Twierdzenie Godla i jego
interpretacje filozoficzne. Od mechanicyzmu do postmodernizmu, Warszawa 2003.

4 Zob. np. J. Woleniski, Semantics and Truth, dz. cyt., s. 236—238.
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(G2) W systemie z aksjomatyka Peana jest formula, ktérg mozna in-
terpretowac jako wyrazajaca niesprzecznos$¢ tego systemu, a ktora
nie jest w tym systemie dowodliwa.

Formula, o ktorej mowa, to zdanie wyrazajace niesprzeczno$¢ uzyskane
w wyniku zaproponowanej przez Godla arytmetyzacji jezyka badanego
systemu. Zgodnie z tym twierdzeniem dowolny dowdd niesprzeczno$ci
systemu, w ktérym sa sformutlowane (og6lniej — sa interpretowalne)
aksjomaty arytmetyki Peana, wymaga zalozen wykraczajacych poza dang
teorie®. Twierdzenie to jest konsekwencja twierdzenia (G1), tj. o niezu-
pelnoéci arytmetyki.

Wyslowiajac to twierdzenie swobodniej i ogoélniej: dowodu nie-
sprzeczno$ci danego systemu nie mozna przeprowadzi¢ na jego gruncie,
a jedynie w teorii ogblniejszej, w ktorej sa mocniejsze $rodki dowodowe;
z kolei dowod niesprzeczno$ci tego mocniejszego systemu wymaga teorii
jeszcze mocniejsze;j.

Wynik ten jest bardzo znaczacy, okazuje bowiem, ze dostatecznie
bogate systemy dedukcyjne (o ile sa niesprzeczne) nie daja podstaw dla
okazania niesprzeczno$ci samych siebie.

Z twierdzen (G1) i (G2) wynika niemozno$¢ realizacji programu
postulowanego przez D. Hilberta, by opracowaé formalny system dowo-
dzenia twierdzen obejmujacy cala matematyke i poszukiwaé w nim dowo-
dow niesprzecznosci dla catej matematyki (a wiec takze dla arytmetyki).
Twierdzenia te bywajg jednak interpretowane wadliwie (przesadnie). Na
przyklad (G1) jest czesto rozumiane jako dowdd na to, ze istnieja w ma-
tematyce twierdzenia nierozstrzygalne, cho¢ zgodnie z tym twierdzeniem
mozna jedynie glosié, ze sa twierdzenia matematyczne, ktorych nie da sie
udowodnié na gruncie danego systemu dedukeyjnego, co znaczy takze, ze
nie da sie uja¢ wszystkich formalnych metod dowodowych w obrebie jed-
nego systemu. Z kolei z (G2) nie wynika, Ze nie mozna w ogble udowodnié
niesprzecznoS$ci badanego systemu, lecz ze nie da sie tego zrobi¢ na jego

5 Zob.: np. G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., s. 206—207; Logika formalna. Zarys en-
cyklopedyczny..., dz. cyt., s. 133—1344, 138. Szkic dowodu tego twierdzenia jest np.
w: L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 377—-384.
O twierdzeniach limitacyjnych zob. J. Wolenski, Epistemologia. Poznanie — praw-
da — wiedza — realizm, dz. cyt., s. 243—270; tenze, O filozoficznym sensie meta-
matematycznych twierdzen limitacyjnych, dz. cyt.; tenze, Semantics and Truth,
dz. cyt., s. 238—240.
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gruncie®. Twierdzenia Godla, okazujace ograniczenia metod formalnych,
maja jednak takze wydzwiek pozytywny: wynika z nich bowiem, ze wy-
obraznia matematykow w rozstrzyganiu twierdzen nie moze byé zasta-
piona przez metody algorytmiczne, np. przez dowodzenie komputerowe
(dokladniej — moze by¢ zastapiona, lecz tylko w bardzo waskim zakresie).

Do twierdzen Godla o wydzwieku limitacyjnym bywa takze zaliczane
twierdzenie o pelnoéci. Jest to wprawdzie twierdzenie, mozna rzec, pozy-
tywne — glosi bowiem, Ze kazda prawda logiki klasycznej (formula spel-
niona w dowolnej dziedzinie) jest jej twierdzeniem, tj. ma w niej formalny
dowdd (zob. ***RII1.2.4, zwlaszcza W5) — lecz posrednio twierdzenie to
rzeczywiscie wskazuje na ograniczenie metod formalnych, mianowicie na
zawezenie wymagania rownozakresowosci (praw i tez) do logiki pierw-
szego rzedu’.

1.2 Twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy

Poniewaz moéwienie o twierdzeniu Tarskiego jest, podobnie jak w przy-
padku K. Godla, bardzo wieloznaczne, wiec w tytule jest wskazany wynik,
o ktéry tu chodzi®. Waznym uzupehieniem Tarskiego definicji prawdy
(zob. ***RI1.1-2) bylo wykazanie, ze w zadnym jezyku formalnym nie
da sie zdefiniowaé¢ prawdziwoSci jego zdan. Wynik ten znany jest jako
twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalnoSci prawdy:

6 Fakt, ze zostala udowodniona niesprzeczno$¢ arytmetyki Peana (w 1936 roku przez
Gentzena) nie przeczy (G2), poniewaz metody zastosowane w tym dowodzie (tzw.
indukcja pozaskonczona) wykraczaja poza formalne metody finitystycznej arytme-
tyki pierwszego rzedu.

7 Zob. J. Wolenski, O filozoficznym sensie metamatematycznych twierdzen limi-
tacyjnych, dz. cyt., s. 198, gdzie w kontekscie takiego uzasadnienia jest wzmian-
kowane twierdzenie Lindstroma, zgodnie z ktérym systemy logiki klasycznej, tj.
pierwszego rzedu, sa najmocniejszymi teoriami speliajacymi ten wymog (nie
spehiaja go teorie rzedow wyzszych).

8 Osiagnieciom A. Tarskiego w dziedzinie semantyki jest po§wiecona monografia
J. Wolenskiego, Semantics and Truth, dz. cyt. (zwlaszcza s. 193-254); zob. takze
biogram naukowy A. Tarskiego, w: J. Wolenski, Tarski, Alfred, w: A. Dabrowski,
M. Holy-Luczaj, A. Schumann i in., Leksykon logikéw polskich 1900-1939, dz.
cyt., s. 330—-347. Prace A. Tarskiego nt. teorii prawdy sa zebrane w: A. Tarski,
Pisma logiczno-filozoficzne, t. 1: Prawda, Warszawa 1995.
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(T) Jeslisystem T jest niesprzeczny, to nie jest w nim definiowalny zbior
zdan prawdziwych tego systemu.

Nawiazujac do symboliki stosowanej w ***RII.1 — gdzie symbol
+~E(M)” oznacza zbior (zapisanych w jezyku J) wyrazen prawdziwych
w dziedzinie M (zbiér zwany takze zawartoScia dziedziny M ) — mozna
zbiér zdan prawdziwych systemu T (zapisanych w jeyku tego systemu)
oznaczy¢ symbolem ,E(T)” oraz wypowiedzi¢ powyzsze twierdzenie krocej:

(T*) W zadnym niesprzecznym systemie T nie da sie zdefiniowa¢ zbioru
E(T) jego wyrazen prawdziwych.

Zgodnie z tym twierdzeniem mozna powiedzie¢, ze pojecia prawdy,
jako zrelatywizowanego do okreslonej interpretacji danego jezyka J sys-
temu T = <A, D>, nie da sie uchwyci¢ metodami formalnymi, tj. syntak-
tycznymi jezyka J tej teorii, pojecie to jest poza jej metodami teoriodo-
wodowymi’. Wprowadzenie poje¢ niezbednych do zdefiniowania zbioru
E(T) — tj. odmian poje¢ speliania, dziedziny i modelu — wymaga zbudo-
wania metajezyka MJ, w ktérym pojecia te sg definiowane, czyli wymaga
poje¢ i metod semantycznych. Pomingwszy szczegbly tej semantycznej
(teoriomodelowej) procedury (zob. ***RII.1-2), tu wystarczy stwierdzic,
ze w determinowaniu ogélu E(T) zdan prawdziwych te metajezykowe
pojecia semantyczne ,,spotykaja sie” z syntaktycznymi wtedy dopiero, gdy
trzeba sposérod ogotu poprawnie zbudowanych formut jezyka J wydzieli¢
ogot tez systemu T, tj. ogél Cn(A), i powiedzie¢, ze do E(T) naleza te
tylko sposrod tez, ktore sa prawdziwe w kazdym modelu dla T (czyli spel-
nione przez kazdy cigg przedmiotéw czerpanych z uniwersum dowolnego
modelu tej teorii). Definicja pojecia prawdziwosci wlasciwa dla (jezyka)
danego systemu wymaga wiec zastosowania pojec i metod wlasciwych dla
systemu (jezyka) mocniejszego (bogatszego).

Twierdzenie (T) jest jednym z najwazniejszych twierdzen metalo-
gicznych, co nie od razu zostato dostrzezone'®. Poréwnujac je z innymi
twierdzeniami limitacyjnymi — dotyczacymi niezupelnosci (w réznych
jej znaczeniach), niepelnosci, nierozstrzygalnoéci (jest oméwiona w ko-
lejnym paragrafie), niekategorycznoSci itp. — mozna rzec, ze wydzwiek

9 Zob.: J. Wolenski, O filozoficznym sensie metamatematycznych twierdzen limi-

tacyjnych, dz. cyt., s. 202; zgodna z ta ocena jest takze uwaga sformulowana w:
W.A. Pogorzelski, Klasyczny rachunek kwantyfikatorow..., dz. cyt., s. 89.

10" Zob.: J. Wolenski, Semantics and Truth, dz. cyt., s. 255-269.
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limitacyjny twierdzenia Tarskiego o niedefiniowalno$ci prawdy jest naj-
mocniejszy. Twierdzenie to ujawnia bowiem, ze w zakresie pojecia prawdy
(oraz poje¢ w nim zaktadanych, a takze pochodnych) ograniczenie metod
formalnych (syntaktycznych, teoriodowodowych) jest absolutne — w tym
sensie, ze niedefiniowalno$¢ prawdy dotyczy dowolnych systeméw de-
dukeyjnych.

1.3 Teza i twierdzenie Churcha

Tak zwana teza Churcha jest kluczowa dla problematyki rozstrzygalno-
$cill. Rozstrzygalno$é rozumiana jako wlasno$é systemé6w dedukeyjnych
zostala omdéwiona w ***R1.2.4.3, cho¢ — zgodnie z zastrzezeniem sfor-
mulowanym w punkcie wyjscia tamtych rozwazan — nie zostaly w nich
uzyte pojecia niezbedne dla Scislego ujecia rozstrzygalnosci, tj. pojecia
obliczalnosci i rekurencyjnoéci zbioru tez systemu. Celem najblizszych
analiz jest poprawienie charakterystyki rozstrzygalnosci — w stopniu moz-
liwym bez wykladania teorii funkcji rekurencyjnych i zakltadanych w niej
pojec. Dlatego pojecie rozstrzygalnoéci zostanie przyblizone najpierw (a
w sumie — przede wszystkim) bez powolywania sie wprost na teze zw.
Churcha, ktéra dla $cistego badania rozstrzygalnoéci jest dzi§ podstawo-
wa, jako ze daje podstawe dla udowodnienia twierdzen o rozstrzygalnos$ci
badanych systeméw — m.in. twierdzenia Churcha'2.

W punkecie wyjécia docelowych usciélen jest — przyjete w dotych-
czasowych analizach (***RI1.2.4.3) — rozumienie rozstrzygalnosci zakla-
dajace pojecie metody efektywnej (skutecznej): metoda jest efektywna
dla danego problemu, gdy w skonczonej liczbie zgodnych z nig krokéw
prowadzi do jego rozwigzania, tj. do prawdziwej odpowiedzi na zadane
pytanie; a gdy jest tak dla kazdego problemu danej klasy zagadnien, to

11" Tezie Churcha jest po§wiecona monografia: A. Olszewski, J. Wolenski, R. Ja-
nusz (red.), Church’s Thesis After 70 Years, Frankfurt 2006.

Niniejsze ujecie jest wzorowane na zawartym w: G. Hunter, Metalogika, dz. cyt.,
s.17-19, 176-205 , gdzie z kolei, jako Zrodlo $cislego ujecia rekurencyjnosci (i roz-
strzygalnosci), jest wskazana praca A. Grzegorczyka, Fonctions Récursives, Paris—
Louvain 1961. Obszerne omodwienie zagadnien rozstrzygalnos$ci jest w: A. Grze-
gorezyk, Zarys logiki matematycznej, dz. cyt., s. 337—484 oraz w: R. Murawski,
Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki. Problemy zupetnosci, roz-
strzygalnosci, twierdzenia Gédla, Poznan 2003.

12
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jest metodg efektywna w danej klasie (dziedzinie). Wazne jest przy tym, ze
kolejne kroki sg dokladnie opisane — dlatego moéwi sie o procedurze me-
chanicznej, algorytmicznej, o obliczaniu wyniku — oraz ze jej stosowanie
jest niezawodne, tj. z konieczno$ci prowadzi do odpowiedzi prawdziwej,
prowadzi jednoznacznie do prawidlowego wyniku.

Z pojecia metody efektywnej wynika, ze musi by¢ opisana w jakim$
jezyku, a przy tym jej opis musi by¢ skonczonym ciggiem wyrazen dane-
go jezyka — naturalnego (slow), mieszanego lub sztucznego (np. jezyka
programowania) — w przeciwnym razie bowiem nie mogltaby by¢ zastoso-
wana nawet przez komputer o nieograniczonej mocy obliczeniowej. Opis
metody jest formulowany w jakims jezyku zinterpretowanym (tylko wtedy
mozna mowié o opisie), ktérego stownik, dowolnie liczny, lecz skonczony,
moze by¢ wzbogacony o skonczony zbioér nowych terminéw, potrzebnych
dla opisu danej metody. Dla potrzeb niniejszej argumentacji przyjmijmy,
ze J jest jezykiem uzyskanym w wyniku takiego wzbogacania o terminy
czerpane z dostepnych jezykow (naturalnych, sztucznych, mieszanych)
lub tworzonych dla potrzeb opisu metod efektywnych. Ot6z da sie fatwo
okaza¢, ze nawet w takim — w wyjasnionym sensie — maksymalnym je-
zyku J nie da sie opisa¢ nieprzeliczalnie wielu metod efektywnych. Jest
oczywiste, ze nawet jeliby stownik S jezyka J byt sumg slownikéw S, S,,,
.. jezykow sktadowych J , J,, ..., to o ile stowniki te s3 skoficzone, to row-
niez S jest zasobem skonczonym — a zwykle zaso6b trminéw wykorzysty-
wany do opisu metod jest (zdecydowanie) wlasciwym podzbiorem takiej
mozliwej, maksymalnej sumy. Opisy metod efektywnych sa wobec tego
skonczonymi ciggami terminéw czerpanych ze skonczenie przeliczalnego
stownika S — zwykle ciagami wieloelementowymi, dla og6lnoSci niniejsze-
g0 rozumowania przyjmijmy, ze sa to ciagi 1-elementowe, 2-elementowe
itd. Ot6z — jak wiadomo z kombinatoryki — liczba ciggow k-elemento-
wych tworzonych z elementéw zbioru skoriczonego tez jest skonczona's.
W rozwazanej tu sytuacji jest ona dana wzorem: ISI¥, w ktérym ISI to
liczno$c¢ (liczba elementéw) skonczonego stownika S, a k to dlugosé (liczba
wyrazow) ciaggu. Wobec tego suma liczb ciagoéw, kolejno: 1-elemento-
wych (takich jest dokladnie tyle, ile elementow w S), 2-elementowych, ...,

13 Chodzi o liczbe wariacji z powtdrzeniami, a zastosowanie tego wzoru zostalo uza-
sadnione, gdy byla mowa o liczbie warto$ciowan, zaleznej od liczby wartoéci logicz-
nych przyjetych w rachunku zdan i liczby argumentéw w formule (rachunku zdan
dwuwartosciowego lub wielowarto$ciowego — zob. **RI.1.2 oraz **RIIL.1).
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ISI-elementowych — tez jest skoficzona (co zrozumiale, a przy tym zgodne
z **RIV.3: T9). Na pewno jest wiec tak, ze liczba takich ciagow/opisow
jest — by uzy¢ przydatnego tu terminu — przeliczalna (w sensie okreslonym
w RIV.3: D7). A skoro — przy przyjetym tu zalozeniu, ze J jest jezykiem
zinterpretowanym — jest wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie
takich opisow metodom efektywnym, wiec mozna uznaé, ze:

(C.1) Metod efektywnych jest przeliczalnie wiele.

Okazuje sie, ze wynik ten, uzyskany tu bez $cistych dowodow, jest
podstawowy dla uzasadnienia negatywnej odpowiedzi na pytanie o roz-
strzygalno$ci logiki pierwszego rzedu i wspartych na niej, bogatszych
systemow dedukeyjnych. Aby zblizyé¢ analizy do systemow interesujacych
z punktu widzenia rozstrzygalnosci, tj. takich, w ktérych sa formutowalne
twierdzenia arytmetyki liczb naturalnych, trzeba pojecie metody efek-
tywnej powiazac z pojeciem rozstrzygalnoéci zbioréw liczb naturalnych.
Mianowicie:

(C.2) Istnieja zbiory liczb naturalnych, ktore nie sa:
a) efektywnie enumerowalne;
b) rozstrzygalne.

Twierdzenie to jest bezposrednig konsekwencja (C.1). Posroéd metod
efektywnych jest podzbior skutecznych sposobéw enumeracji zbioréw
liczb naturalnych oraz rozstrzygania, czy dowolna liczba naturalna jest
elementem jakiego$ (danego) zbioru. Kazda metoda sposrdd tego pod-
zbioru wyznacza dokladnie jedna enumeracje i sposob rozstrzygania o na-
lezeniu liczb do danego zbioru. Skoro ogot metod efektywnych jest prze-
liczalny, to takze jego podzbidr, o ktérym teraz mowa, jest przeliczalny
(zgodnie z **RIV.3: T9.a). Natomiast podzbioréw ogotu liczb naturalnych
IV jest — jak wiadomo (**RIV.3: W7b) — nieprzeliczalnie wiele. Znaczy
to, ze relacja jedno-jednoznaczna wigzaca metody efektywne z podzbio-
rami zbioru V- wyczerpie zbior metod, a w klasie podzbioréw zbioru liczb
naturalnych pozostang zbiory niezwigzane ta relacja, tj. takie, ktére nie
sg efektywnie enumerowalne i nie sa rozstrzygalne.

Whiosek ogloszony w (C.2) moze sie wydawac niezgodny ze zdrowo-
rozsadkowymi przedstawieniami zbioréw liczb naturalnych. Komentujac
ten wynik (wyniki uzasadniajace ten komentarz sa w **RIV.3), trzeba
przede wszystkim podkresli¢, ze chodzi o podzbiory zbioru liczb natural-
nych IV, czyli o elementy zbioru potegowego Pot(NV'), o ktérym wiadomo,
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ze jest zbiorem nieprzeliczalnie nieskonczonym, o mocy wiekszej niz
IVl = R,; a doktadniej: zbiory liczb naturalnych, o ktérych mowa w (C.2),
musza by¢ nieskonczone, poniewaz skonczone podzbiory zbioru N sa
enumerowalne i rozstrzygalne. Wniosek (C.2), zwlaszcza w jego wersji a),
brzmi jednak zaskakujaco nawet dla nieskonczonych zbioréow bedacych
podzbiorami zbioru liczb naturalnych N. Zbiory takie, jako podzbiory
przeliczalnego zbioru IV, sa bowiem przeliczalne, w kazdym z nich da sie
wprowadzi¢ dobre uporzadkowanie relacja <, a mimo to, zgodnie z (C.2)
nie dla kazdego takiego zbioru istnieje skuteczny sposéb wyliczenia jego
elementow, a moéwigc Scislej — nie dla kazdego istnieje funkcja jedno-
-jednoznaczna o dziedzinie NV i przeciwdziedzinie identycznej z danym
nieskonczonym zbiorem?!“.

Kolejnym krokiem na drodze do uchwycenia intuicyjnych poje¢ me-
tody efektywnej i zagadnienia rozstrzygalnos$ci jest usciélenie pojecia
obliczalno$ci, osiagniete docelowo uszczegdlowieniami pojecia reku-
rencyjno$ci. Pojecie rekurencyjnoéci daje mozliwo$é¢ uécislenia pojecia
obliczalnosci, a tym samym pojecia rozstrzygalnosci, skoro — zgodnie
z przytoczonym juz w ***R1.2.4.3 twierdzeniem: system jest rozstrzygalny
wtedy i tylko, gdy zbior jego tez jest obliczalny'®. Okreslenia zmierzajace
do takiego uscislenia warto poprzedzi¢ uwaga sformulowana w komenta-
rzudo **RIV.2.3.1: D15.1 — funkcje rekurencyjne naleza do klasy funkcji,
ktorych argumenty oraz wartoSci sg liczbami naturalnymi. Podane nizej
okreslenia dotycza wylacznie funkcji tej klasy.

(C.3) Funkcja n-argumentowa f jest:

(i) calkowita wtedy i tylko wtedy, gdy jej dziedzing jest zbior
wszystkich uporzadkowanych n-tek liczb naturalnych, tj. gdy
D,() =n";

14 Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, by zbioér A « N byl rozstrzygalny
jest efektywna enumerowalno$é¢ zbioru A i jego dopelienia A’ do zbioru N (ro-
zumiane jak w **RIV.1: D9). Réwnowaznos¢ ta nie jest niezbedna w niniejszych
analizach (latwy jej dowdd jest w: G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., twierdzenie 51.5,
s. 178).

Zob. L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 349,
D19. Pojecie rekurencyjnoéci pojawilo sie juz w kontekscie definicji indukeyjnych,
in. — przez rekurencje (*R VII.1.3.2), oraz gdy byta mowa o ciagach i funkcjach
(**RIV.2.3.1).

15
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(ii) obliczalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest funkcja caltkowita
i istnieje efektywna metoda obliczania warto$ci tej funkeji dla
kazdego elementu jej dziedziny.

W okresleniu powyzszym symbol N jest rozumiany zgodnie z **RIV.2:
D2.a2, tj. oznacza n-czlonowy produkt (iloczyn kartezjanski) zbioru .
Zgodnie z tymi definicjami obliczalna funkcja jednoargumentowa to taka,
ktorej dziedzina jest zbidr IV i da sie obliczy¢ jej warto$¢ dla kazdej liczby
naturalnej; obliczalna funkcja dwuargumentowa (dzialanie rozumiane
wasko) ma okreslong warto$¢ w N dla dowolnej pary czerpanej z N x N
itd. Znane przyklady funkcji catkowitych i obliczalnych to jednoargumen-
towa funkcja nastepnika i dwuargumentowe funkcje dodawania i mno-
zZenia.

W kontekscie okreslen (C.3) i wczes$niejszych ustalen da sie oka-
zaé, ze:

(C.4) (i) Funkcji obliczalnych jest nieskonczenie, lecz tylko przeliczalnie
wiele;
(ii) Istnieja nieobliczalne funkcje catkowite.

Jedli chodzi o (i), to jest oczywiste, ze cigg funkeji f,, i = 0, 1, 2, ...
okreslony tak, ze f, = x + i (x € V) jest nieskoficzony — co $wiadczy o tym,
ze funkgcji obliczalnych okreslonych w zbiorze liczb naturalnycyh jest nie-
skonczenie wiele. Z drugiej strony z (C.1) wynika, ze funkcji takich jest
tylko przeliczalnie wiele — a zatem jest ich nieskonczenie, lecz przeliczal-
nie wiele. Natomiast (ii) ponownie wynika z tego, Ze jest nieprzeliczalnie
wiele funkeji calkowitych (jako ze nieprzeliczalnie wiele jest podzbioréw
zbioru liczb naturalnych), a zgodnie z (C.1) metod efektywnych (obli-
czalnych) jest przeliczalnie wiele!®,

Ustalenia powyzsze daja juz podstawe do podjecia — nadal w sposéb
nie w pehni $cisly — zagadnienia rozstrzygalnoéci systemow dedukeyjnych
zawierajacych arytmetyke liczb naturalnych. Chodzi o systemy — zwane
akceptowalnymi — to znaczy systemy niesprzeczne, ktérych formuly:

(i) saskonczonymi ciggami symboli czerpanych ze skonczonego stownika

(alfabetu);

16 W: G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., twierdzenie 51.8, s. 179 jest podana (zdefinio-
wana) calkowita funkcja nieobliczalna (definicja ta jest nastepnie wykorzystana
w dowodach twierdzen, ktore nizej sg jedynie omoéwione).
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(ii) wyrazaja prawa teorii liczb, dlatego sa w nich wyrazenia denotujgce
dowolna liczbe naturalna.
A przy tym:

(a) formuly otwarte sg tezami systemu wtedy i tylko, gdy maja domknie-
cie bedace teza;

(b) jest w systemie reprezentowany kazdy rozstrzygalny zbio6r liczb natu-
ralnych'”.

Ot6z da sie okaza¢ dwie znaczace prawidlowosci. Po pierwsze:

(C.5) Kazdy akceptowalny system arytmetyki jest nierozstrzygalny.

W dowodzie tego twierdzenia wida¢ nastepujaca zalezno$c: jesli system
taki jest rozstrzygalny, to istnieje rozstrzygalny zbior liczb naturalnych,
ktoéry nie jest w nim reprezentowany, co znaczy, ze system nie jest ak-
ceptowalny, jako ze nie spelnia warunku (b); Je$li natomiast system jest
akceptowalny, to nie jest rozstrzygalny's.

Prawidlowo$¢ druga:

(C.6) Kazdy akceptowalny system arytmetyki, ktorego zbior formul
jest rozstrzygalny i istnieje efektywna metoda ustalania, co jest
dowodem w danym systemie, jest niezupekny.

Niezupelo$¢, o ktorej mowa w tym twierdzeniu — zwanym uogdlnionym
twierdzeniem Godla — jest niezupelno$cia w sensie klasycznym (***RI.2.:
D12.al). Twierdzenie to trzeba rozumie¢ tak, ze zaden system aksjo-
matyczny z rozstrzygalnym zbiorem aksjomatéw nie moze zawierac jako
swoich tez wszystkich praw (prawdziwych twierdzen) arytmetyki, a nie
Ze nie ma systemu zawierajacego ogot tych praw, wiadomo bowiem, ze
og6l tych praw sam tworzy stystem'®.

Tak zwana teza Churcha jest wlaSciwie hipotezg usciélajaca pojecie
efektywnoSci rozumianej jako obliczalnoé¢, a tym samym pojecie roz-
strzygalnoS$ci systemu zdefiniowanej jako obliczalno$é zbioru jego tez.
Propozycja Churcha polega na sprowadzeniu ogoétu funkeji obliczalnych

Zbiér liczb naturalnych X jest reprezentowany w danym systemie, gdy jest w tym
systemie formula zawierajaca jedng zmienng wolna, ktéra po podstawieniu za
zmienna kazdej stalej denotujacej jakis element (liczbe) ze zbioru X jest teza danego
systemu (podstawienie za zmienng stalych czerpanych z X przeksztalca formule
w teze) — zob. G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., s. 180.

18 Dowdd tamze, s. 180-181.

19 Zob. tamze, s. 183.
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do Kklasy funkcji tzw. rekurencyjnych. Dokladniej méwige — na utozsa-
mieniu (zakresowym) pojecia funkgcji (efektywnie) obliczalnej z pojeciem
funkcji rekurencyjnej. Zachowujac umowe, ze nadal mowa wylgcznie
o funkcjach okreslonych w zbiorze liczb naturalnych, mozna teze Churcha
wyrazi¢ nastepujaco:

(C7) Klasa funkgcji obliczalnych jest tozsama z klasg funkcji rekuren-
cyjnych?.

Okreslenie to poprawia przyblizone wcze$niej rozumienie skutecznej
obliczalnosci tylko wtedy, gdy jest zrozumiate (uScislone) pojecie funkcji
rekurencyjnych. Dla potrzeb niniejszych rozwazan wystarczy powiedzie¢,
ze w celu zdeterminowania klasy takich funkeji sa najpierw wyliczone
i okre$lone tzw. wyjSciowe funkcje rekurencyjne, tj. funkcje niewatpliwie
obliczalne i calkowite, tj. okreslone — zgodnie z (C.31) — dla wszystkich
liczb naturalnych. W ich zestawie zawsze sg np. jednoargumentowa funk-
cja nastepnika, okre§lona wzorem f(x) = x + 1; dwuargumentowe funkcje
sumy, iloczynu, potegowania. Nastepnie sa zdefiniowane operacje, ktore
od funkgcji obliczalnych prowadza do funkeji obliczalnych, np. operacja
skladania funkcji rekurencyjnych. Wynikiem powtarzania takich operacji
skonczong liczbe razy, rozpoczynajacego sie od funkcji rekurencyjnych
wyjéciowych, jest klasa wszystkich funkcji rekurencyjnych. Klase te mozna
rozumie¢ (zgodnie z ***RI.1: D4.b, D4.e) jako minimalny zbioér za-
mkniety ze wzgledu na okreslone operacje tworzenia funkeji pochodnych
z danych funkeji wyj$ciowych obliczalnych?!. Dowolny zbiér X liczb na-
turalnych jest okreslany jako rekurencyjny wtedy i tylko, gdy w klasie tej
istnieje funkcja rekurencyjna okreélona dla kazdego elementu sprawdza-
nego zbioru X. Poniewaz kazda tak okreslona funkcja rekurencyjna jest
obliczalna, wiec uécislenie rozstrzygalno$ci zbioru pojeciem obliczalnoci,
a pojecia obliczalno$ci — zgodnie z teza Churcha — rekurencyjnoscia, pro-
wadzi do wniosku, ze kazdy zbidr rekurencyjny jest rozstrzygalny. Znaczy
to np., ze system jest rozstrzygalny, a zbior sformulowanych w jego jezy-
ku tez (takze ciagow tez, czyli dowodow) — reprezentowanych w sposob

20 Zob. np. J. Wolenski, Semantics and Truth, dz. cyt., s. 136.

21 Szersze omodwienie pojecia funkcji rekurencyjnej jest np. w: T. Borkowski, Wpro-
wadzenie do logiki i teorii mnogosci, dz. cyt., s. 313—-322. Klasa tak okreslonych
funkcji rekurencyjnych jest identyczna m.in. z tzw. klasa funkeji obliczalnych Tu-
ringa oraz funkeji obliczalnych Markowa — zob. G. Hunter, Metalogika, dz. cyt.,
s. 187.
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jedno-jednoznaczny liczbami naturalnymi (np. numerami Gédlowski-
mi) — jest rekurencyjny.

Korzystajac z tezy Churcha, da sie w sposo6b Scisty okazaé, ze jest
prawdziwe, tak samo zwane, twierdzenie:

(C8) Logika pierwszego rzedu, tj. jakikolwiek system WRP (z identycz-
noScig lub bez), jest nierozstrzygalny.

Da sie jednak udowodnié, ze sg rozstrzygalne pewne podsystemy (pod-
zbiory tez) rachunku predykat6w?2. Zakladajac teze Churcha, mozna takze
okazaé nierozstrzygalno$c kazdego systemu arytmetyki liczb naturalnych
z dzialaniami dodawania i mnozenia, w ktérym sa reprezentowane (deno-
towane) wszystkie liczby naturalne i jest okre$lone ogélne pojecie liczby
naturalnej. Ogolniej i dokladniej mozna powiedzie¢, ze kazda (niesprzecz-
na) teoria, w ktorej sa reprezentowalne wszystkie zbiory rekurencyjne,
jest istotnie nierozstrzygalna, tzn. jest nierozstrzygalna (w znaczeniu
zgodnym z ***RI1.2.4.3: D13.a) i kazde jej niesprzeczne rozszerzenie
rowniez jest nierozstrzygalne (tamze, D13.b). W szczeg6lnoéci istotnie
nierozstrzygalna jest arytmetyka Peana (udowodniono takze wiele twier-
dzen szczegblowych dotyczacych nierozstrzygalno$ci tej arytmetyki)®.

2. Zestawienie wiasnosci wybranych systemow dedukcyjnych

Wskazane tytulem tego podrozdzialu zestawienie wpisuje sie dobrze
w rozwazania dotyczace ograniczenia metod formalnych. Mozna powie-
dzie¢, ze podsumowuje i uzupelnia to, co wiadomo z twierdzen limi-
tacyjnych o syntaktycznych i semantycznych wlasnoéciach wybranych
systemow dedukeyjnych?*.

22 Zob. tamze, s. 201-205, gdzie jest dowdd twierdzenia Churcha (zaktadajacy teze
Churcha) oraz sa dowody rozstrzygalnosci pewnych podsystemoéw rachunku pre-
dykatow.

2 Zob. tamze, s. 189-202 i 209, a takze A. Olszewski, Teza Churcha a twierdzenie
Gdodla, ,,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce” 2000, nr 26, s. 59—65.

W zestawieniu pominieto informacje, ze zaden z uwzglednionych w nim systemoéw
nie jest kategoryczny (zob. ***RI1.2.4) oraz ze sa znane roézne ich niezalezne (nie-
ktore infinistyczne) aksjomatyki (zob. **RI1.4, **RIV.4.2.2, ***1.2.4.4). Gdy mowa
w nim o teoriach elementarnych, chodzi o takie, ktore da sie sformutowac w logice
pierwszego rzedu, bez zakladania pojec teorii zbiorow. Zestawienie jest wzorowane

24
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System dedukcyjny Wiasnosci

niesprzeczny (w sensie klasycznym
i Posta);

niezupelny w sensie klasycznym

klasyczny rachunek zdan (negacyjnie),

zupelny w s. Posta;

rozstrzygalny;

pelny

niesprzeczny;

niezupelny w sensie klasyczny
i w sensie Posta;

rozstrzygalny;

pelny

jednoargumentowy rachunek predy-
katow pierwszego rzedu

niesprzeczny;

niezupelny w sensie klasycznym
i w sensie Posta;

nierozstrzygalny;

pelny

wieloargumentowy rachunek predy-
katow pierwszego rzedu (WRP)

niesprzeczny;
niezupelny w sensie klasyczny

rachunek predykatow pierwszego i w sensie Posta;

rzedu z identycznoScia

nierozstrzygalny;
pelhy
elementarna teoria liczb z dodawa- Izllﬁ)sggzaeﬁrslal;dasycznym'
niem (arytmetyka Presburgera) rozstrzygalna
elementarna teoria liczb z mnoze- gaesefill;zaesfrslal;das cznvm:
niem (arytmetyka Skolema) b : yeznym;
rozstrzygalna
elementarna algebra liczb rzeczywi-
stych z dodawaniem, mnozeniem, niesprzeczna;
z kazda indywidualna liczba na- zupela w s. klasycznym;
turalna, lecz bez ogdlnego pojecia rozstrzygalna
(zbioru) liczb naturalnych
elementarna algebra z kazda indy- niesprzeczna;
widualng liczba naturalna, lecz bez | zupelna w s. klasycznym,;
ogoblnego pojecia liczby naturalnej rozstrzygalna
elementarna teoria liczb z dodawa- | niesprzeczna (dowod wykorzystujacy
niem i mnozeniem, z kazda indywi- zasade indukcji pozaskonczone;j);
dualna liczba naturalng i og6lnym nierozstrzygalna;
pojeciem liczby naturalnej niepelna

na: G. Hunter, Metalogika, dz. cyt., s. 208—209 oraz na: J. Wolenski, Semantics
and Truth, dz. cyt., s. 137—140; w pracach tych jest wiele uwag historycznych do-
tyczacych gtownych wynikéw badan metalogicznych (w monografii J. Wolenskiego
zwlaszcza na s. xi—xix, 172-192, 255-269).
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System dedukcyjny Wiasnosci
nie udowodniono niesprzeczno$ci
teoria zbioréw Zermela-Fraenkla, tych teorii;
teoria zbior6w von Neumanna-Ber- | udowodniono, ze jesli sa niesprzecz-
naysa-Godla ne, to sg niezupelne i nierozstrzy-
galne

3. Pojecie modelu w rekonstrukcjach teorii empirycznych

Omoéwione w ***RII.2.2, mozna powiedzie¢ — klasyczne rozumienie mo-
delu, warto uzupehié procedurg definiowania modelu stosowana w opisie
teorii empirycznych, w ujeciu zwanym teoriomnogoSciowym, oraz uwaga-
mi porownawczymi dotyczacymi tych ujeé. Jest to uzasadnione takze tym,
ze w kontekscie teorii empirycznych, w probach ich zrekonstruowania
wedle procedury teoriomodelowej widaé, jak nasilaja sie ograniczenia
metod formalnych przy probach ich zastosowania do jezykow znacznie
bogatszych niz jezyki systemow logiki i tzw. czystej matematyki.

3.1 Tzw. teoriomnogosciowa charakterystyka modelu

W charakterystyce zw. teoriomnogo$ciowa podstawowe dla og6lnego
okreslenia modelu jest pojecie struktury logicznej*. Nim jednak zostanie

% Ujecie zwane teoriomnogo$ciowym jest bardziej znane pod nazwa strukturalnego
lub strukturalistycznego, cho¢ jest takze stosowany termin ,niezdaniowe ujecie
teorii”. Pierwsza z tych nazw wskazuje na przyjety w tym ujeciu opis teorii w jezyku
teoriomnogos$ciowym, a zwlaszcza na sposob reprezentowania teorii, zwany aksjo-
matyzacja przez zdefiniowanie predykatu teoriomnogo$ciowego. Trzeci termin tez
wiaze sie z tg metoda, bardziej jednak z opracowana w tym ujeciu koncepcja teorii,
ktore sa rozumiane nie jako zbiory zdan, lecz jako struktury pojeciowe (w fizyce
wspblczesnej — matematyczne) stosowane do formulowania twierdzen. Nazwa
sstrukturalistyczne” obejmuje i metody, i opracowang koncepcje teorii, trzeba
jednak dodac, ze chodzi o odmiane strukturalizmu zapoczatkowang w pierwszej po-
towie lat pie¢dziesiatych ub. stulecia, gtéwnie przez P. Suppesa (zob.: J.J.C. McKin-
sey, A.C. Suggar, P. Suppes, Axiomatic Foundations of Classical Particle Me-
chanics, ,Journal of Rational Mechanics and Analysis” 1953, t. 2, s. 253-272;
P. Suppes, Introduction to Logic, New York 1957; tenze, Set-theoretic Structures
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ono uzyte, warto sformulowac uwagi terminologiczne, ktore ulatwia pre-
zentacje podejécia zwanego teoriomnogo$ciowym i poréwnanie go z teo-
riomodelowym?.

Oto6z termin ,struktura logiczna” wskazuje na pojecie znane z analiz
dotyczacych relacji, a zwlaszcza izomorfizmu relacji (**RIV.2.3.5), gdzie
jednak, w prezentacji po$wieconej relacjom, cze$ciej niz ,struktura” byty
uzywane nazwy ,uklad relacyjny”, ,system relacyjny”, ,struktura rela-
cyjna”, a zawezajace ,logiczna” nie byto potrzebne, w kontekscie opraco-
wania po$wieconego zagadnieniom czerpanym z logiki. Uwzgledniajac
terminologie stosowang w publikacjach, w ktérych ujecie teoriomnnogo-
sciowe jest prezentowane lub (zwlaszcza) stosowane, rowniez w niniej-
szej prezentacji czeéciej niz ,systemy” i ,uklady” bedzie uzywany termin
Lstruktury relacyjne” lub ,struktury”?’.

W dotychczasowych rozwazaniach byla mowa o strukturach postaci
<A,R,, ..., R >, a twierdzenia dotyczace izomorfizmu byly sformulowane
dla najprostszych ukladow relacyjnych, tj. o formie <A, R>. W prezentacji
ujecia teoriomnogo$ciowego bedzie jednak potrzebny ogolniejszy schemat

in Science, Stanford, CA 1967), a szerzej znang od lat siedemdziesiatych dzieki
pracom J. Sneeda (zwlaszcza monografii The Logical Structure of Mathemati-
cal Physics, Dordrecht 1971) oraz Stegmiillera (The Structure and Dynamics of
Theories, New York 1976), ktory spopularyzowal to ujecie i skupil grupe filozofow
nauki (m.in. W. Balzera, C.U. Moulinesa, G. Ludwiga), kt6rzy je rozwineli i zastoso-
wali do rekonstrukeji wielu teorii empirycznych. Najwazniejsze wyniki tych badan
sq w monografii: W. Balzer, C.U. Moulines, J. Sneed, An Architectonic for Science.
The Structuralist Program, Dordrecht 1987, odsylajacej do wielu innych prac,
w ktorych ujecie strukturalistyczne jest rozwijane lub stosowane do rekonstrukeji
konkretnych teorii.

2 W niniejszej prezentacji ujecia teoriomnogo$ciowego korzystam z moich prac:

Struktura, zmiennosé i postep nauki. Ujecie strukturalne, Lublin 1990, s. 21-38;
Klasyczna koncepcja prawdziwosci a strukturalne ujecie teorii, w: Postacie praw-
dy, t. 1, red. A. Jonkisz, W. Morszczynski, Cieszyn 1996, s. 151-177, a zwlasz-
cza Cigglosé teoretycznych wytworéw nauki. Ujecie strukturalne, Lublin 1998,
s. 11-52.

Zapowiadane tu pojecie struktury, wykorzystane w og6lnej definicji modelu,
jest szerzej omdéwione w: W. Balzer, C.U. Moulines, J. Sneed, An Architectonic for
Science..., dz. cyt., s. 1-35, gdzie z kolei jako Zrodlo jest wskazane: N. Bourbaki,
Elements of Mathematics. Theory of Sets, Reading, MA 1968. Ujecie rozwijane
w niniejszym paragrafie jest ogblne, wprowadzane w nim pojecia beda jednak
ilustrowane przykladami czerpanymi z zastosowan ujecia teoriomnogosciowego do
rekonstrukeji struktur zwigzanych z teoriami fizykalnymi, co zostanie wykorzystane
takze w paragrafie kolejnym, zawierajacym uwagi i oceny poréwnawcze.

27
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struktury, tj. taki, w ktéorym réwniez pole systemu relacyjnego moze nie
by¢ identyczne z pojedynczym zbiorem. Rozwiniete (uszczegdlowione)
zostanie rowniez pojecie typu relacyjnego, wprowadzone aksjomatem
**RIV.2.3.5: A1, oznaczane jako tr, a dla najprostszej struktury <A, R>
symbolem |<A, R>|.

Ostatnia uwaga dotyczy tego, ze w ujeciu teoriomodelowym pojecie
modelu jest okreSlone dla zbioru wyrazen zdaniowych, a zwlaszcza dla
zbioru uporzadkowanego w postaci systemu dedukcyjnego (D3), na-
tomiast w prezentacji ujecia teoriomnogo$ciowego bedzie mowa o teo-
riach — co nie wyklucza systeméw dedukeyjnych i nieuporzadkowanych
zbioréw wyrazen zdaniowych — jako Ze zastosowania tego ujecia dotycza
niemalze wylacznie teorii, ktore nie sa systemami dedukcyjnymi w sensie
przyjetym w logice.

W kontekscie tych uwag terminologicznych i poréwnawczych mozna
stwierdzi¢, ze podstawowe w ujeciu teoriomnogoéciowym jest pojecie
struktury zgodne ze schematem <X;; R;>, w ktorym pierwsza cz¢S¢ to ciag
zbioréw, zwany zakresem (uniwersum, polem) struktury, a R; to relacje
okreélone na zbiorach X, zwane charakterystyka tego zakresu®.

Ogoblne pojecie struktury nie jest ograniczone zadnymi warunkami
co do liczby zbioréow X, ich licznoéci i ich elementéw, ani co do liczby
1 rodzaju relacji R. Gdy natomiast nalozy si¢ okreslone warunki ograni-
czajace, wtedy mozna mowié¢ o pewnych odmianach struktur — ich typach,
rodzajach itd. — oraz, odpowiednio, o strukturach danego typu, rodzaju
itd. Typ (odmiana) struktury to pewna wlasnos¢ — abstrakcyjny przedmiot
a zwany, zgodnie z **RIV.2.3.5: A1, typem relacyjnym — wspdlna dla
pewnej klasy struktur. Na przyklad dla wszystkich struktur ograniczonych
warunkiem <k; n> wspolne jest to, ze sa k-zakresowe, a ich charaktery-
styka obejmuje n relacji. Dlatego o dowolnej strukturze x moéwimy, ze
jest strukturg typu <k; n> wtw istniejg takie X, ..., X, iR, ..., R, ze x =
<X, ... X3 R}, ..., R >. Przykladem struktur <3; 2> jest uklad <P, T, R;
v, m>, zwiazany z klasyczng mechanika zderzen (CCP), w ktérym P, T,
R to zbiory, a v oraz m to relacje okre$lone na tych zbiorach®.

2 Dla odroéznienia od ujecia tradycyjnego, przyjetego rowniez w niniejszej ksigzce,
kolejne definicje wprowadzane w ujeciu strukturalnym beda odrebnie numerowane
i oznaczane dodatkowymi wskaznikami: s (definicje struktury i poje¢ pokrewnych)
albo m (definicje odmian modeli).

2 Teraz, gdy mowa ogdlnie o strukturach, chodzi jedynie o ilustracje dla schematu <k;
n>. W rekonstrukcjach konkretnych teorii empirycznych zwigzane z nimi struktury
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W dokladniejszym okre$leniu typu struktury sg do warunkéw wska-
zanych schematem <k; n> dodane informacje o relacjach R, ..., R . Mia-
nowicie okreslajac typ relacji R, i = 1, ..., n, trzeba podac¢ cigg operacji
teoriomnogosciowych wykonywanych na zbiorach X, ..., X,, ktérych wy-
nikiem jest zbiér pochodny X; taki, zZe prawdziwe jest twierdzenie: R, € X..
Na przyklad dla relacji m wzietej ze struktur wlasciwych dla CCP — ktora
to relacja jest w tej teorii interpretowana jako funkcja masy, a wiec jest
okre$lona na zbiorze P punktéw materialnych, a jej wartoéci naleza do
zbioru R — ciag takich operacji jest prosty. Trzeba najpierw z zakresu
<P, T, R> wybra¢ pierwszy ze zbior6w, nastepnie trzeci z nich, utworzy¢
iloczyn kartezjanski (P x R) tych zbioréw, a w konicu zbidr potegowy
Pot(P x R) tego iloczynu. Poniewaz funkcja m < (P x R), wiec jest praw-
dziwe twierdzenie: m € Pot(P x R). Oznaczywszy ten ciag operacji skro-
tem o_, mozna zbior koficowy, otrzymany na podstawie wyjSciowego
zakresu <P, T, R> oznaczy¢ jako o, <P, T, R> (= Pot(P x R)). Dhuzsze jest
operacyjne okreSlenie typu relacji predkosci v, rozumianej jako funkcja
przypisujaca punktom materialnym w danej chwili, czyli elementom zbio-
ru (P x R), wektor predkosSci wyznaczony przez trzy sktadowe, czyli przez
element z (R x R x R); okreslenie to musi jednak prowadzi¢ do zbioru
Pot((P x R) x (R x R x R)), jako ze okreslona teoriomnogosciowo funk-
cja v jest elementem takiego zbioru. Podobnie jak w przypadku funkcji
masy mozemy wigc napisac¢: o <P, T, R>=Pot((P x T) x (R x R x R)).
Typ, do jakiego nalezy struktura <P, T, R; v, m>, jest wiec okreslony
schematem <3; 0, 0, >, w ktérym jest informacja o liczbie zbioréw oraz
o liczbie i rodzaju relacji.

Z mysla o zastosowaniu pojecia modelu do rekonstruowania teorii
empirycznych jest w tym ujeciu dokladniej opisany zakres struktury.
Mianowicie zbiory X; skladajgce si¢ na zakres struktury — dlatego zwane
podstawowymi — sa podzielone na takie, ktére majg na gruncie teorii in-
terpretacje empiryczna — te sa zwane zbiorami wlasciwymi (dla zakresu
stosowania danej teorii) — oraz zbiory pomocnicze. Na przyklad w struk-
turze <P, T, R; v, m> zbiorami wlaSciwymi sa P oraz T, a pomocniczy jest
zbior liczb rzeczywistych R. Podzial ten jest zaznaczany w schematach tak

sa okreslane dokladniej, tj. takze warunkami wskazujacymi na ich empiryczna in-
terpretacje. W podanym przyktadzie P jest rozumiany jako zbiér punktow material-
nych (czastek), T jest zbiorem punktéw na osi czasu (chwil), a R jest zbiorem liczb
rzeczywistych — zbiorem pomocniczym, potrzebnym do méwienia o wartoéciach
funkcji predkosci v oraz funkcji masy m.
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uszczegbdlowionych struktur: <k, m; o,, ..., 0_ > wskazuje, ze w struktu-
rach takiego typu jest k zbioréw wlasciwych, m zbioréw pomocniczych
i n relacji typu o, ..., 0. Skladniki o,, ..., 0, tego schematu, okreslaja-
ce typ relacji charakteryzujacych zakres danej struktury, sa nazywane
(k+m)-typyfikacjami®.

Ds.1 jest typem (struktury) wtw istnieja k, moraz o,, ..., 0 takie, ze:
(1) r=<k,m;0,, .., 0, >;
(2) k oraz m sa liczbami naturalnymi;
(3)o,, ..., 0, 53 (k+m)-typyfikacjami.

Typ jest abstrakcyjna wlasnoscia wspolna struktur pewnej klasy, na
podstawie definicji typu mozna moéwié o strukturach danego typu.

Ds.2 Jezelit=<k,m;o0,, ..., 0, >jest typem struktury, to x jest struktura
typu T wtw istnieja D, ..., D,; P, ..., P_orazR , ..., R takie, ze:
(I)x=<D,,..,D, P, ...,P; R, .., R >;

(2)D,, ..., P, sa zbiorami;
(3)dlai=1,..,n:Reo0,<D,,..,D,P,..P >

Uszczegolowieniem pojecia typu struktury, potrzebnym w struktu-
ralistycznej (teoriomnogos$ciowej) charakterystyce modelu teorii, jest
pojecie rodzaju struktury. Schemat rodzaju struktury zawiera dodatkowe
informacje dotyczace zbioréw i relacji tworzacych struktury danego typu.

W definicji rodzaju struktury (dowolnego typu 1) jest przyjete naste-
pujace okreslenie:

o Formula odnoszgca si¢ do pewnej struktury <D, ..., R > to taka,
w ktorej oprocz symboli teoriomnogoSciowych wystepuje co naj-
mniej jeden sposréd symboli D, ..., R,

Ds.3 Jezeli =<k, m; o,, ..., 0 > jest typem struktury, to:

(i) ZXjestrodzajem struktury typu 7 wtw istniejg A, ..., A_takie,
ze:
(1)2=<k,m;0,,..,0;A

n Do

A

30 QOryginalne nazwy to: principal base sets i auxiliary base sets oraz typifications; ty-
pyfikacjami sg takze nazywane formuly: R, € 0,(X,, ..., X_). Zob. W. Balzer, C.U.
Moulines, J. Sneed, An Architectonic for Science..., dz. cyt., s. 1-10, DI1a, DI-2a.

31 Zob. tamze, s. 9, DI-2a i DI2b.
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(2)dlai=1,..,s: A jest formulg odnoszaca si¢ do pewnej
struktury typu .

(ii) X jest rodzajem struktury wtw istnieje typ struktury t taki,
ze X jest rodzajem struktury typu °2.

Przejscie od abstrakcyjnych wlasnoéci struktur do struktur rodzaju X
jest oparte na kolejnej umowie notacyjnej, a trafniej jest powiedzie¢ — na
kolejnej definicji pomocnicze;j:

(sp) .,A<D,.,D,P,..,P;R, .., R >"znaczy tyle, co ,formula A
jest spelniona w strukturze <D,, ..., D,, P, ..., P ; R, ..., R >"%.

Ds.4 JezeliX=<k, m;o0,,..,0;A,, .., A> jest rodzajem struktury, to
x jest strukturg rodzaju X wtw istnieja D, ..., D,, P, ..., P_, R, ...,
R > takie, ze:
()x=<D,,..,D,P,, ..,P
(2)D,, ..., P, sa zbiorami;
(3 dlai=1,..,s: A<D, ..,D,P,..P

'R, Rn>;

m’ 1’

;R

34
SRy, RSM.

v
Formuly A , ..., A, wyr6zniajg struktury danego rodzaju sposrod ogotu
struktur danego typu — w tym znaczeniu, ze w kazdej strukturze danego
rodzaju kazda z tych formut jest spelniona.
Pojecie rodzaju struktury pozwala wyjasni¢, czym jest, wspomniany
juz, predykat teoriomnogo$ciowy, ktérego definiowanie jest w tym ujeciu
zwane aksjomatyzowaniem teorii.

Ds.5 JezeliX=<k, m;o0,,..,0;A,, .., A> jest rodzajem struktury, to
P jest teoriomnogo$ciowym predykatem odpowiadajacym X wtw
zakres predykatu P, jest klasa wszystkich struktur rodzaju X.

Zgodnie z tg definicja, predykat P, mozna prawdziwie orzec o kazdej
strukturze rodzaju X, czyli o strukturze, w ktorej sa spelnione formuly
A,, ..., A,. Formuly pojawiajace si¢ w definicjach predykatéw teoriom-
nogo$ciowych zwiazanych z dang teoria, zwane ogdlnie aksjomatami, sa
dzielone na warunki formalne oraz rzeczowe. Warunki formalne, do kt6-
rych naleza typyfikacje oraz tzw. charakteryzacje, wskazuja na wlasnosSci

zbioré6w podstawowych oraz relacji charakteryzujacych zakres struktury.

32 Tamze, s. 10, DI3.
3 Tamze, s. 14-15.

34 Tamze, s. 14, DI5.
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Typyfikacje, warto tu powtorzy¢, to formuly o ksztalcieR, € 0,<D,, ..., P,_>
okreslajace, za posrednictwem operacji na zbiorach D, ..., P_, typ po-
szczegblnych relacji danej struktury. Prosciej mozna powiedzieé, ze
wyznaczaja pole (dziedzine i przeciwdziedzine) poszczeg6lnych relacji.
Z kolei charakteryzacje okreslaja wlasnosci zbioréw podstawowych lub
inne niz ich typ wlasnosci poszczegélnych relacji wehodzacych w sktad
struktury®. A przy tym w definicjach struktur wlasciwych dla konkret-
nych teorii empirycznych te dwa rodzaje warunkéw formalnych sa cze-
sto powigzane. Gdy na przyklad wymaga sie, by zbiér P w strukturze
<P, T, R; v, m>, byl niepusty, to postulat ten jest charakteryzacja; twier-
dzenie, ze m € Pot (P x R) jest przykladem typyfikacji; lecz gdy mowa o m,
ze jest funkcjg okreslong na niepustym zbiorze P o wartoSciach w zbiorze
R liczb rzeczywistych, to ten warunek formalny tgczy oba te rodzaje aksjo-
matow. Natomiast warunki okreslajace wlasnosci zbioré6w pomocniczych
(liczb naturalnych, rzeczywistych itd.) zwykle nie s formutowane wprost,
zaklada sie je w definicji predykatu i rozumie zgodnie z odpowiednimi
teoriami matematycznymi, z ktérych sa czerpane.

0Od formalnych warunki rzeczowe rozni to, ze ustalaja one zaleznosci
miedzy podstawowymi relacjami, a dokladniej: miedzy warto$ciami dla
funkcji Ry, ..., R, w zakresie <D, ..., P_>. W przypadku teorii empirycz-
nych zalezno$ci te sg ich podstawowymi prawami, jak np. fundamentalne
prawo mechaniki Newtonowskiej: f = m - a lub zasada zachowania pedu
w CCP. Oceniajgc aksjomaty rzeczowe pod wzgledem uzytych w nich
symboli, mozna powiedzieé, ze syntaktycznie r6znia sie od formalnych
tym, ze zawieraja co najmniej dwa symbole relacji podstawowych.

W ponizszej definicji prawa sg okreslone jako takie aksjomaty, ktore
nie sg ani typyfikacjami, ani charakteryzacjami.

Ds.6 JezeliX=<k,m;o0,,..,0;A, .., A> jest rodzajem struktury, to

dlai=1,..,s:

(@) A, jest typyfikacjq wtw istnieje m+k-typyfikacja o, taka,
ze formula A, jest rownoksztaltna z ,R e 0,<D,, .., P.>7,
1<j<n;

(ii) A, jest charakteryzacjq wtw oprocz symboli teoriomnogo-
Sciowych i symboli zbioréw podstawowych zawiera symbol
jednej tylko relacji;

35 Por. tamze, s. 16—17.
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(iii) A, jest prawem wtw nie jest ani typyfikacjg, ani charaktery-
zacja®.

Na pojeciu struktury jest w omawianym ujeciu oparte definiowanie
odmian modeli teorii. Najogdlniejsze jest pojecie modelu mozliwego. Mo-
del mozliwy jest rozumiany jako taka struktura (struktura danego rodzaju
struktur jakiego$ typu), ktora jest okre$lona wylacznie przez aksjomaty
formalne, czyli typyfikacje i charakteryzacje. Do danego rodzaju struktur
jest rowniez zrelatywizowane pojecie zbioru modeli mozliwych.

Ds.7

(i) xjest modelem mozliwym dla ¥ wtw:
(1) ¥=<k,m;0,,..,0,; A, .., A> jest rodzajem struktury;
(2) x jest struktura rodzaju X;
(3)dlai=1,..,s: A jest typyfikacja lub charakteryzacja.

(i) MP(Z‘) jest zbiorem modeli mozliwych rodzaju struktury ¥
wtw MP(Z) = {x: X jest modelem mozliwym dla Z}*’.

By mowi¢ o modelu mozliwym teorii, trzeba najpierw zwigzac pojecie
rodzaju struktury z pojeciem teorii:

Ds.8 X =<k, m;o0, .., 0;A, .. A> jest rodzajem struktury teo-
rii T wtw X jest takim rodzajem struktury, ze wszystkie formutly
A, ..., A s3 aksjomatami teorii T.

Na podstawie powyzszej definicji mozna w tym ujeciu stwierdzié, ze
model mozliwy teorii T to model mozliwy rodzaju X zwigzanego z teoria T:

Dm.1

(i) xjest modelem mozliwym teorii T wtw istnieje rodzaj struk-
tury ¥ =<k, m; 0,, .., 0_; A, ..., A> teorii T taki, ze x jest
modelem mozliwym dla X.

36 Tamze, s. 13—15.

37 Por. tamze, s. 15—17, DI7, DI8a. Pojecie modelu mozliwego jest w cytowanej pracy

okreslane dla rodzaju struktury, natomiast klasa modeli mozliwych M (T), jak wy-
nika z kontekstu — dla teorii T. Takie niewprost przejscie od rodzaju struktury do
teorii utrudnia dostrzezenie, ze og6lne okreslanie modelu teorii wymaga odwolania
sie do poje¢, ktorych pelne definicje oferuje teoria modeli.
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(ii) MP(T) jest zbiorem modeli mozliwych teorii T witw
Mp(T) = {x: x jest modelem mozliwym teorii T}.

Widoczne w (D1-1) powigzanie pojecia rodzaju struktury X teorii T
(Dp1-8) z pojeciem modelu mozliwego wzgledem X (Dp1-7) daje pod-
stawy do wniosku, ze model mozliwy teorii T jest taka struktura, w ktorej
sa spetlione tylko te aksjomaty teorii T, ktére sa warunkami formalnymi,
tj. typyfikacjami lub charakteryzacjami. Ilustracja tego, o czym mowa, jest
wynik zastosowania D1-1 do zdefiniowania modeli mozliwych dla CCP.

MP(CCP)

(i) xjest modelem mozliwym CCP wtw istniejg P, T, R, v oraz
m takie, ze:
(Dx=<P, T, R, v, m>;
(2) P jest zbiorem niepustym i skoniczonym;
(3) T jest zbiorem dwuelementowym: T = {t, t.};
@ v:(PxT) > R
(5) m: P —» R idla kazdego p € P: m(p) > 0.

(ii) MP(CCP) jest zbiorem modeli mozliwych CCP wtw
M, (CCP) = {x: X jest modelem mozliwym CCP}.

Mozliwe modele dla CCP podpadaja pod ogblng definicje D1-1 mo-
delu mozliwego. Jesli bowiem x € M_(CCP), to istnieje rodzaj struktury
teorii CCP, dla ktdrego x jest modelem mozliwym, a rodzajem tym jest
X =<2,1;0,0, A, .., A>: liczby 2 i 1 wskazuja, Ze we wszystkich
strukturach tego rodzaju sa 3 zbiory podstawowe (2 zbiory wlasciwe,
1 zbi6ér pomocniczy), 0, i 0, to 2+1-typyfikacje informujace, ze te 3 zbiory
sa charakteryzowane przez 2 relacje, z ktérych pierwsza jest elementem
zbioru Pot((1 x 2) x (3 x 3 x 3)), adruga elementem Pot(1 x 3), natomiast
A, A, A, A, to warunki (2)—(5) sformulowane w definicji mode-
lu mozliwego dla CCP. W warunkach tych da sie wskaza¢ typyfikacje
i charakteryzacje. W warunku (4) jest sformulowana typyfikacja dla v:
v € Pot((P x T) x (R x R x R)), odpowiadajaca 2+1-typyfikacji 0,, a jed-
noczesnie jest w nim zawarta charakteryzacja — wyrazona symbolicz-
nie — ze v jest funkcja, czyli relacja jednoznaczna. W warunku (5) za-
warta jest i typyfikacja: m e Pot(P x R), odpowiadajaca 2+1-typyfikacji
0,, i twierdzenie charakteryzujace relacje m jako funkcje o wartosSciach
dodatnich. ,,Czystymi” charakteryzacjami, odnoszacymi sie do zbiorow
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podstawowych, sa warunki (2) i (3). Wazne jest to, ze kazdy z warunkéw
A, A, A,, A, okresla jedynie formalne wlasnosci zbioréw i relacji pod-
stawowych, czyli Ze nie jest prawem®.

Prawa teorii sa postulowane w dziedzinach zastosowania mozliwych.
Jesli prawa te sg spelnione, to méwimy, ze dziedzina (struktura) mozli-
wa jest dziedzing rzeczywista (realizacja) lub ze jest modelem. W ujeciu
strukturalnym pojecie modelu i zbioru modeli jest okre$lone najpierw
dla rodzaju struktury.

Ds.9

(i) xjest modelem dla X wtw
(1)¥=<k,m;0,,..,0,;A,, .., A> jest rodzajem struktury;
(2) x jest struktura rodzaju X;
(3) dla pewnego 1 < i < s: A, jest prawem.

(ii)) M(Y) jest zbiorem modeli rodzaju struktury ¥ witw
M(2) = {x: x jest modelem dla X}.

Pojecia zdefiniowane w Dp1—9 da sie powiazac z teoria T w sposéb
analogiczny do zastosowanego przy modelach mozliwych:

Dm.2

(i) x jest modelem teorii T wtw istnieje rodzaj struktury
2 =<k, m;0,, .., 0.;A, .. A>teorii T taki, ze x jest mo-
delem dla .

(ii) M(T) jest zbiorem modeli teorii T wtw M(T) = {x: x jest
modelem teorii T}.

Gdy do warunkoéw spelianych przez X bedace rodzajem struktury
teorii T (Dp1-8) dolaczy sie wymagania stawiane strukturze, ktora jest
modelem rodzaju 2 (Dp1-9), wtedy jest oczywiste, ze posrod warunkéw
definiujacych modele konkretnych teorii sa ich prawa. Zbiory modeli re-
prezentuja wiec prawa teorii: spos$rdd struktur danego rodzaju, tj. sposrod
modeli mozliwych, prawa teorii wyrdzniaja takie struktury, w ktoérych pra-
wa s spelnione. Przyklady podstawowych praw wydzielajacych modele
z ogblu modeli mozliwych to: druga zasada dynamiki Newtona (CPM),
tzw. rownania Lagrange’a (LAG), prawo okre$lajace, w jaki sposob en-
tropia ukladu fizycznego w stanie réwnowagi termodynamicznej zalezy

38 Por. tamze, s. 27.
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od jego energii, objetosci i liczby molowej (SETH) itd.?’; dla ilustracji
i porébwnania z wezeéniej wprowadzonymi pojeciami warto skonkretyzo-
wa¢ pojecie modelu ponownie do CCP.

M(CCP)

(i) xjest modelem CCP wtw istnieja P, T, R, v oraz m takie, ze:
(Dx=<P, T, R, v, m>;
(2) x e M_(CCP);
(3) =Z,emPIV(p, t) = 3, _-m(pP)v(p, t,).

(ii) M(CCP) jest zbiorem modeli CCP wtw M(CCP) = {x: x jest
modelem CCP}*.

Warunek (3) zaweza pojecie modelu mozliwego dla CCP do pojecia
modelu dla tej teorii. Warunek ten nie jest ani typyfikacja, ani charakte-
ryzacja (por. Dp1-6), lecz prawem. Wobec tego istnieje rodzaj struktury,
dla ktérego struktura spelniajaca warunki (1)—(3) jest modelem; pojecie
modelu dla CCP podpada wiec pod ogblne okre§lenie modelu (D1-2).
Warto tez raz jeszcze podkresli¢, ze warunek (3) jest sformulowaniem
tzw. prawa zachowania pedu tylko w kontekscie okreSlonej interpretacji
zbiorow i relacji podstawowych w CCP, tj. takiej interpretacji, w ktorej
P reprezentuje zbiér mas punktowych, elementy t, i t, zbioru T s3 rozu-
miane jako chwile przed i po zderzeniu mas punktowych, v jest funkcja
przypisujgcg punktom materialnym predkos¢ w chwilach t it,, a wartoéci
funkcji m to warto$ei dla ich masy*.

3.2 Ujecie teoriomodelowe vs teoriomnogosciowe

Teoriomnogos$ciowe (strukturalistyczne) ujecie modelu teorii zostalo
wyzej celowo przedstawione tak, by latwiej bylo dostrzec podstawowe

39 Por. tamze, s. 25—-27, 133, 151, 158.
4 Tamze, s. 27.

4l Takie interpretacyjne warunki, wtasciwe dla teorii empirycznych, nie naleza do
aksjomatow teorii, cho¢ powinno sie je uznawac za wspoldefiniujace teorie. Ich od-
powiednikami w teoriach rozumianych tradycyjnie sa tzw. reguly korespondencji,
natomiast w ujeciu strukturalnym sa uwzglednione, gdy mowa o zakresie teorii tzw.
zamierzonym, tj. o zbiorze dziedzin zastosowania teorii wyznaczonym w praktyce
naukowej.
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zbiezno$ci obu tych ujec¢*?. Podobierfistwa sa widoczne zwlaszcza na po-
ziomie ogblnego opisu modeli i teorii, natomiast réznice uwidaczniaja
sie na etapie stosowania obu tych uje¢ do rekonstrukeji i prezentacji
konkretnych teorii.

Pobiezny oglad obu tych uje¢ moze prowadzi¢ do oceny, ze droga
do pojecia modelu teorii jest w podejéciu strukturalistycznym znacznie
dluzsza niz w teoriomodelowym. Trzeba jednak pamieta¢, ze zwiezla
definicja ***RIL.2: D3 pojecia modelu jest osadzona w konteks$cie pojeé
prawdziwosci, spelniania i interpretacji — tu wyliczonych w kolejnosci
odwrotnej do ich definiowania. Gdy rozwinie sie te pojecia, zakladane
w definicji D3, wtedy ukaze sie wyrazniej odpowiednio$¢ miedzy oboma
tymi procedurami definiowania pojecia modelu.

Streszczajac ujecie teoriomodelowe, ktore trafnie mozna takze nazwac
klasycznym czy tradycyjnym (zapoczatkowane przez A. Tarskiego), mozna
kolejno stwierdzic, ze:

(i) dziedzina M jest modelem — wyrazenia zdaniowego, zbioru lub sys-
temu dedukcyjnego takich wyrazen — wtedy i tylko, gdy wyrazenia sa
w danej dziedzinie prawdziwe (D3);

(ii) wyrazenie @ jest prawdziwe w dziedzinie M = <U,R,R,, ..., R, >, 1].
@ e E(M), wtedy i tylko, gdy jest spelnione przez kazdy ciag przedmiotow
czerpanych z U (przez kazde warto$ciowanie) {***RII.1: D3};

(iii) rdzeniem pojecia spelniania jest twierdzenie, ze proste wyrazenie
zdaniowe 'P(x; , X, , ..., X, ) jest w dziedzinie M spetnione przez ciag (war-
toSciowanie) {a }, tj. spM(fPi(xh, S th)1’ {a }), wtedy i tylko, gdy Ri(ah,
a,, .., a) — dla zlozonych wyrazen zdaniowych spelnianie jest definio-
wane zgodnie z rozumieniem stalych logiki klasycznej {***RII.1.1: D2};
(iv) W formule spM(fPi(xh, X, xh)1, {a.}) dziedzina M jest wynikiem
interpretacji f, danego jezyka J oraz wyrazen zdaniowych (ich zbioru,

*2 Prezentacje strukturalnego ujecia teorii rozpoczynaja sie zazwyczaj od definicji tzw.
elementu teoretycznego. Zbiory modeli i modeli mozliwych, okreslone bez odwo-
tania do pojecia struktury i uwag towarzyszacych takiemu definiowaniu, pojawiaja
sie w takich definicjach jako skladniki tzw. rdzenia elementu teoretycznego (drugim
skladnikiem jest zasieg empiryczny rdzenia rozumiany nie jak w teorii modeli jako
uniwersum, w ktérym prawa teorii sa spelnione, lecz pragmatycznie — jako zbior
dziedzin, w ktoérych teoria jest stosowana w sposob ,zamierzony”). Zaproponowa-
ne w cytowanej monografii, a tu zwiezle przedstawione, definiowanie skltadnikow
rdzenia oparte na pojeciu struktury ulatwia nie tylko poréwnanie tego ujecia z tra-
dycyjnym, tj. zdaniowym i teoriomodelowym, lecz takze odniesienie (interpretacje)
podstawowych pojec¢ ujecia strukturalnego w dziedzinie teorii empirycznych.

189



ZAGADNIENIA UZUPEENIAJACE

systemu) sformutowanych w J, ktéra symbolom pozalogicznym jezyka J
przypisuje jednoznacznie ich odpowiedniki (denotaty) w M;
(v) funkcja interpretowania (denotowania) f, jest okreslona na zbiorze
symboli pozalogicznych danego jezyka J, a jej wartoSciami sa w zbiorze U:
relacje (wartosci f; dla symboli predykatywnych), funkcje (wartosci dla
symboli funkcyjnych) i przedmioty (warto$ci dla nazw indywiduowych);
na przyktad symbolom predykatow P, P,, P,, ... odpowiadaja w danej
interpretacji relacje R, R,, R,, ..., a przy tym jesli predykat jest jednoar-
gumentowy, to jego interpretantem (denotatem) jest podzbiér zbioru U,
gdy jest dwuargumentowy, to jego odniesieniem jest dwuargumentowa
relacja, czyli podzbior iloczynu kartezjanskiego U x U itd.
(vi) &ciste, indukceyjne okreslenie spelniania — a wiec takze prawdy i mo-
delu — jest mozliwe, o ile jezyk J jest sformalizowany, bo tylko wtedy da
sie okresli¢ budowe jego formul elementarnych i strukturalne reguly
budowania formul zlozonych z elementarnych, a definiowanie modelu
dla teorii T rozumianej jako system dedukcyjny wymaga aksjomatyzacji
teorii T dokonanej w zbudowanym jezyku formalnym J*.

Natomiast wyzej rozwinieta procedure definiowania pojecia modelu
w ujeciu strukturalistycznym mozna przedstawi¢ — ponownie w porzadku
odwrotnym do kolejnosSci definiowania — w takich punktach (indeks s
wskazuje na to ujecie):
(i), Model (wlasciwy) dla teorii T to model dla rodzaju struktury teorii T
{Dm.2}, czyli taki model mozliwy dla T, w ktérym sa spelnione jej prawa
(aksjomaty rzeczowe, empiryczne) {Ds.8, Dm.1, Ds.9, Dm.2};
(ii), Model mozliwy teorii T to model mozliwy struktury rodzaju X zwig-
zanego z T, tj. takiego rodzaju, w ktorym formuly A , ..., A_sa aksjomatami
danej teorii T {Ds.8, Dm.1};
(iii), Model mozliwy dla X to struktura rodzaju X, w ktorej s spelnione wa-
runki formalne sposrod A, ..., A, 1. typyfikacje i charakteryzacje {Ds.7};
(iv), StrukturgrodzajuX=<k,m;o0,,..,0;A,..,A>jest<D,..,D, P,
.P_sR,,..,R >taka,zedlai=1,..,8:A<D,, ..,D P, ...,P_;R, .,R >,
czyli taka, w ktorej sa spetnione wszystkie formuly A, ..., A >, jako ze:
(v), A<D,,..,D,P,..,P_ ;R ..,R >toskr6tdla formula A, jest spel-
niona w strukturze <D, ..., D,, P, ..., P_; R, ..., R >” {sp};

4 Por. A. Tarski, Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, dz. cyt., s. 110—
111, 114-116; W. Stegmiiller, The Structuralist View of Theories. A Possible Ana-
logue of Bourbaki Programme in Physical Science, Berlin 1979, s. 3—-7.
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(vi), Rodzaj ¥ = <k, m; 0, ..., 0.; A}, ..., A> struktur w obrgbie typu
=<k, m; 0,, ..., 0_> jest wyr6zniony tym, ze do struktur danego rodzaju
odnosza si¢ formuly A, ..., A {Ds.3};

(vii) Formula odnoszjca si¢ do pewnej struktury <D, ..., R > to taka,

w ktdrej oprocz symboli teoriomnogosciowych wystepuje co najmniej

jeden spo$réd symboli ,D 7, ..., ,R " {I};

(viii) wyjéciowe w tej procedurze definicyjnej jest pojecie struktury okres-

lonego typu 7 = <k, m; 0,, ..., 0>, czyli struktury <D, ..., D, P, ..., P_;

R,, ..., R >; ktorej charakterystyka jest zgodna z charakterystyka 7 {Ds.1,

Ds.2}.

Poréwnujac kroki (vi)—(i) procedury tradycyjnej z punktami (viii) —(i),
ujecia strukturalnego tatwo jest dostrzec, ze:

— interpretacji jezyka J odpowiadajg kroki (vii), i (vi),, a bezpo$rednio
nawiazuje do tego pojecia okreslenie (I);

— pojecie spelniania jest wprowadzone w tej procedurze okreSleniem
(sp), wykorzystanym w punktach (vii) i (vi);

— w procedurze teoriomnogo$ciowej nie pojawia sie wprawdzie poje-
cie prawdziwosci — czyli nie ma bezposrednich odpowiednikéw dla
punktow (i) i (ii) oraz zbioru E(M) wyrazen prawdziwych w dzie-
dzinie — lecz jest ono zakladane, poniewaz warunek (sp) spetniania
formuly w strukturze trzeba rozumie¢ tak, ze formutla jest spelniona
dla dowolnych elementéw zbioréw zasadniczych danej struktury, czyli
dla kazdego wartoSciowania, w sensie uéci§lonym w ujeciu teoriomo-
delowym, co znaczy, ze formula ta jest w danej strukturze prawdzi-
wa*. W obu tych ujeciach sg okreslane tak samo rozumiane modele,
podejécia te r6znia sie stosowana do tego procedura, a méwiac do-
kladniej: w ujeciu zwanym teoriomnogo$ciowym jest zakladane to
samo pojecie modelu, ktore jest w sposob Scisly zdefiniowane w teorii
zapoczatkowanej przez A. Tarskiego.

4 Wniosek o zalezno$ci ujecia strukturalnego od poje¢ kluczowych dla podejscia teo-
riomodelowego uzasadnilem takze w artykule Klasyczna koncepcja prawdziwosci
a strukturalne ujecie teorii, dz. cyt., s. 169—170; w artykule tym ujecie strukturalne
jest poréwnywane nie tylko z teoriomodelowym w sensie Tarskiego, lecz takze
z innymi ujeciami semantycznymi. O tym, Ze znaczenie wynikéw Tarskiego nie
jest ograniczone do prostych jezykow sformalizowanych, zob. J. Wolenski, Jezyki
sformalizowane a prawda, w: Alfred Tarski: dedukcja i semantyka, red. J. Ja-
dacki, Warszawa 2003, s. 67—76.
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Jest zatem uzasadnione twierdzenie, ze kroki (vii)~(i), majg odpo-
wiedniki w punktach (v)—(i). Zasadnicza réznica polega jednak na tym,
ze nie ma w ujeciu teoriomnogo$ciowym odpowiednika punktu (vi), tj.
nie ma formalizacji jezyka J ani rozumianej standardowo aksjomatyzacji
teorii T w jezyku sformalizowanym. Zamiast niej jest tzw. aksjomatyzacja
przez definicje predykatu teoriomnogo$ciowego, polegajgca na tym, ze
w niesformalizowanym jezyku teorii mnogos$ci jest okre$lony orzecznik,
ktorego zakres jest klasa wszystkich struktur rodzaju wlasciwego dla teo-
rii T (Ds.5), tj. struktur, w ktérych sa spelnione aksjomaty teorii (Ds.8,
Dm.1). Sa przy tym wyr6zniane rodzaje modeli teorii zalezne od tego, kto-
re sposrod aksjomatéw sg wybrane jako warunki definiujace odpowiadaja-
cy im predykat: w definicji predykatu, ktérego zakresem jest og6l modeli
mozliwych, s3 uwzglednione wylacznie aksjomaty formalne, okreslajace
wlasnosci zbioréw i relacji danej struktury (Ds.7, Ds.7, Dm.1); w defi-
nicjach predykatow wytyczajacych klase modeli sa ponadto uwzglednione
wymagania rzeczowe, czyli prawa danej teorii. W ujeciu strukturalnym
sg ponadto odro6zniane pojecia i prawa zakladane w danej teorii, przejete
W niej z teorii poprzedzajacych oraz pojecia i prawa specyficzne dla danej
teorii T. Te pierwsze sg reprezentowane klasa MPP(T) tzw. czeSciowych
modeli mozliwych, pelna aparatura pojeciowa danej teorii klasa M (T) jej
modeli mozliwych, a prawa podstawowe — ogdtem M(T) modeli teorii T.
Inne jeszcze pojecia, definiowane na podstawie pojecia modelu mozliwego,
sg uzywane w teoriomnogos$ciowej prezentacji praw pochodnych teorii.
Chodzi o tzw. ogblne ograniczenia (constrains, C), wyrazajace zwigzki mie-
dzy wartoSciami funkcji (praw podstawowych) w réznych zastosowaniach
teorii, np. prawidlowos$¢, ze wartos$é funkcji masy jest taka sama dla tego
samego ciala niezaleznie od ukladu empirycznego, ktory jest opisywany
w mechanice klasycznej, i powigzania (links, L), oddajace relacje danej
teorii z teoriami otaczajacymi w niej zakladanymi. Wszystkie rodzaje mo-
deli sa relatywizowane do teorii, cho¢ samo pojecie teorii jest okre$lane
dopiero na podstawie pojecia modelu. Przy tym miedzy pojeciem modeli
(ré6znych odmian modeli) a definicja teorii empirycznej posredniczy po-
jecie tzw. elementu teoretycznego (theory-element), przedstawianego
schematem <K, I>. W schemacie tym obok tzw. teoretycznego rdzenia
K=<M_, M, M_, C, L>, reprezentujacego podstawowe pojecia i prawa
teorii, jest uwzgledniony zakres | jej zastosowan, rozumiany w tym ujeciu
pragmatycznie, tj. jako zbior tych tylko ukladow empirycznych (zjawisk),
do ktorych uczeni stosuja dang teorie. Teorie s3 w tym ujeciu definiowane
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jako uporzadkowane zbiory elementoéw teoretycznych, zwigzki miedzy
teoriami — odmiennymi lub dziejowymi wersjami danej teorii — sa spro-
wadzone do relacji miedzy zbiorami elementow teoretycznych itd.

Jest oczywiste, ze takze w ujeciu strukturalnym jest niezbedny wezes-
niejszy wglad w zawarto$¢ i strukture teorii, rozpoznanie stosowanych
w niej pojeé swoistych i zapozyczonych oraz przyjmowanych w niej praw.
Jednakze nie jest do tego niezbedna aksjomatyzacja teorii w jezyku sfor-
malizowanym, od ktorej musi sie rozpoczaé definiowanie modelu w ujeciu
tradycyjnym. Z uwagi na to, ze teoria jest w podejsciu standardowym
definiowana jako ogo6l konsekwencji logicznych aksjomatow i jest iden-
tyfikowana z podzbiorem wyrazen sformalizowanego jezyka, w ktorym
aksjomaty sa sformulowane, trafne jest nazywanie tego sposobu prezen-
tacji teorii wewnatrzjezykowym lub formalnojezykowym. Taki sposéb
definiowania teorii wpltywa z kolei na rozumienie jej odniesien: mozliwego
zakresu, ktory jest utozsamiany z jedng dziedzing, wskazang w wyniku
semantycznej interpretacji teorii, oraz zakresu rzeczywistego, identyfiko-
wanego z modelem teorii, tj. dziedzina, w ktdrej sa spelnione jej prawa.
Gdy takie rozumienie dziedziny jest przenoszone z teorii dedukcyjnych
na teorie fizykalne, tj. zmatematyzowane teorie empiryczne, wtedy ten
warunek konieczny, tj. bycia modelem w sensie $cistym, jest uzupeknia-
ny zasadami interpretacji empirycznej podstawowych pojeé teorii, lecz
z uwagi na ten konieczny wymog trafne jest nazywanie tego sposobu
wyznaczania dziedziny (zasiegu) teorii — teoriomodelowym®.

% Teoriomodelowe rozumienie zasiegu teorii jako jednego uniwersum obiektéw cha-
rakteryzowanego przez zesp6l ustalonych pojeé i praw teorii jest przeciwstawiane
tzw. koncepcjom wieloaplikacyjnym lub wieloreferencjalnosci, w ktérych mowa —
jak w ujeciu tu opisywanym — o wielu dziedzinach empirycznych, tj. ukladach
obiektow, do ktorych uczeni stosuja odpowiednie uszezegbdlowienia ogolnych pojeé
i praw teorii (por. np. R. Wéjcicki, Teorie w nauce. Wstep do logiki, metodologii
1 filozofii nauki, cz. 1, Warszawa 1991, s. 73). Stosowany w ujeciu strukturali-
stycznym spos6b opisu zamierzonego zasiegu jest przez Stegmiillera nazywany
semantyka nieformalna lub ,fizyczna” (zob. W. Stegmiiller, The Structuralist View
of Theories..., dz. cyt., s. 8, 11), tj. zmierzajaca do wskazania tych tylko dziedzin
empirycznych, do ktorych stosuja teorie uczeni — przeciwstawiong semantyce ,nie-
fizycznej” (formalnej), ktéra zmierza do ogolnego zdefiniowania modeli, w ktorych
sa spelnione prawa teorii. Zob. J. Sneed, The Logical Structure of Mathematical
Physics, dz. cyt., s. 27-28, 64, 112-113, 260, 262-263, 267-273; W. Stegmiiller,
The Structure and Dynamics of Theories, dz. cyt., s. 69-71, 170—177; tenze,
A Combined Approach to the Dynamics of Theories, ,Theory and Decision” 1978,
t. 9, s. 49-50; tenze, The Structuralist View of Theories..., dz. cyt., s. 3—14, 25-28;
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Poréwnujac oba te ujecia z ogdlnej perspektywy, mozna powiedzieé,
ze w ujeciu tradycyjnym najpierw jest definiowana teoria, a nastepnie jej
model, a w ujeciu strukturalnym kolejnoé¢ jest odwrotna*. Rdznica mie-
dzy oboma tymi ujeciami jest widoczna zwlaszcza wtedy, gdy sa pominiete
kroki (viii) —(iii), wyzej rozwinietej procedury ogolnego definiowania
modeli teorii, tj. gdy rozpoczyna sie teoriomnogos$ciowa prezentacje teorii
od zdefiniowania odmian jej modeli, bez ujawniania zakladanych w tych
definicjach poje¢ opartych na pojeciach struktury, interpretacji i spel-
niania. A jest tak zawsze, gdy sa w ujeciu strukturalnym rekonstruowane
konkretne teorie.

Znaczace ro6znice miedzy tymi ujeciami sa widoczne na poziomie ich
stosowania do rekonstrukcji konkretnych teorii — tym wyrazniej, im bar-
dziej prezentowana teoria odbiega od aksjomatyzowalnych w logice kla-
sycznej. Warto spojrze¢ najpierw na prosta teorie, ktora ilustruje bardziej
opisane wyzej zbiezno$ci miedzy oboma ujeciami niz zapowiadane roznice.

Oto tradycyjna aksjomatyzacja teorii grup w odpowiednio wzbogaco-
nym jezyku WRP z identycznoscia.

(G)
Al (AXy,2)x°(ye2)=(X°y)e°z
A2 (Ax,y)(VZ)x=yez
A3 (AxyY)(VZ)x=z°y.

Jedyny pozalogiczny symbol tej teorii, tj. °, oznacza dzialanie okres$-
lone na parach elementoéw czerpanych ze wskazanego w okreslonej in-
terpretacji zbioru U i o warto$ciach w tym zbiorze, czyli: o: (U x U) - U.

W. Balzer, C.U. Moulines, J. Sneed, An Architectonic for Science..., dz. cyt., s. 1-94;
R. W¢jcicki, Metodologia formalna nauk empirycznych. Podstawowe pojecia
i zagadnienia, Wroclaw 1974, s. 26—-32, 96—112, 183-186; tenze, Topics in the
Formal Methodology of Empirical Sciences, Dordrecht—Wroclaw 1979, s. 49. Por.
takze T.S. Kuhn, Theory-change as Structure-change: Comments on the Sneed
Formalism, ,Erkenntnis” 1976, t. 10, nr 2, s. 182—183; M. Przelecki, A Set-the-
oretic Versus a Model Theoretic Approach to the Logical Structure of Empirical
Theories, ,Studia Logica” 1974, t. 33, s. 103—104.

4 Por. R. Wojcicki, Review of An Architectonic for Science; The Structuralist Pro-
gram, by W. Balzer, C.U. Moulines, & J.D. Sneed, ,Studia Logica” 1990, t. 49, nr 1,
s. 153—-155; tenze, Teorie w nauce..., dz. cyt., s. 68—71; M. Przelecki, A Set-the-
oretic Versus a Model Theoretic Approach to the Logical Structure of Empirical
Theories, dz. cyt., s. 91-112; W. Stegmiiller, The Structuralist View of Theories...,
dz. cyt., s. 4.
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Aksjomaty te sg spelnione np. gdy U jest zbiorem liczb naturalnych,
a dzialanie ° jest rozumiane jako mnozenie lub jako dodawanie.

Odpowiednikiem teoriomnogoéciowym tej aksjomatyki jest nastepu-
jaca definicja:

(G,) x jest grupa wtedy i tylko, gdy istniejg U oraz - takie, ze:
(1) x=<U,°>;
(2) U jest zbiorem niepustym;
(8) - jest funkcja: (U x U) —» U;
(4) dlakazdegoa,b,ceU:ac(bec)=(a°b)ec;
(5) dlakazdegoa, b € Uistniejee e U:a=(b-e);
(6) dlakazdego a, b € U istniejee € U: a = (e~ b).

Warunki definiujace (1)—(3) to warunki formalne charakteryzujgce
zbidr podstawowy i funkcje °, a wymogi (4)—(6) to prawa tej teorii —
lacznosci dzialania o, istnienia jego modutu prawostronnego i lewostron-
nego — odpowiadajgce aksjomatom A1-A3. W zakresie predykatu teo-
riomnogos$ciowego ,, ... jest grupa” sa wszystkie struktury spelniajace
warunki (1)—(6), czyli modele teorii grup, Na przyklad takie, jak < V', - >
i <V, + >, ktére moga by¢ takze wskazane jako interpretacje semantyczne
aksjomatycznej teorii grup i uznane za jej modele, jako ze dla dowolnego
wartoSciowania czerpanego z NV aksjomaty A1—-A3 sa spelione dla tych
dzialan, czyli s3 w tych dziedzinach prawdziwe.

W przypadku takich teorii jak teoria grup poréwnywane tu ujecia
sg bardzo zblizone, dlatego ze prezentacja tak prostych teorii, ktorych
jezyk nie odbiega znaczaco od sformalizowanych juz systemow logiki
klasycznej, jest stosunkowo tatwa. Choé i dla tak prostych teorii widaé, ze
definiowanie modeli teorii jest prostsze w ujeciu strukturalnym, jako ze
sg one utozsamiane z elementami zakresu zdefiniowanego predykatu — tu
predykatu ,, ... jest grupa”. Sytuacja zmienia sie jednak wraz z nasilajacymi
sie trudno$ciami w formalizacji jezyka rekonstruowanej teorii, co widocz-
ne zwlaszcza przy probie tradycyjnego ujmowania teorii empirycznych,
ktorych jezyki odbiegaja znacznie od sformalizowanego jezyka rachun-
ku predykatow, w ktéorym prostsze teorie sa zwykle aksjomatyzowane.
Ponadto, obok przeszkody w postaci wymaganej aksjomatyzacji w jezy-
ku sformalizowanym, trzeba w rekonstruowaniu takich teorii uwzgled-
ni¢ istotne dla ich zrozumienia warunki empirycznej interpretacji. Na
przyklad w rekonstrukeji klasycznej mechaniki punktéw materialnych
(CPM) do wymagan formalnych, dotyczacych elementoéw struktur, do
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ktorych teoria ta moze by¢ stosowana — tj. zbioréw podstawowych P, T
i pomocniczych R, NV oraz podstawowych relacji, tj. okre§lonych na tych
zbiorach funkcji s polozenia, m masy i f sily — trzeba doda¢ warunki, ze P
to zbiér mas punktowych, T to ogot chwil (punktéow czasowych), S punk-
tow w przestrzeni, interpretujac symbole s, m i f jako funkcje polozenia,
masy i sily — po czym dolgczyé prawa podstawowe, wigzace wartoéci dla
tych funkcji, ktére wydzielaja zbiér modeli dla tej teorii sposrod ogdtu
jej modeli mozliwych. Uklad podstawowych poje¢ i warunkoéw dla pro-
stej termodynamiki proceséw rownowagowych (SETH) tworza funkcje
objetosci, liczby molowej, energii i entropii, okreslone na zbiorze stanéw
systemu fizycznego, zbiorze (indekséw) substancji chemicznych i potrzeb-
nych zbiorach pomocniczych; posrod podstawowych pojeé wiasciwych
dla mozliwych modeli mechaniki Lagrange’a (LAG) sa stopnie swobody
i wspélrzedne uogolnione, w miejsce punktéw materialnych i polozenia,
o ktérych mowa w interpretacji CPM itp.*’

Formalnojezykowe i teoriomodelowe metody ujecia tradycyjnego spra-
wiaja, ze prezentacja teorii empirycznych jest w nim znacznie trudniejsza,
o ile w ogdle mozliwa i warta podjecia. Wprawdzie wpychanie konkretne;j
teorii w schemat stosowany w ujeciu strukturalnym réwniez wymaga po-
konania zwigzanych z tym trudnosci — spowodowanych przede wszystkim
koniecznoscia thumaczenia na jezyk teoriomnogo$ciowy réznorodnych
twierdzen, funkcjonujgcych, nie zawsze wyraznie, w teoriach*® — lecz re-
konstrukcje teoriomnogoSciowe sa znacznie dogodniejsze, a przy tym

4 W monografii: W. Balzer, C.U. Moulines, J. Sneed, An Architectonic for Science...,
dz. cyt. sg ponadto podane przyklady modeli mozliwych wielu innych teorii, np.
ekonomii wymiany czystej (pure exchange economy), ktérej modele mozliwe
sq wyznaczone m.in. przez pojecia (funkcje) ceny i uzytecznosci, stosowane do
zbioru os6b lub grup ludzkich i zbioru towaréw — zob. tamze, np. s. 24-25, 29-30,
128, 151-152, 156. Zob. takze W. Balzer, The Proper Reconstruction of Pure
Exchange Economics, , Erkenntnis” 1985, t. 23, nr 2, s. 185-200.

W ujeciu tym sg uwzgledniane takze inne niz zwykle wyr6zniane twierdzenia istotne
dla okres$lenia teorii, na przyklad wyzej juz wspomniane tzw. ograniczenie i powia-
zania miedzyteoretyczne, co wymaga przebadania wielu zastosowan rekonstruowa-
nych teorii i rozleglego ich kontekstu teoretycznego. Por. J. Sneed, The Logical
Structure of Mathematical Physics, dz. cyt., s. 67-72, 170; W. Stegmiiller, Acci-
dential (‘Non-substantial’) Theory-Change and Theory Dislodgement: To What
Extent Logic Can Contribute to a Better Understanding of Certain Phenomena in
the Dynamics of Theories, ,Erkenntnis” 1976, t. 10, nr 2, s. 73-78, 113; C.U. Mo-
ulines, A Logical Reconstruction of Simple Equilibrium Thermodynamics, ,Erken-
ntnis” 1975, t. 9, nr 1, s. 116—-125, 128; W. Balzer, C.U. Moulines, J. Sneed, An
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w zakresie teorii empirycznych sa naturalniejsze, w tym sensie, ze mniej niz
formalnojezykowe znieksztalcaja oryginalne sformutowania takich teorii®.

Roéznica w skutecznos$ci obu tych ujeé zaznacza sie wyraznie w liczbie
teorii zaksjomatyzowanych na oba te sposoby. Oglaszane w filozofii i me-
todologii nauk koncepcje teorii empirycznych odwolujace sie do pojeé teo-
rii modeli trudno jest wesprze¢ przykladami teorii empirycznych przed-
stawionych metodami teoriomodelowymi, wymagajacymi aksjomatyzacji
teorii i definiowania modeli dla teorii (aksjomatéw) sformulowanych
w jezyku formalnym®. Natomiast wiele jest udanych teoriomnogos$cio-
wych rekonstrukeji teorii empirycznych, relacji miedzy nimi, ich rozwoju
i osigganego w nim postepu®'.

Architectonic for Science..., dz. cyt., s. 46—47, 57-73, 99, 105-106, 135, 139-147,
153-154, 159.

49 Zob. W. Stegmiiller, The Structuralist View of Theories..., dz. cyt., s. 44—49;
R. Wojcicki, Teorie w nauce..., cz. 1, dz. cyt., s. 68-75.

50 Zob. A. Tarski, Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, dz. cyt., s. 91-116.
W zmatematyzowanych teoriach empirycznych korzysta sie z dzialow matematyki
(np. réwnan rézniczkowych, analizy tensorowej, teorii macierzy), ktore nie zosta-
ly sformalizowane w zadnym jezyku, dlatego tradycyjnych aksjomatyzacji teorii
fizykalnych jest niewiele, a uznana za najlepsza, podana przez Montagua aksjo-
matyka mechaniki newtonowskiej jest bardzo zlozona. Zob.: R. Montague, Deter-
ministic Theories, w: Formal Philosophy. Selected Papers of Richard Montague,
red. R.H. Thomason, New Haven 1974, s. 303—-359; 1. Niiniluoto, The Growth of
Theories: Comments on the Structuralist Approach, w: Theory Change, Ancient
Axiomatics, and Galileo’s Methodology. Proceedings of the 1978 Pisa Conference
on the History and Philosophy of Science, t. 1, red. J. Hintikka, D. Gruender,
E. Agazzi, Dordrecht 1981, s. 5; W. Stegmiiller, The Structuralist View of The-
ories..., dz. cyt., s. 5-7.

Poréwnujac wyniki obu uje¢, W. Stegmiiller ocenil, ze wla$ciwie zestawia sie cos, co
jest i gwaltownie przyrasta, z czyms§, czego praktycznie nie ma (por. tamze, s. 3-7).
Wiele strukturalistycznych rekonstrukeji teorii empirycznych jest w: W. Balzer,
C.U. Moulines, J. Sneed, An Architectonic for Science..., dz. cyt. Rozwiniecie tego
ujecia odpowiednie dla badania rozwoju, ciaglosci i postepu nauki jest zapropono-
wane w: A. Jonkisz, Struktura, zmienno$¢ i postep nauki..., dz. cyt., s. 273-359;
tenze, Cigglosé teoretycznych wytworéw nauki..., dz. cyt. i tenze, On Relative Pro-
gress in Science, w: On Comparing and Evaluating Scientific Theories, red. A. Jon-
kisz, L. Koj, Amsterdam, 2000, s. 199-234, a syntetyczny opis wczeSniejszych
kierunkow badan i wynikéw ujecia strukturalnego jest m.in. w: tenze, Klasyczna
koncepcja prawdziwosci a strukturalne ujecie teorii, dz. cyt., s. 52—153 oraz tenze,
Cigglosé teoretycznych wytworéw nauki..., dz. cyt., s. 11-12. Od czasu sformu-
towanych woweczas ocen i podsumowan liczba skutecznych rekonstrukeji i innych
wynikéw osiggnietych w ujeciu strukturalnym na pewno wzrosta, choé¢ tempo jego
rozwoju i nasilenie zwigzanych z nim dyskusji sg dzi§ wyraznie mniejsze.

51






ZAKONCZENIE

Zagadnienia podjete w rozwazaniach mieszczg sie w metalogice rozumia-
nej wasko, tj. ograniczonej do syntaktyki i semantyki systemow deduk-
cyjnych. A przy tym zawarte w ksigzce wyniki dotycza przede wszystkim
systemow logiki klasycznej, tj. KRZ i WRP, na ktorych byly skupione roz-
wazania weze$niejszych czeSci (zwlaszeza drugiej) calego opracowanial.
Tytulowy podziat zagadnien na syntaktyczne i semantyczne, zgodny
z przyjmowanym w logice, jest wyraznie widoczny w pierwszych dwoch
rozdzialach, stanowiacych rdzen tej ksiazki. Rozwazania w nich zawar-
te majg podobnag strukture: najpierw sg wprowadzone — w podrozdziale
pierwszym kazdego z tych rozdzialéw — pojecia i metody niezbedne dla
charakterystyki systemow dedukeyjnych, zawartej w podrozdziale drugim.
W rozdziale po§wieconym zagadnieniom syntaktyki s najpierw omo-
wione: (I.1.1) kryteria i metody sprawdzania poprawnos$ci skladniowe;j
wyrazen systemow formalnych; (I.1.2) pojecia zbioru zamknietego i wlas-
noéci dziedziczonej ze wzgledu na okreslone dzialania; (1.1.3) definicje
i twierdzenia dotyczace postaci normalnych formut KRZ; oraz (I.1.4)
metody dowodzenia twierdzen syntaktycznych, w ktérych sa wykorzy-
stane definicje indukcyjne i sprowadzanie wyrazen do postaci normalne;j.
Ustalenia te sa wykorzystane w podrozdziale I.2: (2.1) do ogblnej charak-
terystyki systemow dedukeyjnych, pojecia dowodu i tezy systemu deduk-
cyjnego; (2.2) w prezentacji podstawowych wynikéw (twierdzen) doty-
czacych relacji konsekwencji, zwienczonej (2.3) twierdzeniem o dedukcji.
W ostatniej czedci tego podrozdziatu (2.4) sa przedstawione podstawowe
wyniki dotyczace syntaktycznych wlasnoéci systeméw dedukeyjnych: nie-
sprzeczno$ci, zupelnosci, rozstrzygalnosci i niezalezno$é aksjomatow.

1 A. Jonkisz, Zagadnienia semiotyki logicznej i ogélnej metodologii nauk, dz. cyt.;
Zagadnienia logiki formalnej i ogdlnej teorii mnogosct, dz. cyt.
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W prezentacji tej sa uwzglednione: (2.4.1) odmiany (syntaktycznego) po-
jecia niesprzecznosci (niesprzeczno$¢ zw. negacyjna, niesprzecznosc zw.
absolutng) oraz twierdzenia podstawowe dla sprawdzania niesprzecznoSci
systemow metoda cechy dziedziczonej (w Kklasie dzialan wlaéciwych dla
danego systemu) oraz metoda interpretacji (danego, badanego systemu
w systemie niesprzecznym); (2.4.2) odmiany (syntaktycznego) pojecia
zupekhosci (zupelnosé klasyczna, zw. negacyjna i zupelnosé w sensie Po-
sta) i wazne w tym kontekécie twierdzenia o rozszerzeniach systemu
niesprzecznego (T18), m.in. o istnieniu rozszerzenia niesprzecznego i zu-
pelnego (twierdzenie, zw. tez lematem, Lindenbauma — T19); (2.4.3)
pojecie rozstrzygalnoéci systemu i efektywne metody rozstrzygania dla
KRZ (sprowadzania do postaci normalnej i matrycowa); (2.4.4) pojecie
niezalezno$ci aksjomatow i twierdzenia podstawowe dla okazywania tej
wlasnos$ci (T21-T22).

Wryjsciowe dla podjecia zagadnien semantycznych sa, zdefiniowane
po raz pierwszy przez A. Tarskiego, pojecia spelniania i prawdy. Scisle
definicje spelniania (RII.1: D2) i prawdziwo$ci, a dokltadniej — ogbtu
E(M) zdan prawdziwych w dziedzinie M (RIL.1: D3.a—b) sa funda-
mentem semantycznej charakterystyki systeméw dedukeyjnych. Zostaly
one wykorzystane (w RIL.2) do: (2.1) uzasadnienia twierdzen méwiacych
o prawdziwo$ci wyrazen zlozonych (T1.1, T1.2)iwlasnoSciach systemow
twierdzen prawdziwych (T2, T3, W1-W3); (2.2) okreslenia odmian
pojecia modelu (zbioru wyrazen zdaniowych, systemu aksjomatycznego);
(2.3) uzasadnienia zalezno$ci miedzy istnieniem modelu a niesprzeczno-
$cig systemu (T5, T6), podsumowanych twierdzeniem (Godla-Malcewa)
o rownowaznoéci wlasnoéci niesprzecznoéci i posiadania modelu (T8);
(2.4) zdefiniowania odmian pojecia kategorycznosci (D4.a—b) i waznych
dla teorii pierwszego rzedu twierdzen (Skolema-Lowenheima i Tarskiego)
o zwigzku (réwnowazno$ciowym) miedzy posiadaniem modelu a posia-
daniem modelu przeliczalnego i modelu dowolnej mocy (T9.a—b); (2.5)
zdefiniowania pojecia pelno$ci systemu (D5) oraz uzasadnienia twierdzen
(Godla) o pelnoéci logiki klasycznej (T10-T12, W5); (2.6) zdefiniowa-
nia pojecia wynikania logicznego (konsekwencji semantycznej), uzasad-
nienia twierdzen (T13-T15) moéwiacych o zwigzkach miedzy relacja
konsekwencji syntaktycznej (implikowania) i semantycznej (wynikania
logicznego) oraz zestawienia analogicznych wlasnosci obu tych relacji
(W6.1-W6.7).
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Rozdzial trzeci nie jest powigzany definicyjnie i dowodowo z wynikami
wezesniejszymi, choé opiera sie na wezeéniejszych ustaleniach. Sa w nim
omoéwione, gldwnie nieformalnie, wybrane zagadnienia uzupelniajace
wezedniejsze wyniki. W podrozdziale (III.1) sa sformulowane i skomen-
towane te twierdzenia zwane limitacyjnymi, ktére nie zostaly uwzgled-
nione w gléwnym toku rozwazan, mianowicie: (1.1) twierdzenia Godla
o niezupelnosci i o niedowodliwo$ci niesprzecznos$ci, a w tym kontekécie
jego rozumienie niesprzecznodci i zupelnoéci; (1.2) twierdzenie Tarskie-
go o niedefiniowalnos$ci prawdy; oraz (1.3) Churcha teza (utozsamienie
funkcji obliczalnych z rekurencyjnymi) i twierdzenie (o nierozstrzygalno-
Sci logiki pierwszego rzedu (WRP). W II1.2 sa zestawione syntaktyczne
i semantyczne wlasno$ci wybranych systeméw dedukeyjnych, a II1.3 za-
wiera analizy poroéwnujace klasyczne (Tarskiego) ujecie teoriomodelowe
z definiowaniem pojecia modelu w ujeciu zwanym teoriomnogo$ciowym
(in. strukturalistycznym), wykorzystywanym w rekonstruowaniu teorii
empirycznych.

Jesli chodzi o ocene wynikoéw zawartych w ksiazce, to powtorze uspra-
wiedliwienie aktualne réwniez w tej czeéci opracowania. Ot6z zostaly
w niej uwzglednione wyniki wybrane spo$réd podstawowych zagadnien
syntaktyki i semantyki systeméw dedukeyjnych. Dlatego nie mozna ocze-
kiwaé, by zostaly omowione wszystkie zagadnienia uznawane za podsta-
wowe, a tym bardziej problemy i wyniki nowe. Oryginalno$ci i pewnych
zalet mozna sie w tej ksiazce doszukiwac jedynie w prezentacji i omowie-
niach znanych rezultatow: w ukladzie zagadnien, definicji i twierdzen,
w ich sformulowaniach zapisanych w jednolitej notacji (symbolice), ko-
mentarzach i przykladach, a takze w niektérych dowodach. Wybioérczosé
jest okoliczno$cia usprawiedliwiajaca takze to, ze nie ma w ksigzce wielu
zagadnien i wynikow, ktorych mozna by oczekiwaé, odczytujac jej tytul.
Dotyczy to na przyklad pominiecia niektorych dowodoéw, braku Scistego
(syntaktycznego i semantycznego) ujecia definicji, zagadnien reprezen-
towalno$ci i rozstrzygalno$ci, obszerniejszych niz zamieszczone uwag
o systemach nieelementarnych oraz komentarzy filozoficznych (filozo-
ficzne znaczenie wynikow logiki) i dotyczacych dziejow logiki (odestania
do opracowan z historii logiki tez nie sg liczne).
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Ostatnie uwagi dotycza takze calego trzycze$ciowego opracowania za-
gadnien logiki, ktére zamyka niniejsza ksiazka. Dostrzegam wyraZnie
pewne niedostatki i braki, jednak ich usuniecie wymagatoby osobnego,
monograficznego (nie encyklopedycznego) opracowania réznych dziatlow
szeroko rozumianej logiki — zar6wno tych znanych, od dawna wykla-
danych i nadal rozwijanych, jak i najnowszych — obejmujacego takze
dyscypliny pokrewne, takie jak filozofia logiki i jej historia (przy czym
odrebna i obszerna cze$¢ opracowania historycznego dotyczytaby logiki
rozwijanej w Polsce). Wykonanie takiego zadania przekracza mozliwo$ci
pojedynczych badaczy, a nawet os§rodkow i dlatego potrzebny bylby zespot
specjalistow z roznych dziedzin logiki, pracujacych w ramach odpowied-
nio dofinansowanego programu.
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DEFINICJE, TWIERDZENIA, SCHEMATY

Zestawione sg wylgcznie numerowane w tekScie definicje i twierdzenia
oraz schematy regul wnioskowania — uporzadkowane zgodnie z kolejno-
Scig rozdzialow i podrozdzialow ksiazki.

***RI. Pojecia i zagadnienia syntaktyczne
*#**R1.1 Formuly rachunkoéw logicznych

1.1 Kategorie syntaktyczne i poprawnos¢ skladniowa formul

D1 Dowolne formuly f, oraz f, jezyka niezinterpretowanego J = <S, G>
naleza do tej samej kategorii skladniowej wtedy i tylko, gdy dla
dowolnej skladniowo poprawnej formuly zdaniowej F tego jezyka,
w ktorej wystepuje jedna z formut f, oraz f,, jest tak, ze po jej za-
stapieniu druga z tych formut uzyskana w wyniku formula F jest
skladniowo poprawng formuta zdaniowa jezyka J.

D2

(i) @jestwyrazeniem 1.rzedu KRZ wtedy i tylko, gdy @ jest zmienna
zdaniowa;

(ii) @ jest wyrazeniem k-tego rzedu wtedy i tylko, gdy istniejg takie
wyrazenia @, i @, rzgdow nizszych od k, ze @ jest identyczne
z: '~® " albo z jednym sposrod wyrazen: '@, A @,, '@, v @,],
D, vd,),d =)0 <0, 0 U, Td/d,itd.;

(iii) @ jest wyrazeniem KRZ wtedy i tylko, gdy istnieje taka liczba
naturalna n, ze @ jest wyrazeniem n-tego rzedu KRZ.
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D3

(i) @jestwyrazeniem 1.rzedu WRP wtedy i tylko, gdy @ jest zmien-

ng zdaniowg lub wyrazeniem postaci 'P(x,, ..., X )';

(i) @ jest wyrazeniem k-tego rzedu wtedy i tylko, gdy istnieja

wyrazenia WRP @, i @, rzedow nizszych od k takie, ze @ jest
identyczne z : "~®@ 1 albo z jednym spo$rod wyrazen: '@, A @,],
O vD,, O vd,), 0, =0, <0, @ L)), Td /0, itd;
albo @ jest formulg postaci (A a) @, lub (V a) @,, w ktérej a wy-
stepuje w @, i @, jako zmienna indywiduowa;

(iii) @ jest wyrazeniem WRP wtedy i tylko, gdy istnieje taka liczba

naturalna n, ze @ jest wyrazeniem n-tego rzedu WRP.

1.2 Zbiory formul zamkniete ze wzgledu na okreslone dzialania

D4.a

D4.b

D4.c

D4.d

D4.e

Zbior A jest zamkniety ze wzgledu na n-argumentowsa funkcje
f (zam(A, 1)) wtedy i tylko, gdy:
(A X}, Xy oo X, € A) T(X, Xy, oy X)) €A

Zbior A jest zamkniety ze wzgledu na klase F funkcji (zam(A, F))
wtedy i tylko, gdy jest zamkniety ze wzgledu na kazda funkcje tej
Kklasy;

Wilasno$¢ W jest dziedziczna ze wzgledu na n-argumentowg funk-
cje f (inh(W, f)) wtedy i tylko, gdy:

(AX} Xy, oo X)) [WX) AW(X) A o AWK D) = WX, Xy, - X))
Wlasnosé W jest dziedziczna ze wzgledu na klase F funkcji

(inh(W, F)) wtedy i tylko, gdy jest dziedziczna ze wzgledu na kazda
funkcje tej klasy.

x e Z (A, D) wtedy i tylko, gdy (A B) [(A = B A zam(B, D)) =

min

= X € B].

L1 AcZ (A D).

min

L2 JezeliAcB Azam(B, D)),to Z , (A, D) cB.
L3 zam(Z (A, D), D).

L4 7 (Z.(A D),DcZz, (A D).

L5 JezeliAcB,t0Z (A D)cZ (B, D).

L6.a
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L6.b inh(W, F) wtedy i tylko, gdy (A f € F) zam({x: W(x)}, f).
T1 Jezeli (A x € A) W(x) oraz inh(W, F),to (Ax € Z_. (A, F)) W(x).

1.3 Postacie normalne

D5.a Alternatywa elementarna to n-czlonowa (n > 1) alternatywa
zmiennych lub ich negacji.

D5.b Koniunkcyjna posta¢ normalna to n-czlonowa (n > 1) koniunkcja
alternatyw elementarnych.

D5.c Koniunkcyjna posta¢ normalna jakiego$ wyrazenia jest kanonicz-
na (wyr6zniona) wtedy i tylko, gdy wystepuja w niej wylacznie
zmienne danego wyrazenia, a przy tym kazda zmienna danego
wyrazenia wystepuje (w postaci zanegowanej lub niezanegowanej)
w kazdej alternatywie bedacej cztonem tej koniunkcyjnej postaci
normalnej.

L7.a Alternatywa alternatyw elementarnych jest alternatywa elemen-
tarna.

L7.b Koniunkcja koniunkcyjnych postaci normalnych jest koniunkcyj-
na postacia normalna.

D6.a Koniunkcja elementarna to n-cztonowa (n > 1) koniunkcja zmien-
nych lub ich negacji.

D6.b Alternatywna postac¢ normalna to n-czlonowa (n > 1) alternatywa
koniunkcji elementarnych.

D6.c Alternatywna posta¢ normalna jakiego$ wyrazenia jest kanonicz-
na (wyrdzniona) wtedy i tylko, gdy wystepuja w niej wylacznie
zmienne danego wyrazenia, a przy tym kazda zmienna danego
wyrazenia wystepuje (w postaci zanegowanej lub niezanegowanej)
w kazdym czlonie tej alternatywnej postaci normalne;j.

1.4 Dowodzenie twierdzen o formulach rachunkéw logicznych

1.4.1 Wykorzystanie zasady indukcji

T2 xeZ (A D)wtedy itylko, gdy (V C) C, (), tj. gdy istnieje skon-

czony ciag, ktérego ostatnim wyrazem jest x oraz ktorego kazdy
wyraz albo nalezy do A, albo jest uzyskany z wcze$niejszych wyrazow
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tego ciggu jako wynik zastosowania do nich ktorego$ z dzialan kla-
sy D.

T3 Jezeli x € Z_, (A, D), to istnieja: skonczony podzbior B zbioru
A i skoniczony podzbior D’ klasy D, takie ze x e Z_. (B, D).

min

1.4.2 Sprowadzanie do postaci normalnej

T4.1 Dowolna formula @ klasycznego rachunku zdan jest sprowadzalna
do koniunkcyjnej postaci normalnej, sprowadzalna, tzn. Ze istnieje
taka koniunkcyjna posta¢ normalna K, ze rownowaznoé¢ '@ < K
jest tezag KRZ.

L8 Negacja alternatywy elementarnej jest sprowadzalna do koniunk-
cyjnej postaci normalnej.

L9 Alternatywa n-czlonowa (n = 1) koniunkcyjnych postaci normalnych
jest sprowadzalna do koniunkcyjnej postaci normalne;j.

L10 Negacja koniunkcyjnej postaci normalnej jest sprowadzalna do
koniunkcyjnej postaci normalnej.

L11 Kazde wyrazenie KRZ, w ktérym oproécz symboli zmiennych sa
uzyte wylacznie symbole negacji, koniunkcji i alternatywy (nie ma
symboli innych sp6jnikow) jest sprowadzalne do koniunkcyjnej
postaci normalnej.

T4.2 Dowolne wyrazenie @ klasycznego rachunku zdan jest sprowa-
dzalne do alternatywnej postaci normalnej A, sprowadzalne, tzn.
ze rownowaznos$¢ '® < Al jest tezg KRZ.

***RI1.2 Systemy dedukcyjne: pojecia i wlasnosci syntaktyczne
2.1 Systemy dedukcyjne

2.1.2 Wspolczesne ujecie systemow dedukceyjnych

D1 System aksjomatyczny to uporzadkowana para <A, D>, w ktorej A to
zbibr aksjomatow, a D to zbidr dzialan wnioskowania.

D2 Zbior tez systemu aksjomatycznego <A, D> jest to najmniejszy zbior
zawierajacy zbior A i zamkniety ze wzgledu na klase D dzialan wnio-
skowania.
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Cigg wyrazen C jest dowodem wyrazenia @ w systemie <A, D>
(tj.: dow, ,(C, @)) wtedy i tylko, gdy C jest skoniczonym ciggiem
wyrazen, ktérego wyrazem ostatnim jest @, a kazdy wyraz nalezy
do Alub jest uzyskany w wyniku zastosowania ktérego$ z dzialan
klasy D do wcze$niejszych wyrazow tego ciagu.

Formula @ jest teza systemu aksjomatycznego <A, D> wtedy
i tylko, gdy istnieje dowdd formuly @ w systemie <A, D>, tj. gdy
(V C) dow, ,(C, ®).

(A, D) — tj. najmniejszego zbioru zawierajacego

min

zbior A i zamknietego ze wzgledu na zbiér D dzialan wnioskowania —
wtedy i tylko, gdy (V C) dow, ,(C, @).

2.2 Pojecie konsekwencji

D4.a

D4.b

W2 Formula @ e Cn, (X) wtedy i tylko, gdy (V C) dow
D4.a’
D4b’ deCn, , (X)=(VO)C

Zbior konsekwencji zbioru wyrazen X w systemie aksjomatycz-
nym <A, D> jest to najmniejszy zbior zawierajacy zbior (A U X)
i zamkniety ze wzgledu na klase dzialan wnioskowania D, tj.:
Cn, ,(X)=2_. (AU X), D).

min
Formula @ jest konsekwencja (jest wyprowadzalna z) wyrazen
zbioru X na gruncie systemu aksjomatycznego <A, D> wtedy
i tylko, gdy istnieje skonczony cigg C wyrazen, ktorego wyrazem
ostatnim jest @, a kazdy wyraz albo nalezy do zbioru (A U X), albo
jest uzyskany w wyniku zastosowania ktoérego$ z dzialan klasy
D do wezesniejszych wyrazow tego ciggu — tj.: @ € Cn, [(X) <
< (VC)Cp Ly (D).

(C, ?).

AUX,D

U X), Dlog).

log

CnAmg, Dlog(x) = Zmin((A

(Aog © X), Dlog(qj).

D4.a” Cn (@) =Z_ (A, D).

D4.b” @ e Cn (D) < (V C) Cyy p1og(D)-
T1 XcCn, (X).

T2 Jezeli XY, to Cn, (X) = Cn, (Y).
T3 Cn, D(CnA’ (X)) Cn, 5(X).
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T4 Jezeli® € Cn A 5(X), to istnieje skonczony podzbior B zbioru A taki,
ze @ € Cny ,(X).

T1> X < Cn,(X).

T2’ Jezeli X < Y, to Cn (X) < Cn,(Y).

T3’ Cn (Cn, (X)) < Cn (X).

T4’ Jezeli @ € Cn Ao DlOg(X), to istnieje skonczony podzbiér B zbioru

Ataki, ze @ € Cn, (X).

log: Dlog

W2’ Formula @ € Cn (X) wtedy i tylko, gdy (V C) dowAI g(C, D).

og Y X, Do,

T5 'd = ¥ e Cn (X) wtedy i tylko, gdy ¥ € Cn (X U {®}).

T6’ ScCn{P, ~d}.

T7’ (Cn{®}Cn{~D})cL.

T8 Cn {®, ¥} =Cn {2 A P}

T9’ (Cn{®} nCn {¥})=Cn{D Vv ¥}.

D4.c  Zbior tez systemu aksjomatycznego <A, D> to zbior Cn, (A),
D5.a X e Sys wtedy i tylko, gdy Cn(X) < X.

D5.b X,Y e SysorazXcYiX=#Y, tosystemY jest rozszerzeniem
systemu X.

W3.a X e Sys wtedy i tylko, gdy Cn(X) = X;
W3.b Cn(X) e Sys.
T10 JesliX,Y e Sys,to(XNY) € Sys.

D6 Zbiory wyrazen X oraz Y sa rownowazne, tj. <>(X, Y) wtedy i tylko,
gdy Cn(X) = Cn(Y).

D7 Zbior wyrazen A jest aksjomatyka zbioru wyrazen X wtedy i tylko,
gdy A c X oraz <(A, X).

W4 A jest aksjomatyka zbioru X wtedy i tylko, gdy A < X oraz
Cn(A) = Cn(X).

D8 Zbiér wyrazen X jest aksjomatyzowalny wtedy i tylko, gdy istnieje
jego aksjomatyka.
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2.3 Twierdzenie o dedukcji

T11.1 Jezeli®, @, .., 0 , F @, 10D, D, ... D , | '@, =D

T11.2 Jezeli®, @, ..., D, } D,
to f'®, = (®,= (.= (D, = D).

D9.a Ciag wyrazen ¥, ¥,, ..., ¥, jest wyprowadzeniem w systemie L
wyrazenia ¥'z wyrazen @, @,, ..., @ wtedy i tylko, gdy: ostatnim
wyrazem ciggu jest wyrazenie wyprowadzane (¥, = ¥), a kazdy
wyraz nalezy do (A, U {®,, @,, ..., @_}) lub jest uzyskany w wy-
niku zastosowania do wcze$niejszych wyrazow tego ciggu reguly
odrywania lub reguly dolaczania kwantyfikatora ogblnego zasto-
sowanej do zmiennych, ktore nie s3 wolne w wyrazeniach ¥, ¥,
W,

D9b @,9,, .., |-L ¥ wtedy i tylko, gdy istnieje w systemie L wypro-
wadzenie wyrazenia ¥ z wyrazen @, @,, ..., ..

L1.1 Jesli | ¥, t0od, @, .., D } .

L1.2 Jeslid, @, ... | '¥=Q,¥ 00,9, .,0 Q.

L1.3 JesliPe{D,D,, . 0}, 10D, D, .. 6 D |—L =y,

L1.4 Jedlid, @, ... & F 'V, = (W,> V), ¥, =¥ t0d, D, ..,
o | Y=,

L1.5 Jedlid, D, .., D, |-L 'Y = O1izmienna a nie jest wolna w zad-
nym z wyrazeh @, @,, ..., ® 0 D, D, ..., D_ |—L "= (Aa) Q.

T11.1> Jezeli ¥ e CnL(X U{d}),to Td = P ¢ CnL(X).

T11.2’ Jezeli ¥ e Cn (X U{D, D,, .., D }),

o), = (D,= (.. = (@, = P)..)" € Cn (X).

T12.a Jezeli |, @, tj. @ jest teza systemu opartego na klasycznym ra-
chunku logicznym o aksjomatach pozalogicznych A, to istnieja
takie aksjomaty A, A,, ... A € A, ze implikacja
AN AAA A AA]= D jest tezg logiczng,

. F TN DA AA A L AA] = O

T12.b Jezeli | (A ..) [A, A A, A A A ] = O, . istnieja aksjomaty
AL A, ... A €A, takie ze implikacja"(A...) [A, AAL A LLAA 1= @
jest teza logiczna, to @ jest tezg systemu opartego na klasycznym
rachunku logicznym o aksjomatach pozalogicznych, tj. |—L+ D.
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T12

@ jest tezg systemu L* opartego na klasycznym rachunku logicz-
nym o aksjomatach pozalogicznych A, tj. k., @, wtedyi tylko, gdy
istniejg takie aksjomaty specyficzne A, A, ... A € A_tego systemu,
ze implikacja "(A ...) [A, A A, A ..A A ] = D jest tezg logiczna, tj.
FrA DA AA A AAT= O

2.4 Wlasnosci systemow aksjomatycznych

2.4.1 Niesprzecznos$é

D10.al Zbioér wyrazen zdaniowych X jest niesprzeczny wtedy i tylko,

gdy nie istnieje @ takie, ze @ € Cn(X) A '~@1 € Cn(X);

D10.a2 System <A, D> jest niesprzeczny wtedy i tylko, gdy

~VdeS ) [@ e Cn, [(A)AT~D1 € Cn, (A)].

<A, D>

D10.al1’ Zbiér wyrazen zdaniowych X jest sprzeczny wtedy i tylko, gdy

istnieje @ takie, ze @ € Cn(X) A T~D1 € Cn(X);

D10.a2’ System <A, D> jest sprzeczny wtedy i tylko, gdy

T13

T14

T15.1

T15.2

W5.1

W5.2
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VoeS )[@ e Cn, [(A) AT~D! € Cn, (A)].

<A, D>

Zbibr wyrazen zdaniowych X jest niesprzeczny wtedy i tylko, gdy
niesprzeczny jest zbior Cn (X).

Jedli zdanie '~®1 ¢ Cn (X), to zbior (X U {@}) jest niesprzeczny
w sensie okreslonym w D10.al.

Zbior wyrazen zdaniowych X jest niesprzeczny w znaczeniu
okreslonym w D10.al wtedy i tylko, gdy niesprzeczny w tym
samym sensie jest kazdy jego skonczony podzbior;

System <A, D> jest niesprzeczny w znaczeniu okre§lonym
w D10.a2 wtedy i tylko, gdy niesprzeczny w tym samym sensie
jest kazdy system <A’, D> taki, ze A’ jest skonczonym podzbio-
rem A.

Jezeli zbior formutl Y jest niesprzeczny oraz X — Y, to X jest nie-
sprzeczny.

Jezeli X, X,, X,, ... jest nieskoficzonym ciggiem zbioréw formutl
zdaniowych niesprzecznych w znaczeniu okre§lonym w D10.al
oraz ciag ten jest wstepujacy, tzn. X, < X, < X, c ..., to suma X
wyrazéw tego ciggu jest zbiorem niesprzecznym w tym samym
sensie.
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D10.b1 Zbi6r wyrazen zdaniowych X jest niesprzeczny wtedy i tylko,
gdy ~(A @ € S) @ € Cn(X);

D10.b2 System <A, D> jest niesprzeczny wtedy i tylko, gdy
~AND eSS ) @ e Cn, (A).

<A, D>
W6 System <A, D> jest niesprzeczny wtedy i tylko, gdy
Cn, p(A) =S_, o #Cn, (A).
D10.b2’ System <A, D> jest sprzeczny wtedy i tylko, gdy
AP eS_, ) PeCn, (A)t.gdyS_, ,.=Cn, (A

T16.a Jesli istnieje wlasnos§¢ W, ktora przystuguje kazdemu aksjoma-
towi systemu <A, D> i jest dziedziczona ze wzgledu na klase
dzialan D, tj. inh(W, D), oraz W nie przysluguje wyrazeniom
sprzecznym, to system ten jest niesprzeczny w sensie zdefinio-
wanym w D10.a2.

T16.b Jesli istnieje wlasnoéé W, ktéra przystuguje kazdemu aksjo-
matowi systemu <A, D> i jest dziedziczona ze wzgledu na kla-
se dziatan D, tj. inh(W, D), oraz istnieje @ € S_, .
~W(®), to system ten jest niesprzeczny w sensie zdefiniowanym
w D10.b2.

takie, ze

D11 System aksjomatyczny T ma interpretacje w systemie aksjoma-
tycznym T’ wtedy i tylko, gdy istnieje takie przyporzadkowanie
terminom pierwotnym systemu T terminéw (pierwotnych lub zde-
finiowanych) systemu T, ze po zastapieniu terminéw pierwotnych
systemu T przez przyporzadkowane im terminy T jest tak, ze:

1. aksjomaty systemu T sg przeksztalcane w tezy systemu T';
2. reguly pierwotne systemu T sa przeksztalcane w reguly syste-
mu T

D11’ Jesli systemy aksjomatyczne T i T' sa oparte na tym samym ra-
chunku logicznym, to T ma interpretacje w systemie aksjomatycz-
nym T’ wtedy i tylko, gdy thumaczenie kazdego aksjomatu systemu
T jest tezg systemu T'.

W7 Jedli system aksjomatyczny T ma interpretacje w systemie T', to thu-
maczenie kazdej tezy systemu T — uzyskane w wyniku fundujacego
interpretacje przyporzadkowania terminéw systemu T terminom
systemu T’ — jest tezg w systemie T'.
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T17.a Jeslisystem aksjomatyczny T ma interpretacje w systemie aksjo-
matycznym T’ oraz system T’ jest niesprzeczny w sensie okres-
lonym w D10.a2, to réwniez system T jest w tym sensie nie-
sprzeczny.

T17.b Jesli system aksjomatyczny T ma taka interpretacje w systemie
aksjomatycznym T', Ze kazde wyrazenie zdaniowe systemu T’ jest
tlumaczeniem pewnego wyrazenia zdaniowego systemu T oraz
system T’ jest niesprzeczny w sensie okreslonym w D10.b2, to
rowniez system T jest w tym sensie niesprzeczny.

2.4.2 Zupelnosé

D12.al1 System aksjomatyczny <A, D> jest zupelny (w sensie klasycz-
nym) wtedy i tylko, gdy dla kazdego zdania @ € S jest tak,
ze: P e Cn, o(A) v I~D' e Cn, o(A).

<A, D>

D12.a2 Zbior X formul zdaniowych jezyka J jest w tym jezyku zupelny
(w sensie klasycznym) wtedy i tylko, gdy dla kazdego zdania @
tego jezyka jest tak, ze: @ € Cn (X) v '~®1 € Cn (X).

D12.b System aksjomatyczny <A, D> jest zupelny w sensie Posta wtedy
i tylko, gdy dla kazdego @ € S_, . jest tak, ze:
@ eCn, o(A) v Cn, S(Au{d}) =S

<A, D>'

T18. Jesli system Y jest rozszerzeniem systemu X oraz:

a X jest systemem zupelnym w sensie klasycznym, to Y jest syste-
mem sprzecznym w sensie okres§lonym w D10.a’;

b X jest systemem zupelnym w sensie Posta, to Y jest systemem
sprzecznym w sensie okre§lonym w D10.b2’.

T19 Jezeli X jest niesprzecznym zbiorem formul zdaniowych jezyka J
(wsensie D10.al), to istnieje w tym jezyku niesprzeczny i zupelny
system Y, ktory jest rozszerzeniem zbioru X, tj. X < Y.

2.4.3 Rozstrzygalnosé¢

D13.a System X jest rozstrzygalny wtedy i tylko, gdy dla dowolnej for-
muly zapisanej w jezyku tego systemu istnieje skuteczny sposob
(algorytm) ustalania, czy formula @ jest teza systemu X, tj. czy
@ e Cn(X).
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D13.b System X jest istotnie nierozstrzygalny wtedy i tylko, gdy X jest

T20.a

T20.b

D14.

D15.

D16

nierozstrzygalny i kazde jego niesprzeczne rozszerzenie jest
nierozstrzygalne.

Alternatywa elementarna jest tautologia KRZ wtedy i tylko,
gdy sposérdd uzytych w niej symboli zmiennych zdaniowych co
najmniej jeden wystepuje i bez znaku negacji, i z negacja.

Formuta o koniunkcyjnej postaci normalnej jest tautologia KRZ
wtedy i tylko, gdy tautologig jest kazda z jej alternatyw elemen-
tarnych.

a Matryca logiczna jest uklad <A, W; F >, w ktérym A to zbior
warto$ci matrycy, W — A jest zbiorem wartoSci wyrdznionych,
aF ={f, .., f} to funkcje matrycy, ktérych argumenty i wartosci
naleza do zbioru A.

b Warto$ciowaniem w matrycy <A, W; F > jest kazda funkcja, kt6-
ra odwzorowuje zbiér zmiennych zdaniowych w zbior wartoSci A.

a Tautologia matrycy logicznej <A, W; F> w okre§lonym przy-
porzadkowaniu funkcji z klasy F funktorom rachunku zdan jest
formula zdaniowa, ktéra dla kazdego warto$ciowania przyjmuje
warto$¢ wyrdzniong tej matrycy, wyliczona zgodnie z funkcjami
definiujacymi w danym przyporzadkowaniu funktory wystepujace
w tej formule.

b Matryca logiczna M jest przy okreSlonym przyporzadkowaniu
jej funkcji funktorom rachunku zdan R adekwatna wzgledem tego
rachunku wtedy i tylko, gdy zbior tez rachunku R jest identyczny
ze zbiorem tautologii matrycy M przy tym przyporzadkowaniu.

¢ Rachunek zdan R jest n-warto$ciowy wtedy i tylko, gdy n jest
najmniejsza liczba taka, ze istnieje n-warto$ciowa matryca logicz-
na M adekwatna wzgledem rachunku R.

@ e Cn,, (X) wtedy i tylko, gdy @ przybiera warto$¢ wyr6zniong
matrycy M dla kazdego wartoSciowania, w ktorym wszystkie wy-
razenia zbioru X uzyskuja warto$¢ wyr6zniona tej matrycy.
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2.4.4 Niezaleznos$¢ aksjomatéow

D17.

T21

T21’

T22

a Wyrazenie @ jest na gruncie systemu aksjomatycznego <A, D>
niezalezne od zbioru wyrazen X wtedy i tylko, gdy @ nie jest
na gruncie tego systemu konsekwencja zbioru wyrazen X,
. D¢ Cn_, s (X).

b Zbior wyrazen X jest na gruncie systemu aksjomatycznego
<A, D> niezalezny wtedy i tylko, gdy na gruncie tego systemu zad-
ne z wyrazen zbioru X nie jest konsekwencja pozostalych wyrazen
tego zbioru, tj. ADP e X) @ ¢ Cn_, o (X = {®}).

Jedli istnieje wlasnoéc W, ktora przystuguje wszystkim wyraze-
niom nalezacym do zbioru {A U X}, inh(W, D) oraz W nie przyshu-
guje wyrazeniu @, to wyrazenie @ jest na gruncie systemu <A, D>
niezalezne od zbioru wyrazen X.

Jesli istnieje wlasnoéc¢ W, ktora przystuguje wszystkim aksjoma-
tom nalezacym do (A — {@}) i inh(W, D), a W nie przystuguje
aksjomatowi @, to aksjomat @ jest na gruncie systemu <A, D>
niezalezny od pozostalych aksjomatoéw tego systemu.

Jezeli wyrazenie '~®1 jest konsekwencja niesprzecznego w sensie
D10.a2 zbioru wyrazen X U {®}, to wyrazenie @ jest niezalezne
od wyrazen zbioru X.

L2 Jezeli'™~@1 e Cn(X U {®})izbiér wyrazen X U {®} jest niesprzeczny

w znaczeniu okreslonym w D10.a2, to @ ¢ Cn(X).

***RIIL. Pojecia i zagadnienia semantyczne

***RII.1. Pojecia spelmiania i prawdy

1.1 Spekianie

D1 Zbioér S wyrazen poprawnie zbudowanych jest to najmniejszy spo-
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§rod zbioréw S’ spelniajacych nastepujace warunki:

1. do zbioru S’ nalezy kazde wyrazenie postaci rPi(le, Xjs o xj()1;

2. jesli @ i ¥ naleza do zbioru S, to do zbioru tego naleza rowniez
wyrazenia: '~@\, TO A P TV P T = P TO < P T(A xj) D,
'V x) o



D2. 1 spM(fPi(le, Xj 0 o xj‘)1, {a}) wtw Ri(ajl, s a);

T1

T2

T3
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J¢

2 a sp, ("~9, {a }) wtw ~sp, (D, {a_});

b sp, ('@ A P, {a}) wtw sp, (D, {a }) A sp,, (¥, {a });

c sp,("ov ¥, {a}) wtw sp, (D, {a }) v sp,, (¥, {a });

d sp, ("0 =¥, {a}) wtw sp, (D, {a }) = sp,, (¥.{a});

e sp,('® < ¥, {a}) wtwsp, (D, {a }) < sp, (¥, {a});

f sp, ("(Ax) @', {a}) wtw (A a € U) sp, (D, {a }(a/a));

g sp,("(Vx) @', {a }) wtw (V a € U) sp, (D, {a }(a/a)).
Jesli {X X oo X } jest zbiorem wszystkich zmiennych wolnych
wyrazenla (D oraz {a }i{b,} sa dowolnymi ciggami przedmiotow ze
zbioru U dziedziny M, ktore nie r6znia sie wyrazami o wskaznikach
hdy ol U.a =b 8 =D, ., 8 =D, to:
sp, (@, {a }) wtedy i tylko, gdy sp, (@, {b_}).
Jesli wyrazenie @ jest zdaniem oraz {a,} i {b,} sa dowolnymi ciggami
przedmiotow ze zbioru U dziedziny M, to sp, (@, {a }) wtedy i tylko,
gdy sp,,(®. {b }).
Jesli wyrazenie @ jest zdaniem oraz zbidér U dziedziny M jest niepu-
sty, to: (V{a } € U") sp, (D, {a }) wtw (A {a } € UM) sp, (D, {a }).

1.2 Pojecie prawdy

D3. a Wyrazenie zdaniowe @ jest prawdziwe w dziedzinie

L1.

M =<U,R, R, .., R> tj. ® € E(M), wtedy i tylko, gdy wyrazenie
@ jest spelnione w M przez kazdy ciag przedmiotow czerpanych z U,
tj. (A {a} € UY) sp, (D, {a }).

b Wyrazenie @ klasycznego systemu logicznego jest prawdziwe
w dziedzinie U wtedy i tylko, gdy wyrazenie @ jest spelnione przez
kazdy ciag przedmiotow z U, tj. (A {a,} € U") sp (D, {a }).

a " AP c EIM)wtw @ € E(M) A W € E(M);

b Jezeli (@ € E(M) v W e E(M)), to T® v P € E(M);
c Jezeli™@ = P e E(M), to (@ € E(IM) = W € E(M));
d Jezeli '@ < P e E(M), to (@ € E(M) < ¥ < E(M)).
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L2. Jezeli @i ¥ sg zdaniami, to:
a " AP c EIM)wtw @ € E(M) A W € E(M);
b "oV P e E(M)wtw (@ € E(M) v ¥ € E(M));
c '®= P e E(M) wtw (@ € E(M) =W € E(M));
d "o P e E(M)wtw (@ € E(M) < ¥ e E(M)).
T4 Jesli @ jest wyrazeniem o zmiennych wolnych x , x,, ..., X,,
to @ € E(M) wtedy i tylko, gdy (A x,, X,, ..., X) @' € E(M).
T5 Jedli @jest zdaniemi M =<U, R, R,, ..., R > jest dziedzing niepusta,
tj. U # &, to @ € E(M) wtedy i tylko, gdy (V {a,} € U") sp, (D, {a }).
T6 Jedlidziedzina M = <U, R, R,, ..., R,> jest niepusta, to:
~(D € E(M) AT~D1 € E(M)).
T7 Jedli @ jest zdaniemi M = <U, R ,R,, ..., R > jest dziedzing niepustg, to
aPecEWM) v I~P e E(M);
b @ ¢ E(M) wtedy i tylko, gdy '~®1 € E(M).

***RIIL. 2. Systemy dedukcyjne — charakterystyka semantyczna

2.1 Prawdziwo$é¢ twierdzen i wlasnosci systemu twierdzen
prawdziwych

D1. a Wyrazenie @ opartego na logice systemu aksjomatycznego <A, D>
jest prawdziwe wtedy i tylko, gdy jest prawdziwe w kazdej dziedzinie
M tego systemu.

b Wyrazenie @ klasycznego rachunku logicznego jest prawdziwe
wtedy i tylko, gdy jest prawdziwe w kazdej dziedzinie M niepustej.
T1.1 Jesli @i ¥ sg wyrazeniami zdaniowymii M =<U,R,R,, ..., R>
jest dziedzing niepusta, to:
Jezeli '@ = W1 € E(M) oraz @ € E(M), to ¥ € E(M);
IO AP e E(M)wtw @ € E(M) oraz ¥ € E(M);
Do P e E(M) Wtw 'd = P e E(M) i ¥ = @' € E(M);
Jezeli™@ v P e E(M) oraz @ ¢ E(M), to ¥ € E(M);
Jezeli @ €e E(M), to Td v W1 € E(M);
Jezeli "(A x)' @ € E(M), to 'd(x/B)! € E(M);

=

Qo = o o 6

Jezeli @ € E(M) i x, nie jest zmienng wolng w zalozeniach dowo-
du, to "(A x) @' € E(M);
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h Jezeli "®(x/p)' € E(M), to "(V x,) @' € E(M);
i.1 Jezeli '(V x) @ € E(M), to @(x /1, , ..., , )1 € E(M);

i.2 Jezeli 'Z = (V x) @' € E(M) i '® = ¥ e E(M) oraz X, nie
jest zmienna wolng w Z, tj. w zalozeniach dowodu, ani w ¥,

to ¥ € E(M).

T1.2 Wszystkie tezy klasycznego rachunku logicznego sa prawdziwe

w kazdej niepustej dziedzinie.

D2 Wyrazenie @ jest tautologia klasycznego rachunku logicznego wtedy
i tylko, gdy jest prawdziwe w kazdej dziedzinie niepustej, tj. gdy

(AM) @ € E(M),

T1.2> Wszystkie tezy klasycznego rachunku logicznego sa tautologiami,

tj. sa prawdziwe w kazdej dziedzinie niepuste;.
T2 Cn (E(M)) c E(M).
L1 Jezeli X c E(M), to Cn (X) c E(M),
W1 Cn (E(M)) = E(M).
W2 E(WM) e Sys
T2’ Cn{¥:sp, (¥, {a )} c{¥:sp, (¥ {a ]}
L1’ Jezeli X c {¥: sp, (¥, {a 1}, to Cn (X) c {¥: sp, (¥, {a N}

W1 Cn{¥:sp, (¥ {a})}={¥:sp, (¥ {a})}
w2’ {¥:sp, (¥ {a})} € Sys.

T3 E(M) jest systemem w sensie klasycznym niesprzecznym i zupelnym.

W3 Zbior L tez klasycznego rachunku logicznego jest systemem w sen-

sie klasycznym niesprzecznym i zupelnym.

2.2 Pojecie modelu

D3. Dziedzina M jest modelem:

a dla zbioru wyrazen zdaniowych X wtedy i tylko wtedy, gdy M jest

dziedzing niepustg i X < E(M);

b dla systemu <A, D> wtedy i tylko, gdy M jest dziedzina niepustg

i M jest modelem dla zbioru T
i tylko, gdy T c E(M).

<A, D>

<A, D>

tez tego systemu, tj. wtedy
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W4  Dziedzina M jest modelem opartego na logice systemu aksjoma-
tycznego <A, D> wtedy i tylko, gdy M jest dziedzina niepustg oraz
Cn, ,(A) c E(M).

L2 Cn (A) c E(M) wtedy i tylko, gdy A < E(M).

T4 Dziedzina M jest modelem opartego na logice systemu aksjomatycz-
nego <A, D> wtedy i tylko, gdy A < E(M).

2.3 Semantyczne rozumienie niesprzecznosci

T5 Jesliistnieje model dla zbioru wyrazen zdaniowych X, to zbior X jest
niesprzeczny.

T6 Jesli istnieje model dla zbioru aksjomatow systemu <A, D>, to sys-
tem ten jest niesprzeczny.

T7 Kazdy niesprzeczny zbiér wyrazen zdaniowych ma model przeli-
czalny.

T8 Zbidr wyrazen zdaniowych X jest niesprzeczny wtedy i tylko, gdy
istnieje model dla zbioru X.

2.3 Kategoryczno$¢ systemu

D4.a System dedukcyjny (teoria) jest kategoryczny wtedy i tylko, gdy
wszystkie jego modele sa izomorficzne.

(MizMm") Jezeli M i M s izomorficznymi modelami systemu deduk-
cyjnego logiki pierwszego rzedu, to dla dowolnej formuly @
danego systemu jest tak, ze: @ € E(M) wtw @ € E(M").

T9.a Zbior wyrazen zdaniowych teorii pierwszego rzedu ma model wte-
dy i tylko, gdy ma model przeliczalny.

T9.b Kazdy system (teoria) pierwszego rzedu ma model przeliczalny
wtedy i tylko, gdy ma model dowolnej mocy nieskonczone;j.

D4.b System (teoria) T jest kategoryczny w mocy m wtedy i tylko, gdy
kazde dwa modele tego systemu mocy m sg izomorficzne.
2.4 Pelno$é systemu

D5.a System jest pelny wtedy i tylko, gdy kazde wyrazenie prawdziwe
zapisane w jezyku tego systemu jest jego teza.
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D5.b System oparty na logice jest pelny wtedy i tylko, gdy kazde wyra-
Zenie zapisane w jezyku tego systemu i prawdziwe w kazdym jego
modelu jest jego teza.

D5.c System logiki klasycznej jest pelny wtedy i tylko, gdy kazde wy-
razenie zapisane w jezyku tego systemu i prawdziwe w kazdym
zbiorze niepustym jest teza tego systemu.

T10 Kazda tautologia KRZ jest teza systemu KRZ.

L3 Kazda tautologia o koniunkeyjnej postaci normalnej jest tezg syste-
mu zalozeniowego KRZ.

T11 Jezeli zdanie @ nie jest teza logiki klasycznej, tj. @ ¢ L, to istnieje
niepusta dziedzina M taka, ze '~®1 € E(M).

T12 Jedli zdanie @ jest prawdziwe w kazdej niepustej dziedzinie, to
@ jest teza logiki klasycznej, tj. @ < L.

W5 Zdanie @ jest tezg logiki klasycznej, tj. @ € L, wtedy i tylko, gdy @
jest prawdziwe w kazdej dziedzinie niepuste;j.

2.6. Pojecie wynikania

D6.a Zdanie @ wynika logicznie ze zbioru zdan X wtedy i tylko, gdy
kazdy niepusty model dla X jest modelem dla @.

D6.a’ X }=(D wtedy i tylko, gdy (A M = &) [X c E(M) = ® € E(M)].

D6.b Wpyrazenie zdaniowe @ wynika logicznie ze zbioru wyrazen X
wtedy i tylko, gdy jest spelnione przez kazdy ciag przedmiotéw
w dowolnej dziedzinie, przez ktory sa spelnione wszystkie wyra-
zenia zbioru X.

D6.b> Wyrazenie zdaniowe @ wynika logicznie ze zbioru wyrazen X, tj.
X [ @, wtedy i tylko, gdy
AM A{a ) [Xc{¥:sp, (¥ {a D} =sp, (P {ab]

T13.a Wyrazenie zdaniowe @ wynika logicznie (semantycznie) ze zbioru
wyrazen X wtedy i tylko, gdy jest konsekwencja logiczng (syntak-
tyczna) zbioru X.

T13.a’ X F & wtedy i tylko, gdy X |, @, tj. gdy @ € Cn (X).
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Wé6.1 & | @
oraz
o} @

W6.2 f d=XF @
oraz
ho=Xx | o

W63 (X FOADE V)= X EW
oraz
XHhord L O)=>X Y

W64 X FOAD FTO=P)=X W
oraz
Xhoro Lo X LW

W6.5 X F o= XUY) | @
oraz
Xk o=XuY) H o

W6.6 @ F Pwtw f 10 = @
oraz
Q| Pwtw | o= ¥,

W6.7 X F @ < istnieje skoficzony podzbiér Y zbioru X taki, ze Y [, @,

T13.b Jezeli wyrazenie zdaniowe @ jest konsekwencja syntaktyczna
zbioru X, to @ wynika logicznie (semantycznie) ze zbioru wyra-
zen X.

T13.b’ Jezeli X | @, tj. jesli @ e Cn(X), to X F ®.

T14 Jesli @ jest zdaniem, a X jest zbiorem zdan, to @ wynika logicznie
z X w sensie okreSlonym w D6.a wtedy i tylko, gdy wynika z tego
zbioru zdan w sensie okre§lonym w D6.b.

T15 Zdanie @ wynika logicznie ze zdan {¥,, ¥,, ..., ¥ } wtedy i tylko,
gdy implikacja "(¥,, ¥,, ..., ¥.) = @1 jest podstawieniem jakiego$
prawa logicznego.
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***RIII. Zagadnienia uzupelniajace
1. Twierdzenia limitacyjne

1.1 Twierdzenia Godla

(G1) Kazdy niesprzeczny system formalny, w ktérym da sie udowodnié
twierdzenia dotyczace podstawowych wlasnosci liczb natural-
nych, jest niezupelny.

(*)  System T jest w-niesprzeczny wtedy i tylko, gdy dla dowolnej for-
muly @ zapisanej w jezyku tego systemu:
jesli |, @(0), |, @), f; @(2), ..., to |, (A X) D(X).

(G1*) Kazdy w-niesprzeczny system formalny, ktéry ma rekurencyjnie
definiowalny zbior aksjomatéw i regut wyprowadzania i w ktorym
da sie udowodni¢ twierdzenia dotyczace podstawowych wlasnos$ci
liczb naturalnych, jest nierozstrzygalny i niezupelny, tj. istnieje
w nim taka formula (A x) @(x), ze ani ona, ani jej negacja nie jest
teza systemu (system jest niezupelny w sensie Godla).

(G2) W systemie z aksjomatyka Peana jest formula, ktérg mozna in-
terpretowac jako wyrazajaca niesprzecznos$¢ tego systemu, a ktora
nie jest w tym systemie dowodliwa.

1.2 Twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalno$ci prawdy

(T) Jeslisystem T jest niesprzeczny, to nie jest w nim definiowalny zbior
zdan prawdziwych tego systemu.

(T*) W zadnym niesprzecznym systemie T nie da sie zdefiniowa¢ zbioru
E(T) jego wyrazen prawdziwych.

1.3 Teza i twierdzenie Churcha

(C.1) Metod efektywnych jest przeliczalnie wiele.

(C.2) Istniejg zbiory liczb naturalnych, ktére nie sa:
a) efektywnie enumerowalne;
b) rozstrzygalne.
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(C.3) Funkcja n-argumentowa f jest:
(i) calkowita wtedy i tylko wtedy, gdy jej dziedzing jest zbior
wszystkich uporzadkowanych n-tek liczb naturalnych, tj. gdy
D,(f) =N
(ii) obliczalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest funkcja catkowita
i istnieje efektywna metoda obliczania warto$ci tej funkeji dla
kazdego elementu jej dziedziny.

(C.4) (i) Funkcji obliczalnych jest nieskonczenie, lecz tylko przeliczalnie
wiele;
(ii) Istnieja nieobliczalne funkcje catkowite.

(C.5) Kazdy akceptowalny system arytmetyki jest nierozstrzygalny.

(C.6) Kazdy akceptowalny stystem arytmetyki, ktérego zbior formul
jest rozstrzygalny i istnieje efektywna metoda ustalania, co jest
dowodem w danym systemie, jest niezupekny.

(C7) Klasa funkgcji obliczalnych jest tozsama z klasa funkcji rekuren-
cyjnych.

(C8) Logika pierwszego rzedu, tj. jakikolwiek system WRP (z identycz-
noécig lub bez), jest nierozstrzygalny.

3. Pojecie modelu w rekonstrukcja teorii empirycznych

Ds.1 jest typem (struktury) wtw istnieja k, m oraz o,, ..., 0 takie, ze:
(1) r=<k,m;0,,..,0,>;
(2) k oraz m sa liczbami naturalnymi;
(3) 0,, ..., 0, 53 (k+m)-typyfikacjami.

Ds.2 Jezelit=<k,m;o0,, ..., 0, >jest typem struktury, to x jest struktura
typu T wtw istnieja D, ..., D,; P, ..., P orazR , ..., R takie, ze:
()x=<D,,..,D, P, ...,P; R, .., R >;

(2)D,, ..., P, sa zbiorami;
(3)dlai=1,..,n:R,e0,<D,..,D,P,..,P >

@ Formula odnoszaca si¢ do pewnej struktury <D, ..., R > to taka,
w ktorej oprocz symboli teoriomnogos$ciowych wystepuje co naj-
mniej jeden spo$réd symboli D, ..., R

n
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Jezeli T = <k, m; 0,, ..., 0> jest typem struktury, to:

(i) 2 jestrodzajem struktury typu T wtw istniejg A, ..., A_ takie,
ze:
(D X=<k,m;0,,..,0;A, .., A>;
(2)dlai=1,..,s: A jest formulg odnoszaca si¢ do pewnej
struktury typu .

(ii) X jest rodzajem struktury wtw istnieje typ struktury 7 taki,
ze X jest rodzajem struktury typu 7.

oA <D, ..,D,P,..,P_ ;R .., R >" znaczy tyle, co ,formula A,
jest spelniona w strukturze <D, ..., D, P, ..., P_; R, ..., R >”.

JezeliX¥ =<k, m;o0,,..,0; A, .., A> jest rodzajem struktury, to
x jest strukturg rodzaju X wtw istnieja D, ..., D,, P, ..., P_, R, ...,
R > takie, zZe:
()x=<D,,..,D,P,, ..,P
(2)D,, ..., P, sa zbiorami;
3)dlai=1,..,s:A<D,..,D,P,..P;R,..,R>.

(R} K? 1’

; R

m?

R>;

o

JezeliX¥ =<k, m;o0,,..,0; A, .., A> jest rodzajem struktury, to
P jest teoriomnogo$ciowym predykatem odpowiadajacym X wtw
zakres predykatu P, jest klasa wszystkich struktur rodzaju X.

Jezeli¥ =<k, m;o0,,..,0; A, .., A> jest rodzajem struktury, to

dlai=1,..,s:

(@) A, jest typyfikacjq wtw istnieje m+k-typyfikacja o, taka,
ze formula A, jest rownoksztaltna z ,R o, <D,, ..., P >7,
1<j<n;

(ii) A, jest charakteryzacjq wtw oprocz symboli teoriomnogo-
Sciowych i symboli zbioréw podstawowych zawiera symbol
jednej tylko relacji;

(iii) A, jest prawem wtw nie jest ani typyfikacjg, ani charaktery-
zacja.

(i) xjest modelem mozliwym dla ¥ wtw:
(1)X=<k,m;0,,..,0.; A, ..., A> jest rodzajem struktury;
(2) x jest struktura rodzaju X;
(3)dlai=1,..,s: A jest typyfikacja lub charakteryzacja.
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(ii)

MP(Z) jest zbiorem modeli mozliwych rodzaju struktury ¥
witw MP(Z) = {x: x jest modelem mozliwym dla >}.

Ds.8 X =<k, m;o0,, .., 0;A, .., A> jest rodzajem struktury teo-
rii T wtw X jest takim rodzajem struktury, ze wszystkie formutly

Dm.1

A, .

)

(i)

M, (CCP)

Ds.9

Dm.2

228

)

(ii)

)

(i)

Q)

(ii)

.., A, s3 aksjomatami teorii T.

x jest modelem mozliwym teorii T wtw istnieje rodzaj struk-
tury ¥ =<k, m;0,, .., 0_; A, ..., A> teorii T taki, ze x jest
modelem mozliwym dla .

Mp(T) jest zbiorem modeli mozliwych teorii T witw
Mp(T) = {x: x jest modelem mozliwym teorii T}.

x jest modelem mozliwym CCP wtw istnieja P, T, R, v oraz
m takie, ze:

(1) x=<P, T, R, Vv, m>;

(2) P jest zbiorem niepustym i skoficzonym;

(3) T jest zbiorem dwuelementowym: T = {t, t.};

@D v:(PxT)—> RS

(5) m: P > R idlakazdego p € P: m(p) > 0.

M_(CCP) jest zbiorem modeli mozliwych CCP wtw
M, (CCP) = {x: x jest modelem mozliwym CCP}.

x jest modelem dla ¥ wtw

(1)X¥=<k,m;0,,..,0_; A, ..., A> jest rodzajem struktury;
(2) x jest strukturg rodzaju X;

(3) dla pewnego 1 < i < s: A, jest prawem.

M(2) jest zbiorem modeli rodzaju struktury X wtw
M(2) = {x: x jest modelem dla X}.

x jest modelem teorii T wtw istnieje rodzaj struktury
Y=<k, m;o, .., 0;A, .. A>teorii T taki, ze x jest mo-
delem dla X.

M(T) jest zbiorem modeli teorii T witw M(T) = {x: x jest
modelem teorii T}.
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(i) xjest modelem CCP wtw istnieja P, T, R, v oraz m takie, ze:

(D x=<P, T, R, Vv, m>;
(2) x € M_(CCP);
(3) =Z,emPIV(p, t) = 3, - m(pP)v(p, t,).

(ii) M(CCP) jest zbiorem modeli CCP wtw M(CCP) = {x: x jest

modelem CCP}.

3.2 Ujecie teoriomodelowe vs teoriomnogosciowe

(G)
Al

(AX Yy, 2)xe(yez)=(xey)ez

A2 (Ax,y)(V)x=y-z
A3 (AX,y)(VZ)x=1z°y.

(G,) x jest grupa wtedy i tylko, gdy istniejg U oraz - takie, ze:

1)
2
(3)
4)
(5)
(6)

X =<U, o>;

U jest zbiorem niepustym;

o jest funkcja: (U x U) —» U;

dla kazdego a,b,c e U:ac(bec)=(a°b)-c;
dla kazdego a, b € U istniejee € U: a = (b - e);
dla kazdego a, b € U istniejee € U: a = (e ° b).
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Drukiem wytluszczonym sa wyrdznione pojecia, ktore oprocz bezposred-
nich maja takze uszczegolowienia dalsze. Symbol = odsyla do pojecia
pokrewnego, a < wskazuje, ze dane pojecie jest w indeksie uwzglednione
odrebnie. W zestawieniu nie uwzgledniono pojec i nazwisk wystepujacych
wylacznie w bibliografii.

Agazzi E. 197
Ajdukiewicz K. 44
aksjomat 10, 42—-47, 49-53, 55-58, 60, 65—-69, 76-79, 82, 100-104, 128, 136,
144, 146-147, 152, 155, 164-166, 174, 176, 180, 183-186, 188—190, 193—
195, 210, 212-215, 218, 222, 225, 228
definicyjny 47
formalny 183-186, 190, 192, 195
indukcji 147
logiczny 47, 50-52, 58, 65-67, 152
niezalezny 10, 42, 67, 100—104, 199-200
pozalogiczny (specyficzny, wlasciwy) 47, 58, 65—-67, 152, 213-214
rzeczowy (empiryczny) 183-184, 190
aksjomatyka/aksjomatyzacja 11, 57, 144, 146, 165-166, 174, 176, 183, 190,
192-197, 210, 212, 222,225, 228
Hilberta 44
Hilberta-Bernaysa 76, 83
implikacyjnego rachunku zdan 76
implikacyjno-negacyjnego rachunku zdan 76, 83, 102
Lukasiewicza 44—45, 76, 80, 83, 102, 103
niezalezna 10, 42, 67, 100-104, 176, 199-200, 218
Peana 44, 166, 225
(aksjomatyzacja) przez definicje predykatu teoriomnogosciowego 183, 192,
194-197 = ujecie strukturalne
rownowazno$ciowego rachunku zdan 76-77
algebra Boole’a 80
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alternatywa (funktor, spdjnik a.) 24-25, 30, 41, 53-54, 63, 112, 121, 122, 125—
128 = funktor
elementarna = postacie normalne
nierozlgczna (zwykla) 24-25, 30, 53-54, 63, 112, 121, 122, 125-128
rozlgczna 41, 127

arytmetyka 44, 85, 94-95, 147, 152, 157, 164-167, 171, 173-174, 176, 226
Peana 44, 95, 164, 166—167, 176
Presburgera 85, 177
Skolema 85, 177

Balzer W. 179, 182, 194, 196, 197

Batog T. 58, 81, 83, 85, 89, 90, 145, 146, 152

Bernays P. 76, 83

Boole G. 80

Borkowski L. 11, 47, 58, 65, 77, 80, 81, 83, 93, 103, 117, 166, 172, 175
Bourbaki N. 179

Church A. 13, 95, 163, 169, 174-176, 201
ciag 17, 35-37, 47-49, 59-66, 72-73, 86-93, 106, 108-109, 111-113, 115—-
118, 120, 124-126, 128, 130, 132-135, 137, 139-140, 144-145, 153-155,
158-159, 168, 170-173, 175, 178, 181, 189
nieskonczony 72-73, 92-93, 108-109, 111-113, 115-118, 173
rosnacy (wstepujacy) 72-73, 214
skonczony 35-37, 48—49, 59-66, 106, 116, 137, 170-171, 173
suma c. 36, 72-73
wyraz c. 36—-37, 59, 62-64, 73, 108-109, 137, 213
zapas c. 118, 128

Dabrowski A. 93, 167
dedukcja (dowod, wyprowadzenie) = dowdd, = relacja konsekwencji
definicja 21-23, 33-34, 92, 94, 107-108, 111-112, 172, 190, 199
indukeyjna (przez rekurencje, rekurencyjna) 21-23, 33-34, 92, 94, 107-108,
111-112,172,190, 199
formuly (wyrazenia) KRZ 21-22, 33-34
formuly WRP 22
speliania 111-112, 190
predykatu teoriomnogos$ciowego = aksjomatyka (aksjomatyzacja)
denotat = funkcja denotowania/interpretacyjna
dowdd 10-13, 33-41, 49-50, 54, 59-64, 66, 113-115, 125, 136—139, 155,
157,213
pojecie d. (dedukgji, inferencji, wyprowadzenia) 49-50, 59—-62, 66, 139, 155,
213 = konsekwencja
rodzaje d. 15, 21, 33—-41, 54, 59, 62—64, 113-115, 125, 136-137, 139, 157
indukeyjny 21, 33—-41, 62—64, 113-115, 137, 139
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rozgateziony 54, 59
wprost/niewprost 54, 59, 125, 136, 157
zalozeniowy 54, 59
Duns Szkot 52, 69
dzialanie 20, 24-26, 30, 35-37,47, 51, 53, 55-56, 74, 85, 87, 94-95, 101, 120,
139, 152,173, 175-177, 195-196 = funkcja
iloczyn 20, 25-26, 53, 56, 85, 87, 94-95, 109, 139, 152,173, 175-177, 181,
190,196, 212
liczb (mnozenie) 85, 87, 94-95, 152, 173, 175-177, 196
zbiorow 20, 25-26, 53, 56, 87, 109, 139, 173, 175, 181, 190, 212
kartezjanski 20, 109, 173, 181, 190
klasy zbiorow 25-26
systemow 56, 212
suma 17, 36, 39, 50, 56, 71-73, 85, 92-95, 110, 120, 152, 170-171, 173,
175-177,195
liczb (dodawanie) 39, 85, 94-95, 110, 120, 152, 173, 175-177, 195
zbiorow 17, 36, 50, 56, 71-73, 92-93, 170-171
ciagow 36, 72-73, 170-171
systemow 56
dziedzina 108-113, 117-120, 124-126, 136—-148, 150-155, 157-161, 167—
168, 170, 172-173, 184, 187-189, 193-195, 200 = model
baza (uniwersum) dziedziny 110-111
funkcji 109, 172—-173
interpretacyjnej 109
jezyka 108-113, 117-120, 124-126, 136—141, 189
mozliwa 187
relacji 184
rzeczywista (realizacja, model) 187
teorii (systemu) 110, 136-141, 189, 193—-195 = model
zamierzona 188-189, 193
zawarto$¢ d. = zawarto$¢ modelu

Einstein A. 164

element/y teoretyczny/e 189, 192-193
rdzen teoretyczny e. t. 189, 192
relacje miedzy e. t. 193
zasieg empiryczny e. t. 189, 192

Euklides 44, 46, 104

formula (forma, funkcja) 16-18, 20, 65, 71-72, 81-83, 85, 91-93, 98,
102, 106-109, 111-118, 123-128, 130, 132, 139-141, 144-145, 153-154,
157-159, 174, 182-184, 189-193, 207, 214, 216-217, 219, 223, 226-227
= wyrazenie, = zmienna
formula nazwowa 16—18 = symbowe nazwowe, = wyrazenie nazwowe
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odnoszaca sie do struktury 182, 226
otwarta 92, 157, 174
speliona 106, 111-118, 124-128, 130, 132, 139-141, 144-145, 153-154,
158-159, 183-184, 189-193, 219, 223, 227
w strukturze (dziedzinie) 183—-184, 190-193, 227
zdaniowa 16—18, 20, 65, 71-72, 81-83, 85, 91, 93, 98, 102, 106—109, 111—
118,123-128,130,132,139-141, 144-145,153-154, 157-159, 183-184,
189-193, 207, 214, 216-217, 219, 223, 227
spelniona 106,111-118, 124-128, 130, 132, 139-141, 144-145, 153-154,
158-159, 183-184, 189-193, 219, 223, 227
w strukturze (dziedzinie) 183-184, 190-193, 227
Fraenkel A. 95, 178
Frege G.
funkcja 16-18, 23-30, 35-37, 47, 51, 55, 74, 86—88, 94, 97-102, 120, 172,
184, 195-197
argument/wartos¢ f. 24-25, 27, 35, 37, 55, 86, 97, 100, 172-173, 181, 184,
186, 188, 190, 192, 194, 196
denotowania = f. interpretacji
dodawania 120, 173 = dzialanie
dzialanie <
dziedzina/przeciwdziedzina f. 109-110, 172-173, 184, 190
energii 196
entropii 196
iloczynu = dzialanie
interpretacji (interpretujaca) 109-111, 190 = interpretacja
dziedzina f. i. 109
interpretant (denotat) 109, 117, 190
jedno-jednoznaczna (wzajemnie jednoznaczna, doskonata) 86—88, 91, 111,
144, 146, 171-172, 176
konsekwencji 55, 99, 137, 139 = konsekwencja
liczby molowej 196
masy 181, 186, 188
matrycy 97-99
mnozenia 173 = dzialanie
nastepnika 86, 173, 175
nazwowa = formula nazwowa
objetosci 196
obliczalna 172-175, 201
Markowa 175
Turinga 175
okazujaca (ujawniajaca) rownoliczno$é zbioréw 145
polozenia 196
potegowania 175
prawdziwo$ciowa 97-98 = funktor prawdziwoSciowy
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predkosci 181, 186, 188
rekurencyjna 94, 169, 172, 175 201
calkowita 172-173
pochodna/wyj$ciowa 175
skladanie f. r. 175
sumy 175 = dzialanie
warto$ciujaca 109—111 = wartoSciowanie
zdaniowa = formula z.
funktor 11-12, 16-23,25-36, 38-42, 45,52-57,59-63, 65-67,67-72,74-77,
81-83, 85, 89, 94-98, 102-104, 107, 112-132, 135, 138-140, 145-151,
155-161, 165, 172, 200, 209-210, 213-214, 217, 224-225
nazwotworezy 16—17, 20
operator 16—20, 89
abstrakeji 18
deskrypcji 22
kwantyfikator 12, 17, 19, 22-23, 26, 45, 62, 65, 82-83, 85, 89, 91, 107,
112-115,119-120, 128-129, 157, 213
iloSciowy 22, 89
ogoélny (duzy) 12,17, 19, 22,59, 62, 65,91, 112, 114-115, 157, 213
szczegdlowy (maly) 17,22, 112, 115
prawdziwosciowy (spojnik p.) 11, 16-21, 25-36, 38—42, 45, 52-57, 59-63,
65-67, 69-72, 74-77, 81-82, 85, 89, 94-98, 102-104, 107, 112-119,
121-132, 135, 138-140, 145-151, 155-161, 165, 172, 200, 209-210,
213-214, 217, 224-225
alternatywy 25, 30-32, 38—42, 53-55, 63,95-96, 112, 121-122,125-128,
149-150, 209-210, 217
a. rozlacznej 41, 127
dysjunkcji 41
implikacji 19, 21, 26-29, 35-36, 41, 52-53, 59-62, 65-67, 70-72, 76, 98,
102-103, 112, 116-117, 122, 124, 126-127, 135, 139, 147-148, 151,
155-157,159-161, 213-214, 224
koniunkgji 17, 20, 25, 30-32, 39-41, 52-54, 98, 104, 112, 114, 122-123,
127-129, 131, 149-150, 209-210
negacji 25, 30-31, 33-34, 38—-42, 69, 73-74, 76, 81-82, 85, 94- 96, 98,
102,104, 112, 114-115, 125, 149, 165, 209-210, 217, 225
rownowaznoéci 20, 30, 35, 38, 41-42, 56-57, 65, 67, 74—-77, 112-113,
115, 118-119, 122, 124, 127-130, 132, 138, 140, 145-147, 156, 158,
172, 200, 210,
zdaniotworczy 16—18

Gentzen G. 167

geometria 44, 46, 80, 95, 104
euklidesowa 44, 46, 80, 95, 104
nieeuklidesowa 80, 104
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Godel K. 13, 86, 95, 145, 146, 152, 163-167, 169, 174, 176, 200, 201
Grayling A.C. 9, 119

Gruender D. 197

Grzegorczyk A. 11, 58, 81, 86, 116, 117, 145, 152, 169

Hilbert D. 44, 76, 83, 166

Hintikka J. 197

Holy-Luczaj M. 93, 167

Hunter G. 11, 68, 73, 76, 82, 145—-147, 156, 165, 166, 169, 172—-175, 177

indukcgja 10, 21-23, 30, 33-35, 37-41, 62—64,92,94,111, 113-115, 137-140,
147,167,172, 177, 190, 199, 209
definicje indukeyjne 21-23, 33—-34, 92, 94, 107, 111, 172, 190, 199
dowody i. 34-35, 37-41, 62—64, 113-115, 137-140
pozaskonczona 167, 177
zalozenie (warunek) i. 34-35, 37, 40—41, 63—-64, 107-108, 112, 114-115
zasada i. 30, 33, 35, 209
pozaskonczonej 177
inferencja = relacja konsekwencji
interpretacja 44, 69, 77-80, 95, 103, 109-111, 116-118, 120, 128, 142, 148,
168, 188-191, 193-196, 200, 215-216 = funkcja interpretacyjna
semantyczna 109-111,116-118, 120, 128,142, 148,168, 188-191,193-196
= dziedzina
empiryczna 188, 193
syntaktyczna 77-80, 95, 103, 200, 215-216
interpretant = funkcja interpretacyjna
izomorfizm 145-148, 179, 222
modeli 145-148, 222
relacja ustalajaca (ujawniajgca) i. 146
relacji 179
ukladow relacyjnych (struktur) 146, 179

Jadacki J. 191
Janusz R. 169
jezyk 11, 15-23, 33, 45-46, 68, 73, 76, 81-82, 86—-87, 89-90, 105-107, 117,
119, 146-148, 152, 155, 167, 169-171, 173, 176-177, 190, 197, 199-200—
201, 207
formalny (sformalizowany) 167, 190, 197
mieszany 170
naturalny 15-16, 81, 119, 152, 170
niezinterpretowany/zinterpretowany 16, 170-171, 207
reguly wyprowadzania j. 45, 68, 155
rzad j. 105-106, 117, 146-148, 167, 171, 176-177, 200-201
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skladnia j. 11, 15-20, 45-46, 86—87, 199, 207
arytmetyzacja s. 87
stownik (alfabet) j. 21-23, 33, 45, 73, 76, 82, 86—-87, 89-90, 106—107, 170,
173
sztuczny 170
znak j. 15
Jonkisz A. 9, 12,179, 197, 199

kategorie syntaktyczne wyrazen = wyrazenie
kategorycznos¢ (systemu, teorii) 105, 127, 145-148, 168, 176, 200, 222
pojecie k. 145-148, 200, 222
teorii (systemu) 105, 127, 145-148, 176, 222
w mocy m 147-148, 222
klasyczny rachunek logiczny 10, 16, 19,21-25, 30, 33-34, 38—-45, 47, 50-53,
58-61, 64-67, 70, 76—77, 80, 82—-83, 87, 93-100, 102, 107-118, 112-113,
128-129, 136-137, 141, 145-156, 160-161, 167, 176—-177, 189, 194-195,
199-201, 207-208, 210, 213-214, 217, 219-221, 223, 226
predykatow (kwantyfikatorow) 10, 21-23, 25, 58-59, 83, 94-95, 107, 128,
145, 147, 150-151, 155, 160, 176-177, 194, 199, 201, 207-208, 210, 217,
223,226
WRP 10, 21-23, 25, 59, 83, 94-95, 107, 128, 145, 147, 150-151, 155, 160,
176-177, 194, 199, 201, 208, 226
z identycznoscia 22, 58, 147, 177, 194, 226
zdan (KRZ) 10, 16, 19, 21-23, 25, 30, 33—-34, 38—45, 47, 50, 52-53, 59, 61, 65,
67,76-77,82-83,94-100,102,107-118,112-113, 128-129, 145, 147-151,
153, 155, 160, 199-200, 207, 210, 217, 223
Hilberta-Bernaysa 76, 83
implikacyjno-negacyjny (Lukasiewicza) 45, 53, 76, 83, 102
implikacyjny 76
rownowaznoSciowy 76—77
z kwantyfikatorami 82—-83
Koj L. 197
koniunkcja elementarna = postacie normalne
konsekwencja (funkcja, relacja k.) 10, 42—-43, 48—-62, 65-66, 69, 73, 82, 85,
99-100, 104, 137-139,141-142,144,154-157,161,193,199-200, 211, 213
pojecie k. 10, 48-58
relacja k. 49-58, 69, 73, 82, 85, 99-100, 104, 137-138, 139, 141-142, 144,
154-157, 161, 193, 199-200, 211
matrycowej 100
semantycznej (wynikania logicznego) 154-157, 161, 200
syntaktycznej 49-62, 66, 69, 73, 82, 85, 99-100, 104, 137, 139, 154-157,
161, 199-200, 211, 213
dedukcja (dowdd, wyprowadzenie) 49-50, 57-62, 66, 137,139,213 =
twierdzenie o dedukcji
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teoria k. 10, 42—-43, 53, 65
zbior k. (zbioru wyrazen, systemu) 49-56, 73, 82, 85, 138, 141-142, 144, 193
Koszteyn J. 13
Krajewski S. 165
Kuhn T.S. 194
Kuratowski K. 93
kwantyfikator — operator

Lagrange J. 187, 196

Lindenbaum A. 93, 163, 200

Lindstrom P. 167

logika 9-10, 21-23, 43-44, 50, 59, 88, 93,97-98, 102, 105, 128, 136, 146, 148,
150-152, 155, 160-161, 163, 167, 170-171, 176, 189, 195, 199-202, 221,
222,226
dwuwarto$ciowa 98, 170
filozofia logiki 9, 202
formalna 10, 21, 88
historia 1. 9, 43—44, 201-202
klasyczna 10, 50, 59, 93, 98, 128, 136, 146, 148, 150-152, 155, 160-161, 167,
189, 195, 199-200, 221, 223 = rachunek logiczny klasyczny
metalogika 9—-10, 163
pierwszego (n-) rzedu 10, 21-23, 105, 146, 167, 171, 176, 201, 222, 226 =
wyrazenie
trojwartoéciowa 98, 102
wielowarto$ciowa 97-98, 170

Lowenheim L. 146, 147, 163, 200

Ludwig G. 179

Lo$ J. 148
Lukasiewicz J. 44, 45, 76, 80, 83, 97, 102, 103

Malcew A. 145, 200
Marciszewski W. 93
Markow A. 175
matryca/e logiczna/e 97-90, 97-100, 102, 217 = funkcja
adekwatna 99, 217
klasyczne 97
Lukasiewicza 97
uogoblnione 97-98
warto$ciowanie w m. 97-100, 217
warto$ciowo$¢ m. 99, 102
warto$¢ wyr6zniona m. 97-100, 102, 217
McKinsey J.J.C. 178
metalogika = logika
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metoda 23-24, 38—44, 47-48, 74, 76-80, 83, 85-87, 90-98, 100-103, 113,
149, 166, 169-175, 199-200, 210, 225-226
arytmetyzacji skladni (jezyka) 86—87, 166
cechy dziedzicznej 23-24, 74, 80, 101-103
dedukcji naturalnej (zalozeniowa) 43—44
efektywna 47-48, 86, 90-93, 169-175, 200, 225-226
eliminacji kwantyfikatoréw 85
enumeracji 85-86, 90-93, 169, 171-172, 225
interpretacji syntaktycznej 77-80, 95, 103 = interpretacja
matrycowa (tabelkowa) 96, 98, 100, 102, 113, 200
sprowadzania do postaci normalnej 38—42, 83, 95-96, 149, 199-200, 210
zero-jedynkowa 76, 94-97
model/e 10-11, 105, 118, 127, 139, 141-148, 151-153, 160-161, 163-164,
168, 178-182, 185-197, 200-201, 221-222, 227-229
aksjomatow systemu (teorii) 143—144, 194-195, 197, 222
formuly/wyrazenia zdaniowego/zdania 142, 153, 189
izomorficzne 145-148, 222
kosmologiczny 164
stacjonarny 164
mocy m 147, 200, 222
nieskonczony/skonczony 146—147, 200
dowolnej mocy nieskonczonej 147, 200
pojecie m. 10—11, 105, 127, 141-142, 148, 152, 160-161, 163-164, 168,
178-182, 185-192, 194-197, 200-201, 227-229
w rekonstrukeji teorii empirycznych = p. m. w ujeciu teoriomnogo$ciowym
w ujeciu semantycznym 142, 163—164, 168
w u. teoriomnogoS$ciowym (strukturalistycznym) 11, 163, 178-182, 185—
192, 194-197, 201, 227-229
model cze$ciowy 192
m. mozliwy 185-190, 192, 196, 227-228
m. rodzaju struktury 187, 190, 227-228
m. teorii 182, 185, 187-188, 192, 196, 228—229
dla CCP 188, 229
w u. teoriomodelowym (Tarskiego) 141-142, 144, 163—164, 168, 178, 180,
188-190, 193-194, 196-197, 200-201, 221
przeliczalny/nieprzeliczalny 144-148, 200, 222
teoria m. 189, 192, 197
teorii (systemu) 142-143, 146, 160, 192-193, 200, 222
uniwersum m. 144, 168
zawarto$¢ modelu (dziedziny) 118, 139, 168
zbioru wyrazen 142-143, 145—-146, 151, 153-154, 160, 168, 180, 200, 221—
222
tez systemu 142, 168, 221 = zbior tez
Montague R. 197
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Morley M. 148

Morszczyhski W. 179

Moulines C.U. 179, 182, 194, 196, 197
Murawski R. 142, 169

nadsystem = system
nazwa 17,21-22,94, 109, 117, 190
cudzyslowowa/quasi-cudzystowowa 22
generalna 17
indywiduowa 94, 190
jednostkowa 17, 21-22, 109, 117
Neumann J. von 178
Newton 1. 184, 187
niesprzecznosé/sprzecznosé 10, 23-24, 42, 67-81, 83-95, 101-105, 127,
141, 143-145, 160-161, 164-167, 177-178, 200-201, 214-218, 221-222,
225
dowody n. 23-24, 74-80, 95, 101-103, 143-145, 200-201
metoda cechy dziedzicznej (absolutne) 23—-24, 74-77, 80, 101-103, 200
m. interpretacji syntaktycznej (wzgledne) 74, 77-80, 95, 101, 103
m. teoriomodelowe 143-145
pojecie n. 68—-81, 83—-84, 94, 105, 127, 141, 143-145, 160-161, 164-165,
200, 214-218, 221-222, 225
semantycznej 105, 127, 143—-145, 160-161, 200, 222
syntaktycznej 68—80, 81, 83—84, 94, 141, 143, 164-165, 200, 214-218,
221,225
w sensie Godla (w-niesprzeczno$c) 164—165, 225
w s. klasycznym (negacyjna) 68-76, 81, 83—84, 94, 165, 200, 214-218,
221
w s. Posta (absolutna) 73, 75-76, 83—-84, 94, 200
systemu (teorii, rachunku) 10, 42, 67—-68, 70, 73-74, 76-77, 80, 83-84, 104,
145, 164-167, 177-178, 214, 215-218, 221, 225
aksjomatycznego KRZ 76-77, 80
Hilberta-Bernaysa 76
implikacyjnego 76
implikacyjno-negacyjnego (Lukasiewicza) 76
rownowazno$ciowego 76—77
aksjomatycznego sylogistyki 80
algebry Boole’a 80
arytmetyki 80, 167, 177, 225
Peana 167, 177, 225
geometrii 80, 104
rozszerzenia systemu zupelnego (sprzecznos$c) 83-84, 216
teorii mnogos$ci 178
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WRP 177
z identycznoécia 177

zbioru formul/zdanh 68-70, 72—-73, 101, 103, 214-215, 218

zupelnego rozszerzenia systemu niesprzecznego 85-93, 216
niezdaniowa koncepcja teorii = ujecie
Niiniluoto I. 197
numer Godlowski 86, 176 = metoda efektywna
numeral 87-88 = metoda efektywna

obliczalno$¢ = funkcja obliczalna
obraz zbioru 87, 111

w wartoSciowaniu 111 = warto$ciowanie
odwzorowanie zbioru na/w zbior 86, 97-98, 111, 217
Olszewski A. 169, 176

paradoks 147, 165
klamcy 165
Lowenheima-Skolema 147 = twierdzenie L.-S.
Peano G. 44, 94, 95, 164-167
pelnos$é/niepelmosé 148-152, 157, 160, 177, 222-223, 226
dowody pelnoéci 148—152
pojecie p. systemu 148, 222-223
systemu (teorii) 148-152, 160, 177, 223, 226
arytmetyki liczb naturalnych z dodawaniem i mnozeniem (niepelno$c¢) 152,
157,177, 226
logiki klasycznej 148—-152, 160, 223
KRZ 148-152, 177, 223
zalozeniowego 149-150
WRP 148, 150-152, 177
Pogorzelski W.A. 58, 65, 93, 152, 168
poprawnos$¢ sktadniowa wyrazen (formut) 11, 15-23, 34, 46, 49, 52-53, 56, 58,
68, 74, 80-81, 86, 107-108, 111, 116, 168, 207 = wyrazenie
sprawdzanie p. s. 18-21
Post E. 82-84, 200
postacie normalne 30-32, 38- 42, 95-96, 149-150, 209-210, 217, 223
alternatywa elementarna 30-32, 38—42, 95-96, 149-150, 209-210, 217
alternatywna p. n. 30-32, 95-96, 209-210
kanoniczna (wyrézniona) 32, 209
koniunkcja elementarna 32, 95-96, 149, 209
koniunkcyjna p. n. 30-32, 40—41, 95, 149-150, 209-210
kanoniczna (wyrdzniona) 30-31, 209
sprowadzanie formul do p. n. 38—42, 83, 95-96, 149, 210
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prawda/prawdziwosé¢ 10-11, 83, 99, 105-106, 110, 117-136, 138—-139,
141-148,151-153, 157-161, 164-165, 167-169, 174, 189-191, 195, 200-
201, 219-222, 225
definicja p. 118-119, 161, 167-169, 201, 225

Arystotelesa 119
klasyczna 119
Tarskiego 119, 161, 167
p. logiczna 160, 167
orzecznik prawdy 11, 99, 118, 121-122
pojecie p. 105, 117-127, 152, 157, 160, 168, 189-191, 200
prawdziwa/e 83, 99, 106, 118-119, 124, 126-127, 142, 144-145, 148, 152—
153, 157-158, 160, 164, 167, 219
funkcja (formula) zdaniowa 83, 118, 157
wyrazenie zdaniowe 99, 118, 124, 128, 148, 152-153, 160, 219
systemu aksjomatycznego 128, 148, 152
zdanie 106, 118-119, 124, 126-127, 142, 144-145, 152-153, 158, 160,
164, 167
teoria p. 105, 141, 164, 167, 189, 201
semantyczna 105, 141
Tarskiego 141, 164, 167, 189, 201
teoriomodelowa 164, 189, 201
p. tez 128-136, 143, 146-147, 157, 160, 165, 167-168, 174, 220-222
arytmetyki 165
logiki klasycznej 128—-136, 160, 167, 220-222
systemu 143, 157, 168, 174, 220, 222
teorii mnogo$ci 146—147
twierdzenie o niedefiniowalno$ci prawdy = twierdzenie Tarskiego
wyrazenia/zbioru wyrazen/twierdzenn w danej dziedzinie/modelu 110, 118,
124-125, 127, 138-139, 141-142, 144, 146, 151-153, 157-160, 168,
189, 191, 195, 219
systemu w d./m. 127, 138, 141, 151
niesprzeczno$¢ systemu wyrazen prawdziwych 141, 151
zupelnosé s. w. p.141

prawo 32, 40, 52, 61, 69, 103, 125-127, 184, 220
Dunsa Szkota 52, 69
Fregego 61
lacznoéci koniunkeji 32
mechaniki Newtonowskiej 184
niesprzecznosci 125-127, 220 = zasada

metalogiczne (semantyczne) 125, 220 T6
rozdzielnosci alternatywy 40
sylogizmu warunkowego 103
wylaczonego Srodka 126—-127, 220 = zasada
metalogiczne (semantyczne) 126, 220 T7
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Presburger M. 85, 94, 177
program Hilberta 166
przeciwdziedzina = funkcja
Przelecki M. 194

rachunek 9-11, 15-18,21-26, 33—-34, 38, 42,44—-47,51, 53, 58,62, 64-67, 70,
76-77,80,82-83,87,94,97-99,102,113,119, 128-129,136-137, 141, 148,
150-152, 154, 156, 160, 170, 176—-177, 195, 210, 213-214, 217, 220-221
logiczny 9-11, 15-18, 21-26, 33-34, 38, 42, 44-47, 51, 58, 62, 64—-67, 70,

76-77,80,82-83,87,94,97-99, 113,119, 128-129, 136-137, 141, 148,
150-152, 154,156, 160, 170,176-177, 195, 210,213-214, 217,220-221
klasyczny <
predykatow (kwantyfikatorow) 22, 58, 62, 82—-83, 94, 97, 128, 148, 152, 176—
177,195
z identycznoécia 58, 177
zbiorow 25, 45—-46, 119
zdan 17, 45, 53, 7677, 82-83, 98-99, 102, 113, 170 = klasyczny rachunek
logiczny
dwuwarto$ciowy, n-wartoSciowy 98-99, 113, 170
Hilberta-Bernaysa 76, 83
implikacyjno-negacyjny Lukasiewicza (Lukasiewicza) 45, 53, 76, 83, 102
implikacyjny 76
modalny 17
rownowaznosciowy 76—77
z kwantyfikatorami 82-83

regula/y 12,21-23. 39, 41-48, 50-54, 58—-60, 62—66, 68, 76—79, 82, 102, 106,
119, 122, 128-129, 136—-138, 150, 152, 155, 159-160, 165, 170, 188, 190,
207, 213, 215, 225 = prawo/a
budowania 43, 45, 53-54, 59, 119, 190

aksjomatow 45

dowodow 43, 53-54, 59
rozgalezionych wprost 54

formut 190

metajezyka 119

dotaczania 53, 59. 62-64, 128—-129, 150, 213

alternatywy 129, 150

implikacji do dowodu 53, 59

koniunkeji 128-129

kwantyfikatora 59, 62—64, 128, 213
ogoblnego (r. generalizacji) 59, 62—64, 128, 213
szczegOtowego 128

réwnowaznos$ci 128—-129
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dowodzenia (dolaczania nowych wierszy do dowodu, inferencji, wnioskowa-
nia, wyprowadzania) 12, 43-47, 50-51, 53, 58, 60, 68, 78—79, 128—129,
136-138, 152, 155, 160, 165, 207, 225
korespondencji 188
logiki 51-52 = prawo
modus tollens 159
negowania alternatywy 39, 42, 122
niezawodna (procedura, n. schemat) 43, 128-129, 136, 152, 160, 170
odrywania 12, 53, 59, 62—-63, 76—-77, 102, 128-129, 137, 213
dla réwnowaznosci 77
opuszczania 12, 39, 54, 128—-129
alternatywy 129
koniunkcji 54, 128-129
kwantyfikatora 12, 128
ogoblnego (duzego) 12, 128
szczegblowego (malego) 128
negacji 39
rownowaznosci 128-129
pierwotna/wtoérna systemu 59, 64-65, 77, 79, 102, 128-129, 160, 215
podstawiania 59, 66, 76-77, 102, 129, 136, 160
sktadni (skladniowa) 45-46
stownika 21-23, 45, 82
uznawania 45
wprowadzania (definicji, terminéw do systemu) 46, 106
zastepowania 46, 160
dla réwnoéci 160
dla rbwnowaznosci 160
relacja/e 12, 18, 28, 90-91, 109, 112, 119-120, 180, 184, 186, 190, 193
antysymetryczna 90-91
charakteryzujgce = struktura
czlony r. 112
dwuargumentowa (dwuczlonowa) 109, 190
dziedzina/przeciwdziedzina r. 184, = funkcja
inkluzji (zawierania sie ) 12, 28, 119-120
interpretacji (interpretujaca) = funkcja interpretujgca, = interpretacja
izomorfizm r. = izomorfizm
r. jednoznaczna 186 = funkcja
jedno-jednoznaczna = funkcja j.-j.
konsekwencji (wyprowadzalnosci) = konsekwencja = reguta dowodzenia
miedzy elementami teoretycznymi 193 = elementy teoretyczne
ograniczona do danego zbioru 18
pole relacji 184
p. systemu relacyjnego (struktury) 180
porzadkujaca 89—-90 = zbi6r uporzadkowany

244



INDEKS POJEC | NAZWISK

przechodnia 90-91
spojna 90-91
struktura relacyjna (system r.) = struktura
ustalajgca izomorfizm = izomorfizm
wynikania logicznego (semantycznego) = wynikanie logiczne
Robinson J. 95
Rosser J.B. 165
rozstrzygalno$é/nierozstrzygalnosé¢ 10, 42, 67-68, 85, 93-96, 165-166,
168-178, 199-201, 216-217, 225-226
dowody rozstrzygalnosci 94—95
warunki wystarczajace nierozstrzygalnosci 94
nierozstrzygalno$¢ 94-95, 165-166, 168, 174—-178, 201, 225-226
akceptowalnych systemoéw arytmetyki 174, 226
arytmetyki dodawania i mnozenia (a. Peana) 94, 176—-177, 225
logiki 1. rzedu 175, 177, 201, 226
teorii liczb wymiernych z dodawaniem i mnozeniem 95
teorii mnogos$ci 178
von Neumanna-Bernaysa-Godla 178
Zermela-Fraenkla 178
WRP 94, 176, 201
system (teoria) rozstrzygalny/nierozstrzygalny 85, 93-96, 176-177, 217
s. istotnie nierozstrzygalny 85, 94-96, 176-177, 217
r. systemow 94-96, 173, 177, 216
arytmetyki dodawania (a. Presburgera) 85, 94, 177
a. mnozenia (a. Skolema) 94, 177
elementarnej geometrii euklidesowej 95
e. teorii liczb rzeczywistych 95
KRZ 94, 96, 177
podsystemo6w rachunku predykatéow 94, 176
wezszego jednoargumentowego rachunku predykatéow 94
teza Churcha <
twierdzenie Churcha o nierozstrzygalnoséci = twierdzenie Churcha
r. zbioru 172, 225
warunki rozstrzygalnosci z. 172
rownowaznos$é
sp6jnik prawdziwoéciowy = funktor
systeméw dedukeyjnych = systemy dedukceyjne
zbioréw wyrazen = zbiory

Schumann A. 93, 167

semantyczne ujecie teorii empirycznych = ujecie
Skolem T. 85, 94, 146, 147, 163, 200

Sneed J. 179, 182, 193, 194, 196, 197
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spelnianie 10, 105, 108-120, 124-130, 132-134, 139-142, 144-145, 152—
153, 158-159, 161, 168, 183, 186—187, 189-193, 195, 200, 219, 223, 227
formuly (funkcji) zdaniowej 108—120, 183, 186-187, 191, 195, 227

przez dany ciag przedmiotéw 108-118
w danej dziedzinie/modelu 117-120, 183, 186-187, 191, 195, 227 =
prawdziwo$¢ w danej dziedzinie
w danym warto$ciowaniu 113, 191
w wyniku podstawienia stalych za zmienne 105-106, 118
pojecie s. 10, 105, 108-119. 142, 145, 152, 161, 168, 189-191, 200, 219
indukcyjna definicja s. dla wyrazen logiki 1. rzedu 111-113, 117, 190,
200, 219
uogolnianie d. s. na wyrazenia logiki rzedéw wyzszych 117
wyrazenia zdaniowego 118-120, 124-125, 128-130, 132-134, 139-141, 153,
158-159, 189, 219, 223
logiki klasycznej 118, 128-129, 219
przez dany ciag przedmiotéw 139-141, 189
w danej dziedzinie 118-120, 124-125, 130, 132-134, 153, 158—-159, 189,
219, 223 = prawdziwo$¢ w danej dziedzinie 118. 152, 189
w danym warto$ciowaniu 189
w wyniku podstawienia stalych za zmienne 118, 152
zdania 116-118, 126—127, 144-145, 158, 190-193
przez ciag przedmiotow116-117, 144-145, 158
w danym warto$ciowaniu 117
w dziedzinie/modelu 118, 126-127, 190-193 = prawdziwo$¢ w danej
dziedzinie

Stanosz B. 11

Stegmiiller W. 179, 190, 193, 194, 196, 197

struktura (logiczna, relacyjna, system/uklad r.) 179-187, 192, 194, 226-227
model s. = model w ujeciu teoriomnogo$ciowym (strukturalistycznym)
rodzaj s. 183—-184, 227
s. rodzaju, typu 182-183, 226
typ s. (t. relacyjny) 180, 182, 226
zakres (pole, uniwersum) s. 180-187, 192, 194, 227

charakterystyka zakresu 180-187, 192, 227
charakteryzacje 182-187, 227
(k+m)-typyfikacje 181, 184—186, 227
prawa 184, 192, 227
ograniczenia 192
podstawowe (fundamentalne) 184
powiazania 192
zbiory z. podstawowe (wlasciwe) vs pomocnicze 181-182, 194
strukturalistyczne (teoriomnogos$ciowe) ujecie (podejscie) = ujecie
Suggar A.C. 178
Suppes P. 178
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sylogistyka, 44, 80-81, 103
arystotelesowska 80-81, 103
sylogizm 44
doskonaly 44
symbol/e (znak/i) 12-13, 16-27, 31, 33—-34, 39-41, 46—47, 49-50, 56-59,
61-62, 65, 68,73,76-77,85-91,95,97,104,106-111,113,117-119, 132—
134, 144-145, 152-155, 158, 168, 173, 180, 182, 184, 186, 190, 194, 196,
201, 210, 217, 226227
funkeyjne (funkeji) 86, 88, 107, 109-110, 117, 145, 196
funktorowe (funktoréw) 17, 20, 25, 31, 34, 40-41, 46, 73, 76-77, 90, 95,
107-109, 144, 210, 217
metajezyka (metajezykowe, metalogiczne) 21-22, 88, 107-108, 119
nazwowe (nazw) 22, 25, 106
operatorowe/operatorow 17, 20-21
podstawowe/pomocnicze 21, 25, 76, 86—89, 107
predykatowe 22, 25, 86, 88, 91, 106—-110, 117, 119
proste/zlozone 47
pozalogiczne 109-110, 117, 190, 194
relacyjne (relacji) 104, 184, 227
specyficzne (swoiste, wlasciwe)/niespecyficzne 46—47
state (statych) 17, 22, 76, 86—87, 89, 106, 109-110, 117, 145
zmienne (zmiennej, zmiennych) 16—17, 19, 21-22, 25, 27, 34, 39—-40, 77,
86-87, 89, 95, 106-109, 117, 132-134, 210, 217
indywiduowe (jednostkowe) 22, 89, 106, 108—109, 117
wolne/zwigzane 19, 132-134
zdaniowe 16-17, 27, 34, 87, 95, 106, 217
system (teoria) 10, 21-23, 43—-48, 50, 55-58, 66—68, 74-75, 77-80, 82—86,
93-94,105,108,127,132,142,144,146-150, 160, 165,167-168,171,173—
174,176-177,194,200-201, 207,210-217,222-223, 225-226 = rachunek
akceptowalny 173-174, 226
aksjomatyczny 43-47, 57, 194
aksjomatyzowalny 57, 194
asertoryczny/hipotetyczny 46
dedukcyjny <
definicja s. 55-56, 212
iloczyn systeméw = dzialanie
niesprzeczny 82, 93 = niesprzecznos$é
maksymalny niesprzeczny 82, 93
rozszerzenie s. (nadsystem) 55, 82—86, 93-94, 176, 212, 216-217
maksymalne niesprzeczne 82, 85, 93
rzads. 10,21-23, 105, 146-148,167,171,176-177,200-201, 207, 222,226
s. pierwszego (n-) rzedu 10, 21-23, 105, 146, 167, 171, 176, 200-201,
222,226
suma systeméw = dzialanie
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teza s. 47-48, 50, 55-56, 58, 66—68, 74-75, 77-80, 83,94, 108,127, 132, 142,
144, 148-150, 160, 165, 168, 174, 210-216, 223, 225 = teza
zbibr tez s. 47, 55-56, 74, 108, 210-212 = zbidr tez
wyrazenie s. = wyrazenie
zbibdr konsekwencji s. = konsekwencja, = teza
system/y dedukcyjny/e 38, 42-51, 53, 55-56, 58-59, 64—-65, 68-79, 81-83,
100, 102, 128-129, 136, 142, 145, 149-150, 157, 169, 165, 177-178, 192,
195-197,200, 210-212, 215-216, 218, 220, 223
aksjomatyczne 43-51, 53, 55-56, 58, 64—65, 68, 74, 76—79, 81-83, 100, 102,
128, 136, 142, 165, 192, 195-197, 200, 210-212, 215-216, 218, 220
niesformalizowane/sformalizowane 44—-46, 165, 192, 195-197
przedaksjomatyczne 44—45
rownowazne 64—65
aksjomatyczny 44-45, 53, 76-77, 83, 102
Hilberta-Bernaysa 76, 83
implikacyjno-negacyjny Lukasiewicza (Lukasiewicza) 45, 53, 76, 83, 102
implikacyjny 76
rownowaznosciowy 76-77
sylogistyki (Lukasiewicza) 44
dziedzina/model s. a. = dziedzina
typy s. d. 43-48
wlasnoéci s. d. 67-104
kategoryczno$é <
niesprzecznos$é <
niezalezno$¢ aksjomatow = aksjomat niezalezny
pelnosé (zupelnosé semantyczna) <
rozstrzygalno$é <
zupelosé <
zalozeniowe (dedukcji naturalnej) 38, 43—44, 46—48, 53, 58-59, 64—65, 128—
129, 136, 149-150, 160, 223
oparte na (nadbudowane nad) klasycznym rachunku logicznym 52, 66—67,
213-214

Tarski A. 11, 13, 53,87,94, 95,105,118, 119, 141, 142, 146,147,161, 163, 164,
167, 169, 189-191, 197, 200, 201

tautologia 52, 76, 95-96, 98—-100, 102, 136, 148-151, 217, 221, 223
klasycznego rachunku logicznego 136, 221
KRZ 52, 76, 95-96, 99, 148—-151, 217, 223
matrycy logicznej 98—100, 102, 217
pojecie t. 98

teoriomodelowe ujecie (podejscie, metoda) = ujecie

teoriomnogos$ciowe ujecie (podejScie, metoda) = ujecie

termin 45-46, 53, 65-66, 77-78, 102, 109-110, 117-118, 128, 152, 190, 194,
215
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logiczny/ pozalogiczny (stala, symbol p.) 65—-66, 109-110, 117-118, 128,
152,190, 194
pierwotny/wtérny (zdefiniowany) systemu 45-46, 53, 77-78, 102, 215
specyficzny (swoisty, wlasciwy) systemu 45
teza 16, 25,38-39, 42—-44,47-52,54-56, 58, 60, 66—69, 74—-83, 9496, 101, 103,
108, 127-128, 132, 136, 141-144, 148-152, 155, 157, 160, 165, 167-169,
174-176, 199, 210-217, 220-223, 225
bycie tezg a prawdziwo$é 128, 136, 141, 143, 148, 151-152, 160, 167-168,
221-223
Churcha 169, 174-176 = twierdzenie Churcha
KRZ 16, 39, 42, 60, 66, 83, 95-96, 148—150, 160, 210
z kwantyfikatorami 83
logiczna 50-52, 54, 66—67, 160, 213-214
systemu (rachunku)
dedukcyjnego 43—-44, 47-50, 55-56, 58, 66—69, 74-75, 77-83, 94-95,
101, 108, 127, 132, 142, 144, 148-150, 157, 160, 165, 168, 174, 199,
210-216, 220, 223, 225
aksjomatycznego 43—44, 47-49, 55-56, 74, 77-78, 101, 108, 210-212,
215
zalozeniowego 43—44
WRP 83, 150-151, 155, 160
Thomason R.H. 197
tlumaczenie 78-80, 103, 119-120, 196, 215-216 = interpretacja syntaktyczna
Turing A. 175
twierdzenie/a 27-28, 38-42, 52, 57-67, 70, 85, 91-93, 95-96, 144148,
151-152, 156, 163-176, 199-201, 208, 210, 212-214, 216=217, 222-223,
225-226
Churcha o nierozstrzygalnosci logiki 1. rzedu 95, 169, 176, 226 (C8)
Godla 144-145, 151-152, 164-167, 200-201, 222-223, 225
0 istnieniu modelu 144-145, 222 T7
o niezupelosci 164-167, 200-201, 225
pierwsze 164-165, 225 (G1*)
uogoblnione 164-165, 225 (G1)
drugie (o niedowodliwo$ci niesprzecznosci) 165-166, 201, 225 (G2)
o pelnoéci WRP 151, 167,223 W5
Godla-Malcewa 145, 200, 222
o semantycznych warunkach niesprzecznoéci 145, 222 T8
o zwartoSci dla teorii semantycznie niesprzecznych 145
(lemat) Kuratowskiego 93
(lemat) Kuratowskiego-Zorna 93
limitacyjne 147, 152, 163—-176, 200—-201, 222, 225-226
Churcha 163, 169-176, 201, 226
Godla 163-167, 201, 225
Lindstroma 167
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Lowenheima-Skolema-Tarskiego 147, 163, 200, 222
Tarskiego 163, 167-169, 201, 225
(lemat) Lindenbauma 85, 91-93, 163, 200, 216 T19
Lindstroma 167
Lowenheima-Skolema 146, 222 T9.a
Lowenheima-Skolema-Tarskiego 146—147, 222 T9.b
gbrne (wstepujace) 147
(hipoteza) Losia 148
o dedukcji 57-67, 70, 156, 199, 213-214
dla klasycznych rachunkoéow logicznych 59, 65,213 T11.1, T11.2, T11.1’,
T11.2’
dla systeméw opartych na rachunku klasycznym 66-67, 213-214 T12.a,
T12.b, T12
o finitystycznosci 38, 52, 156, 210, 212
dziatania CnL 52, 156, 212 T4’
dzialan danej klasy 38, 210 T3
o monotonicznoéci dzialan danej klasy 27-28, 208 L5
o neutralno$ci (niewyrdznianiu) praw logik klasycznej wzgledem stalych po-
zalogicznych 151-152, 223 W5
o sprowadzalnos$ci do postaci normalnych 38-42, 210 T4.1, T4.2
o tautologicznoéci formut o postaci normalnej 95-96, 217 T20.a, T20.b
o zwartoSci 70, 145, 214
dla niesprzecznoéci 70, 214 T15.1, T15.2
dla teorii posiadajacych model (semantycznie niesprzecznych) 145
Rossera 165
Tarskiego 94, 147, 167-168, 200-201, 225
o modelach dowolnej mocy 147, 200
o niedefiniowalno$ci prawdy 167—-168, 201, 225 (T), (T*)
o warunkach wystarczajacych nierozstrzygalnosci 94

ujecie (podejscie, metoda) 45, 49, 141-142, 163, 178-194, 191-197, 201
metajezykowe 45
metalogiczne 49
niezdaniowe 178
semantyczne 141-142, 163, 178, 180-194, 196-197
systeméw dedukeyjnych 141-142, 163
teorii empirycznych 142, 163, 178, 180-194, 196-197
strukturalne (strukturalistyczne, teoriomnogo$ciowe) 163, 178—181, 188—
193, 195-197, 201
teoriomodelowe (klasyczne, Tarskiego) 142, 163, 180, 188—189, 191-197, 201
teoriomodelowe vs teoriomnogo$ciowe 188—189, 191-197, 201
uniwersum (dziedzina) = dziedzina
uporzadkowanie zbioru = zbidér uporzadkowany
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warto$ciowanie 96—100, 103, 109-113, 117, 124, 136, 155, 158, 170, 189, 191,
195,217
formuly 96-98, 100, 109-113, 191
w matrycy logicznej 97-100, 217
warto$ciowo$¢ 98—99, 102, 217
matrycy logicznej 99, 102
rachunku 98-99, 217
warto$é 69, 96-99, 97-103, 113, 127, 136, 170, 217
funkcji = funkcja
logiczna 69, 96-99, 102-103, 113, 127, 136, 170
wyr6zniona matrycy logicznej 97-100, 102, 217
wlasnos$é (cecha) dziedziczna (dziedziczona, niezmiennicza) 23-26, 28—-30, 35—
36, 74-77, 80, 102-103, 136, 199-200, 208, 215
ze wzgledu na dzialanie/funkcje 23-26, 28-30, 35-36, 74-77
ze wzgledu na klase dzialan/funkcji 23—-24, 28—-29, 35-36, 74-75, 215
WolenskiJ. 11, 44, 68,73, 82, 85,93, 105,119, 142,146,157,161, 163, 165-169,
175,177,191
Wojcicki R. 193, 194, 197
wynikanie 10, 75, 122, 152-161, 159, 161, 200 , 223-224
inferencyjne (implikacyjne, syntaktyczne) 75, 122, 155-157, 159, 161, 200
= reguly dowodzenia
logiczne (semantyczne) 10, 152-161, 200, 223-224
wyprowadzanie = relacja konsekwencji, = regula dowodzenia
wyrazenie 10-11, 15-23, 25, 32-34, 39-41, 43, 46, 49, 51-53, 56, 58, 60,
63, 65, 67-70, 73-74, 79-84, 87-88, 91-93, 95, 98, 100-108, 111-130,
133-134, 137, 139-149, 150-155, 157-161, 164-168, 171, 176—178, 180,
183-184, 187, 189, 191-193, 195, 200-201, 207-208, 214-224 = formula
elementarne (atomiczne) 21-23, 107, 207-208
KRZ 21-22, 207
WRP 22-23, 208
funktor <
kategoria skladniowa (syntaktyczna) w. 16—22, 25, 105, 107, 117, 133—-134,
207
nazwowe 16-22, 25,88, 105, 117, 133-134 = formula n.
stale 117, 134
zmienne n. 18-22, 25, 88, 105, 117
niezalezne (od zbioru wyrazen) 81, 100—104, 218 = niezalezno$¢ aksjomatow
niezinterpretowane 16 —formula
n-tego rzedu 21-23, 33-34, 40-41, 86, 105-106, 117, 146148, 167, 171,
176-177,200-201
KRZ 21-23. 33-34, 40-41
WRP 22-23
operator = funktor
otwarte = formula o.
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poprawnie zbudowane 11, 15-16, 19-23, 34, 46, 49, 52-53, 56, 58, 68, 74,
80-81, 86, 107-108, 111, 116, 168, 207, 218
postaé normalna w. = postacie normalne
prawdziwe w danej dziedzinie 117-127, 189, 219
rozumiane szeroko/wasko 15-16
spelione 33-34, 39-41, 51-52, 60, 63, 65, 104, 106, 111-120, 124-128,
130, 132, 139-141, 144-145, 153—-154, 158-161, 183-184, 187, 189,
190-193, 195, 219, 223
przez cigg przedmiotow 111-118, 124-125, 128,130, 132, 139-141, 144—
145, 153-154, 158-159, 189, 219, 223
zdaniowe 11, 16, 18-23, 25, 32-34, 43, 46, 52, 56, 58, 65, 6770, 73-74,
76-77,79-84, 87-88, 91-93, 95, 98, 100, 106, 108, 111, 113, 116-120,
122-127,129,137,139, 142-146, 149, 150-155,157-161, 164-166, 178,
180, 189, 200, 207-208, 214-217, 219-224
zdanie 20, 65, 67, 69, 81-84, 91-93, 106, 116-119, 122-127, 137, 142,
150-153, 157-161, 164-166, 178, 216, 219-220, 223-224
zmienna z. 16,21-23,32-34,52,77,82-83,87-88, 95, 98, 149, 207-208,
217

zasada/y 31, 126—127, 137, 139, 141, 164, 184, 187, 193, 220
dowodowe 137, 139, = reguly dowodzenia
indukcji = indukcja
interpretacji empirycznej 193 = interpretacja
Macha 164
semantyczna 31, 126-127, 141. 220
niesprzecznosci 126—127, 141, 220 T6
s. wylaczonego $rodka 31, 126-127, 141, 220 T7
zachowania pedu (2. zasada dynamiki Newtona) 184, 187
zawarto$¢ dziedziny/modelu = model
zbiér/zbiory 10, 21, 24-29, 33-38, 42—-45, 47-53, 55-58, 65—75, 77—-83, 85,
88-95, 99-106, 108-113, 116-129, 131-151, 153-154, 156—160, 165,
167-176, 184, 186, 189, 191, 193, 195, 199-201, 208, 210-216, 218-223,
225-226, 228-229
aksjomatyzowalny 57, 212
skonczenie 57
enumerowalny 171-172, 225
nieprzeliczalny 93, 146, 148, 170-173
obliczalny 47-48, 57, 93-94, 169, 172, 174-175, 201
przeliczalny 53, 88, 144, 146—147, 170-173, 200, 222, 225-226
pusty/niepusty 43, 47, 50, 53, 102, 108, 116—117, 124-126, 128—-129, 136,
141-142, 148, 150-151, 153, 158, 160, 184, 186, 195, 220-223, 228—-229
rekurencyjny 93-94, 165, 169, 172, 175-176, 225
reprezentowany w systemie (teorii) 174-176
rozstrzygalny 10, 42, 168, 171-172, 174-175, 225-226
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skoniczony/nieskonczony 25, 33—38, 45,47-49, 51-52, 57, 66, 70—73,92-94,
97,106, 108-113, 116, 144, 146-147, 156, 159, 167, 169-173, 175, 186,
210-212, 214, 222,224, 228
tez 43-44, 47-52, 55-56, 58, 66—69, 74-75, 77-83, 93-95, 99, 101, 108,
127-128,132,136,141-142,144,148-151,157,160, 165,168-169, 172,
174-176, 199, 210-216, 220, 223, 225
klasycznego rachunku logicznego 50-52, 99, 128, 136, 141, 150-151, 160
obliczalny 93, 169, 172, 174-175
rekurencyjny 93-94, 169, 175
rozstrzygalny 169, 175-176 = rozstrzygalno$¢
metoda efektywna = metoda
systemu dedukcyjnego 43—44, 47-50, 55-56, 58, 66—69, 74-75, 77-83,
94-95,101, 108,127,132, 142, 144,148-150, 157, 160, 165, 168, 174,
199, 210-216, 220, 223, 225 = teza
uniwersalny (uniwersum) 52-53,110-113, 117-120, 125,128,132, 139, 144,
168, 180, 189, 193
uporzadkowany 21, 36—38, 85, 88—89, 90-91, 105, 172
dobrze 21, 36-38, 85, 88-91, 172
element pierwszy z. u. d. 90-91
liniowo 89, 91
wyrazen/zdan/formul niezaleznych od zbioru wyrazen 81, 100, 102—-104, 218
= aksjomat/yka niezalezny/a
wyrazen rownowazne 56-57, 65, 212
wyrazen zdaniowych prawdziwych w dziedzinie 110, 118-127, 129, 131-146,
150-151, 153-154, 158-160, 168, 189, 191, 200, 219-223, 225
zamkniety (ze wzgledu na) 24-29, 33, 35-37, 47, 49-51, 99, 101, 138, 147,
208, 211
dzialanie/funkcje 24-29, 35-37, 50, 99, 147, 208
minimalny (najmniejszy) zawierajacy dany zbiér 25-29, 35-37, 208
klase dzialan/funkeji 24-29, 35-37, 47, 49, 50-51, 101, 138, 208, 211
minimalny (najmniejszy) zawierajacy dany zbi6ér 25—-29, 35-37, 50-51,
208, 211

Zermelo E. 95

zmienna 16-23, 25, 33-34, 61-62, 64—65, 77, 83, 87-88, 95, 97-98, 105-108,
110, 112,115,117, 132, 135, 149, 157, 207-208, 213, 217 = symbol
indywiduowa 17-18, 22-23, 88, 106—108, 110, 117, 208

nazwowa 17-22, 25, 88, 105-106

wolna 16, 61-62, 64—65, 132, 135, 213

zdaniowa 16, 21-22, 33-34, 77, 83, 87, 95, 97-98, 149, 207, 217

zwigzana 17-19, 65, 112, 115, 157

znak/i jezyka (jezykowe) = jezyk

Zorn M. 93

zupelnos$é/niezupelmosé 81-93, 141, 164, 174, 177, 216, 221, 225-226
dowody z. 83-93
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pojecie z. 81-85, 92, 141, 216
w sensie Godla 164-165
w s. klasycznym (negacyjna) 81-85, 92, 141, 216
w s. Posta (absolutna) 82—-84, 216
systemu 82-84, 164, 174, 177, 225-226
w s. klasycznym (negacyjna) 82—83, 164, 174, 177, 225-226
akceptowalnego i rozstrzygalnego systemu arytmetyki (niezupelo$c)
174
arytmetyki Peana (niezupelnos$¢) 164, 174, 225-226
a. Presburgera 177
a. Skolema 177
elementarnej teorii nieréwnoéci 83
KRZ (niezupetnosé) 177
systemu KRZ z kwantyfikatorami 82—-83
WRP (niezupelosé) 177
w s. Posta (absolutna) 82—-84, 177
KRZ 83, 177
systemu Hilberta-Bernasysa 83
s. implikacyjno-negacyjnego (Lukasiewicza) 83
WRP (niezupelosé) 83, 177
rozszerzenia systemu niesprzecznego 85-93, 216
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Ksigzka ta jest ostatnig sposrod trzech sktadajacych sie na opracowanie
wybranych zagadnien z logiki. S3 w niej podjete zagadnienia metalogiki
rozumianej wasko, tj. ograniczonej do syntaktyki i semantyki systemdw
dedukcyjnych — przede wszystkim systeméw KRZ i WRP, cho¢ zawiera takze
wyniki dotyczace nie tylko systemow logiki klasycznej.

W rozdziale poswieconym zagadnieniom syntaktycznym omoéwiono stoso-
wane w metalogice sposoby dowodzenia twierdzen o systemach dedukcyj-
nych — zarowno metody dowodzenia indukcyjne, jak i korzystajace z pojecia
postaci normalnych. Syntaktyczna charakterystyka systemow dedukcyjnych,
po metodologicznych uwagach o ich typach, obejmuje pojecie konsekwencji
oraz takie wtasnosci systemow, jak niesprzecznos¢, zupetnosé, rozstrzygalnosé
i niezaleznos¢ aksjomatow.

W semantycznym ujeciu systemow dedukcyjnych, osadzonym na obszernie
omowionej koncepcji spetniania i prawdy, s3 podjete zagadnienia zwigza-
ne z wlasnosciami systemu twierdzen prawdziwych, pojeciem modelu, nie-
sprzecznoscia (rozumiang semantycznie) i kategorycznoscig systemu, pojeciem
petnosci systemu oraz z relacjg wynikania logicznego (semantycznego).

Posrod zagadnien uzupetniajacych znalazty sie m.in. wybrane twierdzenia meta-
logiki okazujace ograniczenia metod formalnych — K. Godla (o niezupetno-
sci i o niedowodliwosci niesprzecznosci), A. Tarskiego (o niedefiniowalnosci
prawdy) i A. Churcha (o nierozstrzygalnosci logiki pierwszego rzedu) — oraz
metoda definiowania i stosowania pojecia modelu w rekonstrukcjach teorii
empirycznych (zwana ujeciem teoriomnogosciowym lub strukturalistycznym),
poréwnana z klasycznym aksjomatyzowaniem teorii i zapoczatkowanym przez
Tarskiego ujeciem teoriomodelowym.

Zaletg ksigzki — wpisujaca sie w styl catego opracowania — jest trafny wybor
problemoéw logiki i sposob ich prezentacji, widoczny w uktadzie zagadnien,
definicji i twierdzen, w ich sformutowaniach zapisanych w jednolitej notagji,
komentarzach i przyktadach oraz w dowodach rozwinigtych w sposéb za-
dowalajacy specjalistow, a jednoczesnie zrozumiaty dla os6b wkraczajacych
w logike.
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